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دراسة عملية لخوارزميات تقريبية لمسألة البيان الجزئي الأصغري الممتد 
 Tللمجموعة  المضاعف الترابط 

 

 رهام منصور                                                        اشراف: د.رائد جابري

 الملخص

في علوم  مهمة مسألة هي Tمسألة إيجاد بيان جزئي أصغري ممتد مضاعف الترابط للمجموعة 
عادة توجيه حركة المرور في  الحاسب نظراً لتطبيقاتها الواسعة وأهميتها في مجال تصميم الطرق وا 

 او حوادث او مناطق اخلاء.  مفصلية قويةحال وجود نقاط 
على الحفاظ على قدرته ب Tصغري الممتد المضاعف الترابط للمجموعة الأالبيان الجزئي  يمتاز

من  ةوفي حال حدوث عطل في عقدة في حال حدوث عطل في وصل ةخواص الاتصال بقو 
الرغم من كون مسألة إيجاد هذا النوع من البيانات الجزئيّة هو مسألة على . و Tعقد  ةمجموع

NP-complete فإنّ من الممكن إيجاد حلول تقريبيّة من خلال خوارزميات تقريبيّة وفعالة. وهذا .
 ما سنركز عليه خلال هذا البحث. 

 لتقريبية،االخوارزميات ، بقوةالبيان الموجه، البيان الجزئي، البيان المتصل  الكلمات المفتاحية :
ات مضاعفة البيان، رابط وصلياً البيان المضاعف الترابط وصلياً، البيان الأصغري مضاعف الت

 .Tالترابط للمجموعة 
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An experimental study of approximation algorithms for minimum 2-T 
connected spanning subgraph problem 

Abstract 

The problem of computing a minimum 2-T connected spanning  subgraph 
is an important problem in computer science due to its wide applications 
and significance in road design and traffic rerouting in the presence of 
strong articulation points, accidents, or evacuation zone. The minimum 
2-T connected spanning subgraph  is distinguished by its ability to 
preserve strong connectivity properties in the event of a edge failure or a 
vertex failure within the set of vertices T. Although finding this type of 
subgraphs is NP-complete, approximate solutions can be obtained 
through efficient approximation algorithms. This will be the main focus of 
this research. 

Keywords: directed graph, subgraph, strongly connected graph, 
approximation algorithms, 2-edge-connected graph, minimum 2-edge-
connected graph, 2-T connected graph. 

 مقدمة  : .1
الكثير من المسائل التي تهم حياتنا اليومية تم حلها من خلال خوارزميات البيان على سبيل المثال 

لى مطعم ما ضمن مدينة. وفي حالات حدوث قل تكلفة ممكنة للوصول إإيجاد طريق بأمسألة 
معرفة إمكانية الحفاظ على الاتصال بين  ة وغير الطبيعة يكون من المهم جداً الكوارث الطبيعي

العقد في حال فشل وصلة او عقدة ما. ففي قسم البرمجيات ونظم المعلومات في كلية الهندسة 
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ات تصال المضاعف في البيانتمت دراسة مسائل تهتم بخاصية الا اللاذقيةالمعلوماتية بجامعة 
 .[7]ونور الكنج  [15]وعزام حبيب [6]هواحمد دند [10]من قبل الباحث جابري في عمله  الموجهة

 التي تمتلك ميزة وجود طريق بين أي عقدتين فيها بالبيانات المتصلة بقوة. تدعى البيانات الموجهة
اذا كان البيان الجزئي المتبقي بعد إزالة أي  نقول عن بيان موجه انه مضاعف الترابط وصلياً 
ان الجزئي اذا كان البي مضاعف الترابط عقدياً وصلة من وصلاته هو بيان متصل بقوة. ونقول انه 

 المتبقي بعد إزالة أي عقدة من عقده هو بيان متصل بقوة.
يحقق ان مسألة ايجاد بيان جزئي ممتد واصغري  [1]برهن كيري وجونسون  1979في عام 

 طوان مسألة ايجاد بيان جزئي ممتد واصغري يحقق خاصية التراب خاصية الترابط المضاعف عقدياً 
. الخوارزميات التقريبية الأولى المعروفة لهذه NP-completeهي مسألة  المضاعف وصلياً 

حيث تم برهان ان عدد وصلات البيان  [23]وادمونس  [4]المسألتين تعتمدان على نتائج مادر
لايتجاوز أربعة اضعاف عدد  minimalوغير القابل للتخفيض  و وصلياً أ المضاعف الترابط عقدياً 

خوارزميات تقريبية افضل من المعروفة سابقا  [2]قدم شيريان واخرون  2000العقد. في عام 
 2020في عام   [24,25] لهاتين المسألتين من حيث جودة الحل. و قام جورجيادس واخرون

 .دياً بتحسين النتائج السابقة لمسألة البيان الجزئي الممتد والمضاعف الترابط عق
  Gevigneyمن قبل  2018من المصطلحات التي تم طرحها في البيان الموجه في عام 

وهي البيانات التي  Tالمضاعفة الترابط للمجموعة  ةهو مصطلح البيانات الموجه [3]خرونآو 
تحافظ على إمكانية الاتصال بقوة في حال حدوث عطل في وصلة وكما تحافظ على على إمكانية 

في البيان الموجه الموجود في  . فمثلاً Tفي حال فشل أي عقدة من عقد المجموعة الاتصال بقوة 
. نلاحظ 1حي الوعر في مدينة حمص والموجود في الشكل   للجزء الذي يمثل منطقة من 2الشكل 

ضمن العقدتين التاليتين: عقدة لبرج النجاح وعقدة تت Tان هذا البيان يمتاز بهذه الميزة. اذا كانت 
ن إ 2البيان الموجه المرسوم في الشكل  لاحظتمثل نقطة تقاطع شارع تشرين مع شارع الفردوس. 

دة في الموجو  بقوة وكذلك فشل أي عقدة من العقدإمكانية الاتصال  علىفشل أي وصلة لا يؤثر 
 بقوة في هذا البيان.لا يؤثر على إمكانية الاتصال   Tالمجموعة 
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 في حمص جزء من حي الوعر (1)الشكل 

 

 
 بيان موجه يمثل جزء من حي الوعر في حمص( 2)الشكل
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. Tممتد في البيانات مضاعفة الترابط للمجموعة  على إيجاد بيان جزئي اصغري يركز هذا البحث
وقتنا هذا اذا كان نه من غير المعلوم حتى إولذلك ف  NP-completeهذه المسألة هي مسألة 

بالإمكان حل مثل هذه المسائل بزمن كثير حدود. سنركز في بحثنا على تصميم وتحقيق خوارزميات 
 تقريبية لهذه المسألة.

  

  : مشكلة البحث .2
 يمكن تعريف مشكلة البحث كما يلي: 

𝐺الدخل بيان موجه  = (𝑉, 𝐸)   حيث𝐺   مضاعف الترابط للمجموعةT  
باقل عدد ممكن من الوصلات بحيث ان  ∗𝐸المطلوب: حساب مجموعة جزئية من الوصلات  

,𝑉)البيان الجزئي الموجه  𝐸∗)    هو بيان مضاعف الترابط للمجموعةT. 
وذلك لان مسألة إيجاد البيان الجزئي الاصغري   NP-completeان هذه المسألة هي مسألة 

. سنركز في بحثنا T=Vلة خاصة من مسألتنا عندما تكونالممتد المضاعف الترابط عقديا هي حا
 لهذه المسألة.بزمن كثير حدود على تصميم وتحقيق خوارزميات تقريبية 

 

 أهمية البحث وأهدافه ومبرراته: .3
تمتاز بالقدرة على المحافظة على إمكانية   Tالموجهة مضاعفة الترابط للمجموعةن البيانات إ

وفي حال   Tالاتصال بين العقد في حال حدوث عطل او فشل في أي عقدة من عقد المجموعة 
حدوث أي عطل او فشل  في أي وصلة من وصلاتها. وهذا الميزة مفيدة جدا في حال حدوث 

ان جزئي ممتد مضاعف بيالأعطال والكوارث ضمن المدن. في هذا البحث نهتم بمسألة حساب 
بحيث يكون عدد وصلات هذا البيان الجزئي اقل ما يمكن. وهذه المسألة هي  Tالترابط للمجموعة 

 .NP-completeمسألة 
وفي الخوارزميات المدروسة   [6]إن الخوارزميات التقريبية التي تم دراستها في بحث احمد دنده 

غير قادره على ايجاد حلول تقريبية لهذه المسألة. كما ان الحلول الناتجه  [7]الكنج  في بحث نور



 Tللمجموعة  دراسة عملية لخوارزميات تقريبية لمسألة البيان الجزئي الأصغري الممتد المضاعف الترابط 

86 
 

لا تشكل  [24,25]وجورجيادس واخرون  [2]عن الخوارزميات المدروسة من قبل شيريان واخرون 
 لذلك لابد من العمل على تصميم خوارزميات جديدة.,لمسألة البحث.  حلولاً 

ي ات لايجاد حلول تقريبية لمسألة البيان الجزئي الأصغر نهدف في هذا البحث الى  تصميم خوارزمي
بزمن كثير حدود  ثم تحقيق هذه الخوارزميات والمقارنة  Tالممتد والمضاعف الترابط للمجموعة 

بينها من حيث عدد الوصلات وزمن التنفيذ. ثم سندرس إمكانية الإجابة على السؤال التالي: هل 
 ؟ يات المحققة في الحالة العامةيمكن تحديد عامل التقريب للخوارزم

 مواد وطرق البحث :   .4
 صائص الاتصال فيقمنا في هذا البحث بدراسة مجموعة من المفاهيم الأساسية المتعلقة بخ

, [8] البيانات المضاعفة الترابط عقدياً  ,[5,13] وهي: البيانات المتصلة بقوة ةالبيانات الموجه
ان  . T [3]والبيانات المضاعفة الترابط للمجموعة   [2]البيانات المضاعفة الترابط وصلياً 

يجاد حلول تقريبية لمسألة البيان لإ [6]في  دراستها وتحقيقها تمت الخوارزميات التقريبية التي
 غير قادرة على إيجاد حلول لمسألة بحثنا لان الجزئي الاصغري الممتد والمضاعف الترابط عقدياً 

. كما ان الخوارزميات التقريبية بيان الدخل ليس بالضرورة ان يكون مضاعف الترابط عقدياً 
غير قادرة  [7]في  وصليا التي تمت دراستهالمسألة البيان الجزئي الممتد والمضاعف الترابط 

يحقق بالضرورة خاصية الترابط  رزميات لاعلى إيجاد حلول لمسألة بحثنا لان خرج هذه الخوا
د على م. بالإضافة الى ذلك فان جميع الخوارزميات التقريبية التي تعتTالمضاعف للمجموعة 
في إيجاد حلول تفشل  ةوغيرها من المسائل المشابه [2,4,23,24,25]الدراسات المرجعية 

عف الترابط البيان مضالمسألة بحثنا. لذلك قمنا بتصميم خوارزميات تقريبية تعتمد على مفهوم 
 قمناو  Javaبلغة . وقمنا بتحقيق هذه الخوارزميات [3] غير قابل للتخفيض Tللمجموعة 

 تجريبها على حاسب يمتلك المواصفات التالية : ب
Processor: AMD A6-9200 RADEON R4, 5 COMPUTE CORES 2C+3G    
2.00 GHz  
RAM: 8GB 
Operating system: Windows 10 
System type : 64-bit operating system with an x64-based processor  
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يب وبرهنا عامل تقر  قارنا بين هذه الخوارزميات من حيث زمن التنفيذ ومن حيث جودة الحل. و
 .4 مساوياً  T هذه الخوارزميات في الحالة التي يكون عدد العقد ضمن

 
نقول عن بيان موجه  : strongly connected graph [5,13] ةالبيان الموجه المتصل بقو 

G=(V,E)  ةأنه متصل بقو strongly connected  من أجل كل  :اذا كان يحقق ما يلي
 Gفي البيان    vالى  wوطريق من    wالى v يوجد طريق من v,w ∈ V  عقدتين 

نقول عن بيان متصل  vertex connected graph  :[8]-2 البيان مضاعف الترابط عقديا  
اذا كان يحقق :من اجل  vertex connected-2أنه مضاعف الترابط عقدياً     G=(V,E)بقوة 

  .متصل بقوةG\{v}   يكون البيان الجزئي      v ∈ Vكل عقدة 

  G=(V,E) ليكن  edge connected graph-2 [2]:  وصليا   البيان مضاعف الترابط
  انه مضاعف الترابط وصلياً    Gبيان متصل بقوة نقول عن 

 2-edge connected   اذا كان يحقق ما يلي : من اجل اي وصلة  e ∈E    يكون البيان
 . متصل بقوة G\{e}  الجزئي 

  T  [3]: البيانات الموجهة المضاعفة الترابط للمجموعة 

 T ⊆ Vبيان متصل بقوة ، من أجل   G=(V,E)ليكن  
  T (2-T connected graph )أنه مضاعف الترابط للمجموعة  G نقول عن 

 اذا كان يحقق الشرطين التاليين :  
 G ً2  مضاعف الترابط وصليا-edge connected   
  من اجل اي عقدة  v Є  T  فإن البيان  G\{v}متصل بقوة 
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ية لحل مسألة البيان الجزئي الموجه الأصغري والمترابط من الدرجة بخوارزميات تقري
التي  المتصلة بقوة ةهي البيانات الموجه لترابط عقدياً البيانات الموجهة مضاعفة ا  [6]:الثانية

 الى المساس بخاصية الاتصال بقوة.  اتخلو من عقد يؤدي حذفه

 تقريبية للمسالة التالية:راسة مفصلة وتجريبية لخوارزميات عداد دإ، تم [6]في العمل 
  vertex connected G=(V,E)-2الدخل : بيان مضاعف الترابط عقديا 

 (*V, E) حجمها اقل ما يمكن بحيث يكون البيان  E*⊆ E المطلوب : ايجاد مجموعة جزئية 
 هو بيان مضاعف الترابط عقدياً 

 [6]في  تمت دراستهالكن جميع الخوارزميات التي . NP-Complete [1]هذه المسألة هي مسألة
 .مضاعف الترابط عقدياً  لا تناسب مسألة بحثنا لان هذه الخوارزميات تتطلبا دخلاً 

 [7]أصغريخوارزميات تقريبية لحساب بيان جزئي موجه ومضاعف الترابط وصليا  بحجم 
ة يها الى فقدان خاصفبقوة ولا يتضمن أي وصلة يؤدي حذ عندما يكون البيان الموجه متصلاً :

 .ننا نسمي هذا النوع من البيانات بيانات مضاعفة الترابط وصلياً إف ، الاتصال بقوة

 يجاد حلول تقريبية للمسألة التالية:ة خوارزميات تقريبية لإتمت دراسة عد [7]في العمل 
   edge connected-2  الدخل : بيان مضاعف الترابط وصلياً 

G=(V,E)           
 حجمها اقل ما يمكن  E*⊆ E  المطلوب : ايجاد مجموعة جزئية   

 هو بيان مضاعف الترابط وصلياً  (*V, E)  بحيث أن البيان الجزئي
 Np_complete [1]هذه المسألة هي مسألة 

 حلول تقريبية لمسألة بحثنا.[ غير قادرة على إيجاد 7في ]الخوارزميات التي تم دراستها 

 : [4] غير القابلة للتخفيض وصليا  البيانات المضاعفة الترابط 

وغير  الترابط وصلياً  ن البيانات المضاعفةإف  [4,23]للنتائج التي تم التوصل اليها في  وفقاً 
أربعة اضعاف عدد عقدها. وبالتالي يمكن  القابلة للتخفيض لا يمكن ان تمتلك اكثر من
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. أي ان خرج هذه [7]للمسألة المدروسة في  2خوارزميات تقريبية عامل تقريبها  الحصول على
 يتجاوز ضعفي الحل المثالي. من الوصلات لا الخوارزميات يتضمن عدداً 

 :[3] غير قابل للتخفيض Tالبيان مضاعف الترابط للمجموعة 

 نه غير قابل للتخفيضأ Tمضاعف الترابط للمجموعة  G=(V,E) نقول عن بيان
 اذا حقق مايلي : 

 G   مضاعف الترابط للمجموعةT 
  من اجل أي وصلةe فإن البيان G\{e}    هو بيان 

   T connected-2  لا يحقق
   بحيثالبيانات من هذا النوع تتضمن عقدة على الأقل  ن:أمن برهان    [3]تمكن الباحث في 

indegree = outdegree =2     
 ولكن لا توجد أي دراسة مرجعية تحدد الحد الاعظمي لعدد الوصلات لهذا النوع من البيانات

في تصميم خوارزمية تقريبية  [3]بالإمكان الاستفادة من نتائج العمل  هلوبالتالي يبقى السؤال 
 لمسألة بحثنا.

 
 الترابط عقديا  مضاعف وخاصية  الترابط وصليا  مضاعف فحص خاصية 

 نستعرض في هذه الفقرة خوارزمية بسيطة للتحقق من ان بيان الدخل مضاعف الترابط وصلياً 
ساسين هما: ان بيان الدخل يجب ان يكون محققاً لخاصية الاتصال بقوة. أمرين أتعتمد على والتي 

 ( 3لشكل )ا، يوضح بقوةيان الدخل لايزال بيان متصل وان البيان الناتج عن إزالة أي وصلة من ب
 :خطوات التفصيلية لهذه الخوارزميةال
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 ”( خوارزمية لفحص اذا كان بيان الدخل مضاعف الترابط وصليا3الشكل )

 
ايضاً خوارزمية للتحقق من ان بيان الدخل مضاعف الترابط عقدياً والتي تعتمد على امرين اساسين 

لخاصية الاتصال بقوة. وان البيان الناتج عن إزالة أي هما: ان بيان الدخل يجب ان يكون محققا 
تعمل  Test_2vertex _connected الخوارزمية  عقدة من بيان الدخل لايزال بيان متصل بقوة.

كما يلي: في البداية نقوم بالتحقق من ان بيان الدخل بالفعل متصل بقوة. لأننا نعلم ان البيان في 
متلاك . بعد ان نتأكد من اعقدياً مكن ان يكون مضاعف الترابط حال لم يكن متصل بقوة فانه لا ي

بيان الدخل لخاصية الاتصال بقوة. نقوم بالتحقق من ان البيان لايزال متصل بقوة بعد حذف أي 
ما ليس متصل بقوة فانه ليس مضاعف  عقدة. فاذا كان البيان بعد حذف عقد البيانة من عقد

 .عقدياً الترابط 
 الخطوات التفصيلية لهذه الخوارزمية. ( 4الشكل )يوضح 

 

 
 عقدياً ( خوارزمية لفحص اذا كان بيان الدخل مضاعف الترابط 4الشكل )

 

 غير قابل للتخفيض T-connected-2بيان جزئي محقق لخاصية  إيجاد
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والتي  T-connected-2خوارزمية لإيجاد بيان جزئي محقق لخاصية  في هذه الفقرة نستعرض
تشكل حلًا مقبولًا ولكن ليس بالضرورة ان يكون مثالياً لمسألة البحث. تعتمد هذه الخوارزمية على 

-Minimal 2-T[3]غير القابلة للتخفيض  T-connected-2مفهوم البيانات من النوع 
connected graph  مضاعفة الغير القابلة للتخفيض  اتلمفهوم البيان اتعميمتعد والتي هي

 .[23]وادمونس   [4] التي تم دراستها من قبل مادروصليا و  ابط عقديا والتر 
𝐺ليكن  = (𝑉, 𝐸)   2بيانا موجها محققا لخاصية-T-connected نقول عن البيان .𝐺  انه

عند حذف أي وصلة  T-connected-2غير قابل للتخفيض اذا كان هذا البيان يفقد خاصية 
غير  T-connected-2بيان جزئي محقق لخاصية ( خوارزمية 5الشكل )يبين   من وصلاته.

 قابل للتخفيض زمن تنفيذها كثير حدود.

 
 غير قابل للتخفيض T-connected-2بيان جزئي محقق لخاصية إيجاد ( خوارزمية 5الشكل )

غير قابل للتخفيض  T-connected-2ان الخوارزمية السابقة لايجاد بيان جزئي محقق لخاصية 
-2لا تراعي أي ترتيب للوصلات عند إزالة الوصلات غير الضرورية للمحافظة على خاصية 

T-connected. 
حيث  T-connected-2قمنا بتصميم خوارزميات معدلة لايجاد بيان جزئي محقق لخاصية  لقد

ة على ر هذه المرحلتتضمن هذه الخوارزميات اكثر من مرحلة والهدف من هذه المراحل دراسة تأثي
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التنفيذ  على زمن لا شك ان وجود هذه المراحل سينعكس سلباً شكل البيان الناتج وعدد وصلاته. 
قناها هو ت التي حقتعقيد جميع الخوارزميا ، إنيقة هي تخفيض عدد وصلات الخرجوالفائدة الحق

 وهذه الخوارزميات التي صممناها هي : زمن كثير حدود
 
  2خوارزمية معدلة للحصول على بيان جزئي محقق لخاصية-T-connected  تعتمد

 .على ثلاث مراحل
غير   T-connected-2في المرحلة الأولى يتم إيجاد وصلات بيان جزئي محقق لخاصية  

وفي المرحلة الثانية ندرس الوصلات الناتجه عن المرحلة الأولى ونقوم بإزالة قابل للتخفيض 
ثم في المرحلة الثالثة نقوم  T-connected-2الوصلات غير الضرورية  للحفاظ على خاصية 

زالة منها ما هو غير ضر  يةعلى خاصوري من الوصلات للحفاظ بدراسة الوصلات المتبقية وا 
2-T-connected. رزمية تحتاج الى زمن هذه الخوا𝑂(𝑚2(𝑚 + 𝑛)). 
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 معدلة للحصول على بيان جزئي محقق( خوارزمية 6الشكل )

 غير قابل للتخفيض على ثلاث مراحل T-connected-2لخاصية  
 
  2خوارزمية معدلة للحصول على بيان جزئي محقق لخاصية-T-connected  تعتمد

 :على اربعة مراحل
في المرحلة الأولى يتم إيجاد وصلات نقدم في هذه الفقرة خوارزمية تعتمد على أربعة مراحل.  

ويتم تنفيذ خوارزمية البحث   T-connected-2بيان جزئي غير قابل للتخفيض يحقق خاصية  
تي عن المرحلة الأولى وال ةحلة الثانية ندرس الوصلات الناتجبالعمق على بيان الدخل وفي المر 

-T-2تشكل وصلات شجرية ونقوم بإزالة الوصلات غير الضرورية  للحفاظ على خاصية  لا
connected  ثم في المرحلة الثالثة نقوم بدراسة الوصلات المتبقية من البيان من الوصلات غير
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زالة منها ما هو غير ضروري من الوصلات للحفاظ على خاصية ثم يتم في المرحلة  الشجرية وا 
زالة الوصلات غير الضرورية منها. الوصلات الشجرية النهائية اختبار  وا 

 
 معدلة للحصول على بيان جزئي محقق( خوارزمية 7الشكل )

 غير قابل للتخفيض على أربعة  مراحل T-connected-2لخاصية  
 
 

  2خوارزمية معدلة للحصول على بيان جزئي محقق لخاصية-T-connected  مؤلفة
 :من خمسة مراحل
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في المرحلة الأولى يتم إيجاد وصلات بيان جزئي نقدم في هذه الفقرة خوارزمية من خمسة مراحل. 
وفي المرحلة الثانية يتم فحص الوصلات التي حصلنا عليها  T-connected-2محقق لخاصية 

-T-2في المرحلة الأولى ونقوم بحذف الوصلات غير الضرورية منها  للحفاظ على خاصية 
connected  في المرحلة الثالثة نقوم باختبار الوصلات المتبقية وحذف الوصلات غير ثم

. وفي المرحلة الرابعة يتم فحص الوصلات T-connected-2الضرورية للحفاظ على خاصية 
شكلت خرج المرحلة الأولى والثالثة وصلة تلوى الأخرى ويتم حذف منها الوصلات التي لا تفيدنا 

. ثم يتم في المرحلة الخامسة والأخيرة اختبار T-connected-2في الحفاظ على خاصية 
 الوصلات التي لا تنتمي الى خرج المرحلة الأولى والثالثة لإزالة الوصلات غير الضرورية منها.

 :الخطوات التفصيلية لهذه الخوارزمية
 

Algorithm Five_phases minimal 2-T-connected subgraph 
Input: a 2-T-connected directed graph 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 
Phase 1 
calculate a minimal 2-T-connected subgraph of G and let I be its edge set. 
Phase 2 
for each edge (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼  do 
      remove the edge (𝑖, 𝑗) from 𝐸 
      if the subgraph (𝑉, 𝐸\{(𝑖, 𝑗)})  is not 2-T-connected then 
                 add the edge (𝑖, 𝑗) to 𝐸 
Phase 3 

  for each edge (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸\𝐼  do 
      remove the edge (𝑖, 𝑗) from 𝐸 
      if the subgraph (𝑉, 𝐸\{(𝑖, 𝑗)})  is not 2-T-connected then 
                 add the edge (𝑖, 𝑗) to 𝐸 
Phase 4 
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For each edge e in E do 
     Add e to I 
Let E be the edge set of the input graph     
for each edge (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼  do 
      remove the edge (𝑖, 𝑗) from 𝐸 
      if the subgraph (𝑉, 𝐸\{(𝑖, 𝑗)})  is not 2-T-connected then 
                 add the edge (𝑖, 𝑗) to 𝐸 
Phase 5 

  for each edge (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸\𝐼  do 
      remove the edge (𝑖, 𝑗) from 𝐸 
      if the subgraph (𝑉, 𝐸\{(𝑖, 𝑗)})  is not 2-T-connected then 

                       add the edge (𝑖, 𝑗) to 𝐸   
Output the subgraph  (𝑉, 𝐸) and the number of its edges 
 

𝑂(𝑚2(𝑚نلاحظ ان هذه الخوارزمية تحتاج الى زمن  + 𝑛)) . 

  2خوارزمية لايجاد بيان جزئي محقق لخاصية-T-connected  غير قابل للتخفيض
 باستخدام شجرة بحث بالعمق 

غير قابل  T-connected-2ندرس في هذه الفقرة خوارزمية لايجاد بيان جزئي محقق لخاصية 
للتخفيض تراعي ترتيا معينا للوصلات عند إزالة الوصلات غير الضرورية للمحافظة على 

وذلك من خلال إيجاد شجرة بحث بالعمق ومن ثم دراسة   T-connected-2خاصية 
الوصلات التي لاتنتمي الى هذه الشجرة ومن ثم بعد ذلك يتم اختبار وصلات الشجرة وصلة 

 .د ما هو غير ضروري منهاتلوى الأخرى واستبعا

Algorithm minimal_2Tconnected_graph_first_tree 
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Input: a 2-T-connected directed graph 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 
Phase 1 
Run dfs starting from vertex 0 and classify edges 
Note that tree edges form a tree called dfs tree 
Phase 2 
for each edge (𝑖, 𝑗)  which is not tree edge do 
      delete the edge (𝑖, 𝑗) from 𝐸 
      if the subgraph (𝑉, 𝐸\{(𝑖, 𝑗)})  is not 2-T-connected then 
                 add the edge (𝑖, 𝑗) to 𝐸 
Phase 3 

  for each edge (𝑖, 𝑗) which is tree edge do 
      delete the edge (𝑖, 𝑗) from 𝐸 
      if the subgraph (𝑉, 𝐸\{(𝑖, 𝑗)})  is not 2-T-connected then 
                 add the edge (𝑖, 𝑗) to 𝐸 
output the subgraph  (𝑉, 𝐸) and the number of its edges 

 
  2خوارزمية لايجاد بيان جزئي محقق لخاصية-T-connected  غير قابل للتخفيض

 باستخدام شجرتين

نقدم في هذه الفقرة خوارزمية معدلة عن الخوارزمية السابقة وذلك بإيجاد شجرتين مختلفتين  بدلا 
من شجرة واحدة وذلك من خلال تنفيذ خوارزمية البحث في العمق وتصنيف الوصلات مرتين 
متتاليتين ثم يتم استبعاد الوصلات غير الضرورية بفحص الوصلات التي لا تنتمي الى هاتين 
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تين. وفي النهاية يتم فحص وصلات الشجرتين لكي يتم حذف الوصلات غير الضرورية الشجر 
 منهما

Algorithm minimal_2Tconnected_graph_double_trees 
Input: a 2-T-connected directed graph 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 
Phase 1 
Run dfs on G and classify edge, and let I be the set of tree edges  
Run dfs on G\I and classify edge, and add the tree edges to I.  
Phase 2 
for each edge (𝑖, 𝑗)  which is not in I do 
      delete the edge (𝑖, 𝑗) from 𝐸 
      if the subgraph (𝑉, 𝐸\{(𝑖, 𝑗)})  is not 2-T-connected then 
                 add the edge (𝑖, 𝑗) to 𝐸 
Phase 3 

for each edge (𝑖, 𝑗)  which is in I do 
      delete the edge (𝑖, 𝑗) from 𝐸 
      if the subgraph (𝑉, 𝐸\{(𝑖, 𝑗)})  is not 2-T-connected then 
                 add the edge (𝑖, 𝑗) to 𝐸 
 output the subgraph  (𝑉, 𝐸) and the number of its edges 

 
  2خوارزمية لايجاد بيان جزئي محقق لخاصية-T-connected  غير قابل للتخفيض

 والبيان المعكوس باستخدام شجرتين
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نقدم في هذه الفقرة خوارزمية  تختلف عن سابقتها بانه بعد إيجاد شجرتين مختلفتين في بيان الدخل 
تتشكل البيان المعكوس  فيتم إيجاد البيان المعكوس ومن ثم تنفيذ خوارزمية البحث بالعمق على 

لدينا شجرة ثالثة. وبعد ذلك  يتم استبعاد الوصلات غير الضرورية بفحص الوصلات التي لا 
تنتمي الى الأشجار الناتجة. وفي النهاية يتم فحص وصلات الأشجار الثلاثة لكي يتم حذف 

 الوصلات غير الضرورية منها.

Algorithm minimal_2Tconnected_graph_double_trees_refined 
Input: a 2-T-connected directed graph 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 
Phase 1 
Run dfs on G and classify edge, and let I be the set of tree edges  
Run dfs on G\I and classify edge, and add the tree edges to I.  
Find transport graph 
Run dfs on the transport graph and for each tree edge (v,w) add (w,v) to I 
Phase 2 
for each edge (𝑖, 𝑗)  which is not in I do 
      delete the edge (𝑖, 𝑗) from 𝐸 
      if the subgraph (𝑉, 𝐸\{(𝑖, 𝑗)})  is not 2-T-connected then 
                 add the edge (𝑖, 𝑗) to 𝐸 
Phase 3 
for each edge (𝑖, 𝑗)  which is in I do 
      delete the edge (𝑖, 𝑗) from 𝐸 
      if the subgraph (𝑉, 𝐸\{(𝑖, 𝑗)})  is not 2-T-connected then 
                 add the edge (𝑖, 𝑗) to 𝐸 
 output the subgraph  (𝑽, 𝑬) and the number of its edges 
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 النتائج ومناقشتها : .5

وصلة عندما تكون  82عقد  10في البداية نوضح خرج كل خوارزمية على بيان مكون من 
|T|=4    ثم نقوم بتجريب الخوارزميات على مجموعة من البيانات ونقارن بين هذه الخوارزميات

 من حيث زمن التنفيذ وعدد وصلات الخرج .
جراء تم إ من خلالبشكل عشوائي  البياناتمن أجل تحليل ومقارنة الخوارزميات المحققة تم توليد 

 سنوضّحهُ في الفقرة التالية:   generate_2T-connected_graphتسميته  
 : توليد الدخل 

لتوليد بيان موجّه مجموعة عُقَده     generate_2T-connected_graphقمنا بتصميم الإجراء 
,0,1}هي المجموعة   … , number_of_vertices − -T-2  يحقق خاصية  {1

connected   حيث انnumber_of_vertices .هو عدد عقد البيان 
 num_edges_before_satisfying_2Tcعدد بدائي للوصلات  في البداية يتم تحديد

قد لا يكون كافياً  لتوليد    num_edges_before_satisfying_2Tc  عدد الوصلات إنّ  
توليد وصلات بشكل عشوائي حيث أن عدد لذلك يتم  .  T-connected-2بيان يحقق خاصية  

ويتم إضافة هذه الوصلات  num_edges_before_satisfying_2Tcهذه الوصلات يساوي 
تقوم الحلقة   T-connected-2 لى البيان. وفي حال كان البيان الناتج لا يحقق خاصية إ

-T-2 بإضافة عدد من الوصلات بشكل عشوائي حتى نحصل على بيان يحقق خاصية
connected ويكون عدد الوصلات النهائي هو  num_edges_after_satisfying_2Tc . 

 
Algorithm generate_2T_connected_graph 

Input: number_of_vertices and num_edges_before_satisfying_2Tc    

Output: a 2-T-connected graph (𝑉, 𝐸) and the number of edges in this 

graph 

𝐸 ← ∅ 

𝑉 ← {0,1, … , number_of_vertices − 1} 
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𝑝 ← 0 

while (p < num_edges_before_satisfying_2Tc) do 

     𝑢 ← random integer between 0 and number_of_vertices − 1    

    do 

         𝑣 ← random integer between 0 and number_of_vertices – 1    

     while 𝑢 = 𝑣 

    if (𝑢, 𝑣)   is not an edge in 𝐸  then 

          add  (𝑢, 𝑣)   to 𝐸   

           𝑝 ← 𝑝 + 1 

num_edges_after_satisfying_2Tc←  num_edges_before_satisfying_2Tc 

while (𝑉, 𝐸) is not 2-T-connected do 

    𝑢 ← random integer between 0 and number_of_vertices − 1    

    do 

         v← random integer between 0 and number_of_vertices – 1    

     while 𝑢 = 𝑣  

    if (𝑢, 𝑣)   is not an edge in 𝐸  then 

          add  (𝑢, 𝑣)   to 𝐸   

            num_edges_after_satisfying_2Tc ←

num_edges_after_satisfying_2Tc + 1 

return num_edges_after_satisfying_2Tc 
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 ل يوضح خرج الخوارزميات المحققةمثا: 

 وصلة  82عقد و  10مكون من   T-connected-2 قمنا بتوليد بيان موجه يحقق خاصية  
 .8وقمنا برسمه في الشكل 

 

  
 وصلة 82عقد و 10مكون من   Tبيان مضاعف الترابط للمجموعة (  8الشكل )

 
كما   T={4,5,6,8} وفي هذا المثال كانت  عقد تم تحديدها عشوائيا 4تتضمن   T  المجموعة

 .9هو موضح في الشكل 
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 T={4,5,6,8}وعة مالمج( 9الشكل )

 اصبح عدد      Find_ minimal 2-T-connected subgraphتنفيذ الخوارزمية عند 
 :(10)وشكل البيان كم هو موضح في الشكل  30 وصلات النهائي للخرج هو
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 Find_ minimal 2-T-connected بيان ناتج عن تطبيق خوارزمية (10الشكل )

subgraph 
 
 

  Three_phases_ minimal 2-T-connected subgraphوعند تنفيذ الخوارزمية 
 ((11 على بيان الدخل كان البيان الناتج كما هو موضح في الشكل

 27وعدد وصلات الخرج هو  
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-Three_phases_ minimal 2-T( بيان ناتج عن نطبيق خوارزمية  (11الشكل 

connected subgraph 

 
 

ن عدد وصلات الخرج النهائي عند تنفيذ خوارزمية أالتالي نلاحظ  الشكلوفي 
four_phases_minimal_2Tconnected_graph  25هو   
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( بيان ناتج عن تطبيق خوارزمية   (12الشكل 

four_phases_minimal_2Tconnected_graph 

 
نلاحظ   Five_phases minimal 2-T-connected subgraphوعند تنفيذ الخوارزمية  

 :  (13) كما هو واضح في الشكل 24عدد وصلات الخرج النهائي هوان 
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 Five_phases minimal 2-T-connected( بيان ناتج عن تطبيق خوارزمية (13الشكل 

subgraph 

 

 

عدد  نلاحظ ان  minimal_2Tconnected_graph_first_treeعند تنفيذ الخوارزمية 
  27 :  وصلات الخرج النهائي
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(  بيان ناتج عن تطبيق خوارزمية  14الشكل )

minimal_2Tconnected_graph_first_tree 
 

عدد   minimal_2Tconnected_graph_double_treesنلاحظ عند تنفيذ الخوارزمية  
 : 21 وصلات الخرج النهائي
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( بيان ناتج عن تطبيق خوارزمية    15الشكل )

minimal_2Tconnected_graph_double_trees   
 

 minimal_2Tconnected_graph_double_trees_refined عند تنفيذ الخوارزمية

  22 :  نلاحظ ان عدد وصلات الخرج النهائي
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 خوارزمية ( بيان ناتج عن تطبيق16الشكل )

minimal_2Tconnected_graph_double_trees_refined  

 
 

غير  T-connected-2ان كل بيان جزئي محقق لخاصية  اتتبين النتائج العملية للخوارزمي
. لاحظ ان الباحث  2قابل للتخفيض يتضمن عدة عقد تحقق  درجة دخولها ودرجة خروجها يساوي 

Gevigney   [3]  يوجد عقدة على الأقل في كل بيان جزئي محقق لخاصية قد برهن رياضيا انه
2-T-connected  2غير قابل للتخفيض تحقق درجة دخولها يساوي درجة خروجها يساوي. 

ليس فقط عقدة وانما العديد من العقد التي تحقق درجة  نلاحظ انه  في المثال الذي قمنا بعرضه
 .2دخولها يساوي درجة خروجها تساوي 

كما ان سبب انخفاض عدد الوصلات في خرج بعض الخوارزميات عن غيرها يعود الى ان الخرج 
ولكن الوصلات التي تتصل بهذه العقدة هي  2يتضمن عقدة ذات درجة دخول او خروج اكبر من 
ونلاحظ ان العقد التي    T-connected-2الوصلات الضرورية فقط للحفاظ على خاصية 

ختلفت من خوارزمية الى أخرى وان الخوارزميات التي انتجت اقل عدد من تحقق هذه الميزة قد ا
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ولكن مجموع  2الوصلات هي الخوارزميات التي نتج عنها عقد درجة دخولها او خروجها اكبر من 
 درجة الدخول والخروج لهذه العقد كان اقل من غيرها.

  مقارنة الخوارزميات المحققة: 
  من حيث زمن التنفيذ :المقارنة 

زمن تنفيذ الخوارزميات التي تم  23الشكل  وحتى  17الشكل  من ةالموضح اتبين المخططت
  nanosecondيمثل  زمن التنفيذ مقدراً ب  yالمحور في هذا البحث. حيث ان  تحقيقها

عدد الوصلاتيمثل    xوالمحور 
عدد العقد

= 𝑚

𝑛
وان جميع البيانات المذكورة في الشكلين قد تم توليدها  

 قد تم توليدها عشوائيا أيضا لتتضمن أربعة عقد فقط. Tعشوائيا وان المجموعة 

 

من اجل مجال عقد يتراوح وذلك ا هزمن تنفيذ جميع الخوارزميات التي تم تحقيق  (17) الشكل
 T|=4|   ومن اجل 25و 20بين 
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 25ا من اجل مجال عقد يتراوح بين هزمن تنفيذ جميع الخوارزميات التي تم تحقيق (18)الشكل 
 T|=4|   ومن اجل 40و

 
 

عقدة ومن اجل قيم مختلفة  200المخططات التالية تبين تجارب على عينات تصل حتى إن 
 .لعدد الوصلات
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 50ا من اجل مجال عقد يتراوح بين هزمن تنفيذ جميع الخوارزميات التي تم تحقيق (19)الشكل 

 = int init_number_edges 500و  T|=4|   ومن أجل 80و
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 55ا من اجل مجال عقد يتراوح بين هزمن تنفيذ جميع الخوارزميات التي تم تحقيق (20)الشكل 

  int init_number_edges = number_vertices * 24و   T|=4|   ومن اجل 75و
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 80ا من اجل مجال عقد يتراوح بين هزمن تنفيذ جميع الخوارزميات التي تم تحقيق (21)الشكل 

 int init_number_edges = number_vertices * 27و   T|=4|   ومن اجل 115و
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 100ا من اجل مجال عقد يتراوح بين هزمن تنفيذ جميع الخوارزميات التي تم تحقيق (22)الشكل 

  int init_number_edges = number_vertices * 24و   T|=4|   ومن اجل 150و
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 110ا من اجل مجال عقد يتراوح بين هزمن تنفيذ جميع الخوارزميات التي تم تحقيق (23)الشكل 

 = int init_number_edges 500و  T|=4|   ومن اجل 200و

 
قد  بين الخوارزميات عند تجريب الخوارزميات المحققة على مجال عقد أكبر نلاحظ أن الفروقات

 :اتتفوق واضح للخوارزميمن المخططات السابقة  نلاحظ حيث اتضحت أكثر
minimal_2Tconnected_graph_first_tree , 
minimal_2Tconnected_graph_double_trees, 
minimal_2Tconnected_graph_double_trees_refined 

 الزمن الذي تطلبته لانجاز المهام كان اقل على بقية الخوارزميات من حيث زمن التنفيذ حيث ان
تطلبت زمن  five_phases_minimal_2Tconnected_graphونلاحظ أن خوارزمية  ،

 تنفيذ أكثر من باقي الخوارزميات .
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  من حيث عدد وصلات الخرج:المقارنة 
لمحققة امن اجل البيانات السابقة التي تم توليدها عشوائيا نوضح فيما يلي جودة الخوارزميات 

 وذلك من خلال معرفة عدد وصلات خرج كل خوارزمية على كل بيان تم التجريب عليه.

 
 ( يبين عدد وصلات الخرج لكل خوارزمية24الشكل )

 init_number_edges = number_vertices * (number_vertices - 1) /5 حيث 
 
 

لا يتجاوز ثلاثة  المحققة ان عدد وصلات الخرج في جميع الخوارزميات 24من الشكل  نلاحظ
 .اضعاف عدد العقد
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يبين عدد وصلات الخرج في الخوارزميات التي تم تحقيقها من  25الموضح في الشكل مخطط ال

 T|=4|ومن اجل   40و 25اجل مجال عقد يتراوح بين  
init_number_edges = number_vertices * (number_vertices - 1) /5 

عدد الوصلاتيمثل    xوالمحور 
عدد العقد

= 𝑚

𝑛
 

 

 

من اجل مجال عقد يتراوح عدد وصلات الخرج في الخوارزميات التي تم تحقيقها ( 25الشكل )
 40و  25بين 

 T|=4|  ومن اجل
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عقدة ومن اجل قيم مختلفة  200المخططات التالية تبين تجارب على عينات تصل حتى إن 
 .لعدد الوصلات

 

 
ا من اجل مجال عقد يتراوح هجميع الخوارزميات التي تم تحقيق خرجعدد وصلات  (26)الشكل 

 = int init_number_edges 500و  T|=4|   ومن اجل 80و 50بين 
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ا من اجل مجال عقد يتراوح هجميع الخوارزميات التي تم تحقيق عدد وصلات خرج (27)الشكل 
 int init_number_edges = number_verticesو   T|=4|   ومن اجل 75و 55بين 

* 24  
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ا من اجل مجال عقد يتراوح هجميع الخوارزميات التي تم تحقيق عدد وصلات خرج (28)الشكل 
 int init_number_edges = number_verticesو   T|=4|   ومن اجل 115و 80بين 

* 27 

 

0

100

200

300

400

2160/80 2565/95 3105/115
find_minimal_2Tconnected_graph
three_phases_minimal_2Tconnected_graph
five_phases_minimal_2Tconnected_graph
minimal_2Tconnected_graph_first_tree
minimal_2Tconnected_graph_double_trees
minimal_2Tconnected_graph_double_trees_refined
four_phases_minimal_2Tconnected_graph



 سلسلة العلوم الهندسية الميكانيكية والكهربائية والمعلوماتية             مجلة جامعة حمص      

 رهام منصور          د. رائد جابري                  2026عام  3العدد   48المجلد 

123 
 

 
ا من اجل مجال عقد يتراوح هجميع الخوارزميات التي تم تحقيق عدد وصلات خرج (29)الشكل 

 = int init_number_edgesو   T|=4|   ومن اجل 150و 100بين 
number_vertices * 24  
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ا من اجل مجال عقد يتراوح هجميع الخوارزميات التي تم تحقيق عدد وصلات خرج (30)الشكل 

 = int init_number_edges 500و  T|=4|   ومن اجل 200و 110بين 

 
 ياتبين الخوارزم اتعلى مجال عقد أكبر نلاحظ أن الفروقالمحققة الخوارزميات جريب عند ت

 ان الخوارزميتيننجد  حيث أكثر قد اتضحت
, minimal_2Tconnected_graph_double_trees 

minimal_2Tconnected_graph_double_trees_refined 
 بمعظم الأحيان تعطي خرج افضل من غيرها من حيث عدد وصلات الخرج . 
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 : تجريب الخوارزميات على دخل حقيقي 

الذي يمثل جزء من حي الوعر في حمص يحقق  )31(إن البيان الموجّه الموضح في الشكل 
لأنه يحافظ على إمكانية الاتصال بقوة في حال حدوث   T connected graph-2خاصية  

عطل في وصلة وكما يحافظ على إمكانية الاتصال بقوة في حال فشل أي عقدة من عُقَد 
. سنقوم باستخدام  هذا البيان كبيان دخل لاختبار الخوارزميات T={0,4}حيث  Tالمجموعة 

 T connected-2ن يحقق خاصية التي صممناها حيث سيكون خرج هذه الخوارزميات هو بيا
graph  . بأقل عدد ممكن من الوصلات 

تمثل الخرج الناتج عن تطبيق الخوارزميات  (38(  حتى )32إنّ البيانات الموجّهة في الأشكال )
 (. 31المحققة على بيان الدخل الموجود في الشكل )

 

 
 ( بيان موجّه يمثل بيان دخل حقيقي 31الشكل)
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أصبح عدد       Find_ minimal 2-T-connected subgraphعند تنفيذ خوارزمية 
والبيان  (nanosecond 11828600 )وتطلبت زمن تنفيذ   22الوصلات النهائي للخرج هو 

 .( 32الناتج موضّح في الشكل)

  

 
 Find_ minimal 2-T-connected (  بيان ناتج عن تطبيق خوارزمية32الشكل )

subgraph   
 

 

على بيان  Three_phases_ minimal 2-T-connected subgraphعند تنفيذ الخوارزمية 
 22( وعدد وصلات الخرج هو  33الدخل كان شكل البيان الناتج كما هو موضح في الشكل )

 (.nanosecond 48336400وزمن تنفيذ الخوارزمية هو )
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-Three_phases_ minimal 2-Tبيان ناتج عن تطبيق خوارزمية   (33الشكل)

connected subgraph 
 

نلاحظ   Five_phases minimal 2-T-connected subgraphوعند تنفيذ الخوارزمية  
تطلبت زمن تنفيذ    (34والبيان الناتج موضّح في الشكل ) 22أن عدد وصلات الخرج النهائي هو 

58093300 nanosecond) .) 
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-Five_phases minimal 2-T(  بيان ناتج عن تطبيق خوارزمية 34الشكل) 

connected subgraph 

 

على بيان الدخل تطلبت  minimal_2Tconnected_graph_first_treeعند تنفيذ الخوارزمية  
إن البيان  22( وكان عدد وصلات الخرج النهائي هو  nanosecond 14877100زمن تنفيذ )

 . ( 35 الناتج موضّح في الشكل )
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 minimal_2Tconnected_graph_first_treeبيان ناتج عن تطبيق خوارزمية   (35الشكل)

 

 

  minimal_2Tconnected_graph_double_trees( خرج الخوارزمية  36يبين الشكل )
 .  (nanosecond 5305300وبزمن تنفيذ ) 22هو  وعدد وصلات الخرج النهائي
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بيان ناتج عن تطبيق خوارزمية     (36الشكل) 

minimal_2Tconnected_graph_double_trees   
 

( خرج خوارزمية 37يبين الشكل )
minimal_2Tconnected_graph_double_trees_refined  ظ أن عدد وصلات ونلاح

 (. nanosecond 802300وتطلبت زمن تنفيذ قدره ) 22  الخرج النهائي هو
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بيان ناتج عن تطبيق   (37الشكل)

  minimal_2Tconnected_graph_double_trees_refinedخوارزمية
 

تطلبت زمن تنفيذ   four_phases_minimal_2Tconnected_graphعند تنفيذ خوارزمية  
( وعدد وصلات 38( والبيان الناتج موضح في الشكل ) nanosecond 23971600قدره   ) 

 .  22الخرج النهائي هو 
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بيان ناتج عن تطبيق خوارزمية    (38الشكل)

four_phases_minimal_2Tconnected_graph 
 
 

 الاستنتاجات والتوصيات : .6
زئي لة لايجاد بيان جوخوارزميات معد خوارزميات قادرة على إيجاد حلول تقريبيةقمنا بتصميم 
والهدف من من هذه الخوارزميات اكثر من مرحلة ضحيث تت T-connected-2 محقق لخاصية

هذه المراحل دراسة تأثير هذه المرحلة على شكل البيان الناتج وعدد وصلاته. لا شك ان وجود 
هذه المراحل سينعكس سلبا على زمن التنفيذ والفائدة الحقيقة هي تخفيض عدد وصلات الخرج وان 

عدد وصلات  انتبين النتائج العملية  تعقيد جميع الخوارزميات التي حققناها هو زمن كثير حدود.
 العقد  الخرج هي اقل من أربعة اضعاف عدد

يتضمن على  T-connected-2برهنا رياضياً ان أي بيان غير قابل للتخفيض يحقق خاصية 
 كما يلي : T|=4|وصلة عندما تكون  12nالأكثر 

 : 1 نظرية
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G ليكن  = (V, E) 2بيان يحقق خاصية-T-connected  من اجلT  حيث|𝑇| = عندئذ  . 4
,𝑉)جزئي   بيانيوجد  𝐸𝑇)  من هذا البيان بحيث ان هذا البيان الجزئي يحقق الشرطين التاليين

 : 
,V) _ البيان الجزئي 1 𝐸𝑇)  2يحقق خاصية-T-connected 
 12nلا يتجاوز    𝐸𝑇_ عدد وصلات 2
 البرهان :  

Gمجموعة من الوصلات ضمن البيان  𝐸1لتكن  = (V, E)  : بحيث يحقق ما يلي 
(V, 𝐸1)  ًان  [4]ومادر [23]  ادمونسلقد برهن ,. بيان قابل للتخفيض مضاعف الترابط وصليا
وصلة  4nيتضمن اكثر من  يمكن ان لا مضاعف الترابط وصليا وغير قابل للتخفيض كل بيان
|𝐸1|. وبالتالي ≤ 4𝑛   

  Tالآن سنقوم بتشكيل بيان جزئي متصل بقوة بعد حذف كل عقدة من العقد الموجودة في 
𝑇 من اجل أي = {  𝑉0 , 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3  }  

𝐸 𝑉0نشكل  
 𝑉0 بيان متصل بقوة بعد حذف العقدة   

       𝐸 𝑉1
 𝑉1   بيان متصل بقوة بعد حذف العقدة    
  𝐸 𝑉2

   𝑉2  بيان متصل بقوة بعد حذف العقدة         
𝐸 𝑉3

 𝑉3بيان متصل بقوة بعد حذف العقدة    
   DFS بذلك من خلال لاحظ انه يمكننا القيام

 وبالتالي 
 |𝐸 𝑉0

| ≤ 2𝑛 − 2   
       |𝐸 𝑉1

| ≤ 2𝑛 − 2 
    |𝐸 𝑉2

| ≤ 2𝑛 − 2 
 |𝐸 𝑉3

| ≤ 2𝑛 − 2 
,𝑉  )كما ان البيان الجزئي    𝐸𝑇 ∪ 𝐸 𝑉0

∪ 𝐸 𝑉1
∪ 𝐸 𝑉2

∪ 𝐸 𝑉3
 )            

 T-connected-2هو بيان متصل يحقق خاصية  
 

𝐸 𝑉3أي البيان الجزئي الذي تتكون وصلاته من المجموعات 
 , 𝐸 𝑉2

 , 𝐸 𝑉1
 , ,𝐸 𝑉0

  𝐸𝑇 
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 وبالتالي
 |  𝐸𝑇 ∪ 𝐸 𝑉0

∪ 𝐸 𝑉1
∪ 𝐸 𝑉2

∪ 𝐸 𝑉3
 |=  |𝐸𝑇| + |𝐸 𝑉0

| + |𝐸 𝑉1
|  + |𝐸 𝑉2

| +

|𝐸 𝑉3
|       ≤ 4𝑛 + 2𝑛 − 2 + 2𝑛 − 2 + 2𝑛 − 2 + 2𝑛 − 2 < 4n + 8n =

12n  
 T-connected-2وفقاً للنظرية السابقة اذا كان لدينا بيان غير قابل للتخفيض يحقق خاصية  

بحيث ان عدد  T-connected-2فإنه يمكننا الحصول على بيان حزئي منه يحقق خاصية 
 12nوصلاته لا يتجاوز 

  Tالمضاعف الترابط للمجموعة ولكن لاحظ ان هذا البيان الجزئي يحقق شروط البيان الجزئي 
ان غير عدد وصلات أي بيعليه فإن نلاحظ انه يتطابق معه و وبالتالي قابل للتخفيض .  وغير

 . 12n ان يتجاوزيمكن لا قابل للتخفيض 
G  نستنتج مما سبق أنه اذا كان = (V, E)2يحقق خاصية  اً بيان-T-connected  جل أمنT 

|𝑇|حيث  = ,𝑉)جزئي   عندئذ يوجد بيان . 2 𝐸𝑇)  ن هذا البيان الجزئي إمن هذا البيان بحيث
 :  الآتيينيحقق الشرطين 

,V) _ البيان الجزئي 1 𝐸𝑇)  2يحقق خاصية-T-connected 
 .n8لا يتجاوز   𝐸𝑇_ عدد وصلات 2

 
 : 2 نظرية

  T-connected-2ان الخوارزميات التي تنتج بيان جزئي غير قابل للتخفيض ويحقق خاصية 
هي خوارزميات قادرة على إيجاد حل تقريبي لا يتجاوز ستة اضعاف الحل المثالي عندما تكون  

|T|=4  (6)أي ان عامل تقريبها 

 البرهان : 

  12nان خرج هذه الخوارزميات هو بيان جزئي لا يمكن ان يتضمن اكثر من  1وفقاً للنظرية 
 وصلة . 
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و  indegree وصلة لان كل عقدة لها    2nكما ان أي حل مثالي يتضمن على الأقل 
outdegree  لان البيان مضاعف  2لان درجة دخول كل عقدة يجب الا تقل عن  2لا يقل عن
 الترابط وصليا.

 وبالتالي فان عامل التقريب هو : 

2 − T − connected عدد وصلات بيان غير قابل للتخفيض يحقق
عدد وصلات الحل المثالي

=
12𝑛

2𝑛
= 6 

-T-2غير قابل للتخفيض ويحقق خاصية  اً جزئي اً الخوارزميات التي تنتج بيان أن أيضاً  نستنتج 
connected   الي ضعاف الحل المثأ أربعةهي خوارزميات قادرة على إيجاد حل تقريبي لا يتجاوز
 (4ن عامل تقريبها أأي  )      T|=2|عندما تكون  

هو  Tالحالة العامة مهما يكن عدد عقد  يمكن تعميم البرهان السابق لبرهان أن عامل التقريب في
|T|+2  لأن البيان الغير قابل للتخفيض والمضاعف الترابط للمجموعةT   يتضمن على الأكثر 

2|T|+4 وصلة. 
)أي اقل من العدد     6لاحظ ان النتائج العملية للخوارزميات تشير الى عامل تقريب افضل من 

6) 
 

 : 3نظرية 

,𝑉)ليكن  𝐸)  2بياناً موجّهاً يحقق خاصية-T-connected  من أجل مجموعة عقد𝑇 ⊆ 𝑉  
,𝑉). عندئذٍ يوجد بيان جزئي  𝐸𝑇)  من هذا البيان بحيث أن هذا البيان الجزئي يحقق خاصية

2-T-connected وبحيث أن  |𝐸𝑇|  ≤ 12𝑛 
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 البرهان :

,𝑉)أنه يمكن تشكيل بيان جزئي  [27] لقد أثبت جابري في  𝐸1)  من البيان(𝑉, 𝐸)     بحيث
,𝑉)أن  𝐸1)  متصل بقوة والعقد المفصلية القوية في البيان الجزئي(𝑉, 𝐸1)  تتطابق مع العقد

,𝑉)المفصلية القوية للبيان  𝐸)  وأن عدد الوصلات|𝐸1|   لا يتجاوزn8  حيث اننا نقول عن
,𝑉)ة الاتصال بقوة للبيان عقدة انها عقدة مفصلية قوية اذا كان حذفها يؤدي إلى فقدان خاصي 𝐸). 

لا يمكن أن تتضمن أي عقدة مفصلية قوية لأن حذف أي عقدة منها  T لاحظ أن المجموعة  
 لا يؤثر على خاصية الاتصال بقوة .

𝐸2 أنه يوجد مجموعة جزئية[23] وأدمونس [4]  نعلم أيضاً من نتائج مادر  ⊆ 𝐸   بحيث أن
,𝑉)البيان الجزئي  𝐸2)   ًمضاعف الترابط وصليا ( 2-edge-connected ) وغير قابل

|𝐸2|للتخفيض وبحيث أن   ≤ 4𝑛 . 
,𝑉)لاحظْ أن البيان الجزئي  𝐸1 ∪ 𝐸2)  :هو بيان متصل بقوة ويحقق ما يأتي 

𝑒من أجل أي وصلة -1 ∈ (𝐸1 ∪ 𝐸2)    فإن البيان الجزئي(𝑉, (𝐸1 ∪ 𝐸2)\{ 𝑒} )   هو
 .بيان متصل بقوة 

,𝑉)القوية في البيان الجزئيالعقد المفصلية  -2 𝐸1 ∪ 𝐸2)   تتطابق مع العقد المفصلية القوية
,𝑉)للبيان  𝐸)  . 

,𝑉)لا يمكن أن تتضمن أي عقدة مفصلية قوية وبالتالي فإن البيان الجزئي T وبما أن  𝐸1 ∪ 𝐸2) 
 كما أن عدد وصلات هذا البيان الجزئي هو   T-connected-2يحقق خاصية  

|𝐸1 ∪ 𝐸2| ≤ |𝐸1| + |𝐸2|  ≤   8𝑛 + 4𝑛 = 12𝑛  
من النظرية السابقة نستنتج أن جميع الخوارزميات التقريبية المقترحة في هذا البحث بعامل تقريب 

 T.في الحالة العامة مهما كان عدد العقد ضمن المجموعة  6
 

انطلاقاً من النتائج الجيدة التي تم الحصول عليها في هذا البحث يمكننا اقتراح مجموعة من النقاط 
تفادة من الاس نتائج جيدة ايضاً يمكنمثل تصميم وتطوير خوارزميات معدلة أخرى للحصول على 

 لما له من قدرة على دعم بناء استنتاجات جديدة.   المطروح البرهان الرياضي
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