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 الملخص 
العناصر الجامدة ومن خلال   .Nicholson K. Wيعد  انتقال  أول من درس مسألة 

كت يمكن  الذي  العنصر  النظيف وهو  العنصر  مفهوم  أدخل  الدراسة  ابته على شكل  هذه 
مفهوم   .Chen Wمجموع لعنصرين أحدهما قابل للقلب والآخر جامد. وبعد ذلك أدخل

 صرها نظيفة. ا الحلقة النظيفة وهي الحلقة التي جميع عن
في هذه الورقة البحثية درسنا مفهوم الحلقة شبه النظيفة وهي الحلقة التي كل عنصر  

ا قابل للقلب جزئياً والآخر جامد كتعميم للحلقة النظيفة فيها هو مجموع لعنصرين أحدهم
شبه  تكون  عندما  وفقط  عندما  محلية  تكون  الحلقة  أن  أثبتنا  حيث  واحد.  بآن  والمحلية 

الجامدة هي  النظيفة   1,0نظيفة وعناصرها  الحلقة شبه  أثبتنا أن  فقط. فضلًا عن ذلك, 
 ( نظيفة  هي−rنظيفة,  −fتكون  الجامدة  عناصرها  عندما  وفقط  عندما   1,0نظيفة( 

الحلقة هي  لهذه  جاكبسون  أساس  فإن عناصر  حلقة  أي  في  أنه  أيضاً  أثبتنا  وقد  فقط. 
لشرط اللازم والكافي كي  فإن ا  Rأنه في أي حلقة    وقد أثبتنا أيضاً   عناصر شبه نظيفة.

فضلًا عن   شبه نظيف.  x−1شبه نظيف هو أن يكون العنصر   Rxيكون العنصر 
فقط فإن الشرط اللازم   1,0حلقة عناصرها الجامدة هي   0Rذلك أثبتنا أنه إذا كانت 

أياً كان   Rن الحلقة والكافي كي تكو  فإنه إما    Rxشبه نظيفة هو أن يتحقق الشرط, 
x   أوx−1  قابل للقلب جزئياً فيR. 
 

  , الحلقةةةةةةةالنظيفةةةةةةة−r  حلقةةةةةةة، الالنظيفةةةةةةةشةةةةةةبه  , الحلقةةةةةةة  النظيفةةةةةةةالحلقةةةةةةة    الكلمااااااات الم. اح ااااااة 
f−المحلية جزئياً حلقة  ال, الحلقة المنتظمة, الحلقة المحلية, النظيفة. 
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Abstract 
 

In the first who studies the problem of lifting idempotent 

elements through this study, the concept of the clean element 

entered, that is the element which can be written as a sum of two 

elements one of them is a unite and the other is idempotent. 

After that Chen enters the concept of the clean ring which is 

its all elements are cleans. In this paper we study the concept of 

quasi-clean ring which is the ring every element of in it is a sum of 

two elements one of them is invertible and the other is idempotent. 

This concept is considered a generalization of local and clean rings 

in the same time. We proved that the ring is local if and only if 

quasi-clean and its idempotent elements only 1,0 . 

In addition to that, we proved the quasi-clean is clean if and only if 

its idempotent elements are 1,0  only. Also, we proved that in any 

ring the elements of radical Jacobson of this ring are quasi-clean. 

Furthermore, we proved that in every ring R  the necessary 

and sufficient condition in order to be the element Rx  is quasi-

clean that the element x−1  is quasi-clean. Finally, we proved that 

if 0R  is a ring which is idempotent elements are 1,0  only, then 

the necessary and sufficient condition in order to be the R  is quasi-

clean that satisfies the condition for every element Rx  either x  

or x−1  is invertible in R .  
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 المقااااااااااادماااااااااة 
 

ARRولنفرض أن   ARولنأخذ حلقة الخارج   Rمثالياً في   Aحلقة و   Rلتكن  →: 
ARaالتشاكل القانوني الغامر. إذا كان    فإنه ليس بالضرورة أن يكون   اً جامد  اً ر عنص

العنصر   Raالعنصر  يكون  متى  مسألة  إن  انتقال    aجامداً.  مسألة  سميت  جامداً 
 العناصر الجامدة. 

 

ا  .Nicholson K. Wيعد  انتقال  مسألة  درس  من  عام أول  وذلك  الجامدة  لعناصر 
في هذه الدراسة أدخل مفهوم العنصر النظيف وهو العنصر الذي يمكن [ و 10]في  1977

   كتابته على شكل مجموع لعنصرين أحدهما قابل للقلب والآخر جامد.
 

أدخل  ذلك  جمي  .Chen Wبعد  التي  الحلقة  وهي  النظيفة  الحلقة  عنصرها مفهوم  ع 
النظيفة تكون محلية عندما وفقط   [, وأثبت حينها أن الحلقة3] في  2008نظيفة وذلك عام  
  مفهوم العناصر   .Li Bدرس    2010وفي عام    فقط.  1,0  الجامدة هي   اعندما عناصره 

f−  في الحلقة9]النظيفة  مفهوم  وأدخل   ,]f− عنصر كل  التي  الحلقة  وهي  النظيفة 
 أن الحلقة, وقد أثبت  يكتب على شكل مجموع لعنصرين أحدهما كامل والآخر جامد  فيها
f−فقط. 1,0الجامدة هي  ا النظيفة تكون محلية عندما وفقط عندما عناصره 

 

[, وهي الحلقة  2النظيفة في ]−rمفهوم الحلقة  .Ashrafi Nأدخل    2013وفي عام  
فيها يكتب على شكل مجموع لعنصرين أحدهما منتظم والآخر جامد,  التي كل عنصر 

النظيفة تكون محلية عندما وفقط عندما عناصرها الجامدة  −rوقد أثبت حينها أن الحلقة  
 فقط. 1,0هي 

 

ا مفهوم الحلقة شبه النظيفة وهي الحلقة التي كل عنصر  درسن  في هذه الورقة البحثية
الحلقة   أن   وقد تبين لنا   فيها هو مجموع لعنصرين أحدهما قابل للقلب جزئياً والآخر جامد.
فقط. فضلًا عن    1,0شبه النظيفة تكون محلية عندما وفقط عندما عناصرها الجامدة هي 

الحلقة شبه   أن  أثبتنا  ) ذلك,  نظيفة  تكون  وفقط −rنظيفة,  −fالنظيفة  عندما  نظيفة( 
الجامدة هي  فإن عناصر    فقط.  1,0عندما عناصرها  أنه في أي حلقة  أيضاً  أثبتنا  وقد 

 أساس جاكبسون لهذه الحلقة هي عناصر شبه نظيفة.
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 ث اااااااااااا ن البحاااادف مااااااااله
لوجةةةود العديةةةد مةةةن الحلقةةةات القريبةةةة مةةةن الحلقةةةات النظيفةةةة والمحليةةةة مثةةةل نظةةةراً 

نظيفةةة وريرهةةا الكثيةةر −Iالنظيفةةة و−nالحلقات النظيفة الضعيفة والنظيفةةة القويةةة و
تعميمةةاً لجميةةع   فقد انصب اهتمامنا فةةي البحةةث علةةى إيجةةاد صةةف مةةن الحلقةةات يعةةد  

تلةةك اونةةواع ويت ةةابق معهةةا فةةي بعةةا الحةةا ت الخاصةةة, وقةةد اسةةت عنا إيجةةاد ذلةةك 
 النوع من الحلقات والذي دعوناه الحلقات شبه النظيفة.  

 

 ة  اااااااااارجع اااااة المااااااااااادراساااااال – 1
 .01يهاالتي سندرسها هي حلقات واحدية ف Rجميع الحلقات

بأساس    R  اوعظمية في الحلقةاليسارية )اليمينية(  نسمي تقاطع جميع المثاليات  .  1-1
 RJ[ ,1.])(ونرمز له Rجاكبسون للحلقة

ال   Rلتكن   .1-2 للقلب جزئياً    Raمغاير للصفر حلقة. نقول عن العنصر  إنه قابل 
babbبحيث إن  Rbإذا وجد عنصر مغاير للصفر  Rأو قلوب جزئياً في  =[ ,6.] 

الحلقة1-3 نقول عن   .R   كان كل عنصر إذا    Ra  ,)(RJaإنها شبه جامدة 
 [.5هو عنصر قابل للقلب جزئياً, ]

إما    Raإنها حلقة محلية جزئياً إذا كان وجل كل عنصر   Rنقول عن الحلقة   .1-4
a  أوa−1  ئياً في هو عنصر قابل للقلب جزR. 
للصفر   Rلتكن   .1-5 المغاير  العنصر  عن  نقول  كان    Reحلقة.  إذا  جامد  إنه 
ee =2[ ,7.] 
العنصر   Rلتكن   .1-6 عن  نقول  و   Raحلقة.  إذا  منتظم  يحقق    Rbجدإنه 

abaa  [.4, ]إنها منتظمة إذا كانت جميع عنصرها منتظمة R. ونقول عن الحلقة=
 إنه نظيف إذا أمكن كتابته على الشكل Rxحلقة. نقول عن العنصر  Rلتكن  .1-7
eax عنصر جامد. ونقول عن الحلقة Reعنصر قابل للقلب وأن Raحيث   =+
R  [ ,11إنها نظيفة إذا كان كل عنصر فيها هو عنصر نظيف.] 
 نظيف إذا أمكن كتابته على  −rإنه  Rxحلقة. نقول عن العنصر  Rلتكن  .1-8
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eaxالشكل  وأن   Raحيث   =+ منتظم  عن Reعنصر  ونقول  جامد.  عنصر 
 [.2نظيف, ]−rنظيفة إذا كان كل عنصر فيها هو عنصر  −rإنها   Rالحلقة  

Rtsإنه كامل إذا وجد  Raحلقة. نقول عن العنصر   Rلتكن   .1-9 ,    بحيث إن
1=sat  ونقول عن أمكن−fإنه    Rxالعنصر .  إذا  الشكل  نظيف  على   كتابته 
eax  [. ونقول عن الحلقة 5عنصر جامد, ]  Reعنصر كامل و   Raحيث   =+
R  إنهاf−كانت جميع عناصرها    نظيفة إذاf−[.5, ]نظيفة 
إنه شبه نظيف إذا أمكن كتابته على    Rxحلقة. نقول عن العنصر   Rلتكن   .1-10

eaxالشكل   عنصر جامد. Reعنصر قابل للقلب جزئياً وأن    Raحيث    =+
 شبه نظيفة إذا كان كل عنصر فيها هو عنصر شبه نظيف. إنها  Rونقول عن الحلقة 

الحلقة   Rلتكن   .1-11 إذا كان وجل كل    Rحلقة. نقول عن  إنها حلقة محلية جزئياً 
 .Rقابل للقلب جزئياً في  a−1أو Rقابل للقلب جزئياً في  aإما   Raعنصر 

الحلقة 1-12 نقول عن   .R   أي عنصر كان وجل  إذا  محلية  أو    xإما    Rxإنها 
x−1 ابل للقلب في هو عنصر قR[ ,8.] 
لتكن 1-13  .R   الجامد العنصر  عن  نقول  كان    Reحلقة.  إذا  مركزي  إنه 

xeex =[ ,7.] 
 

 ة  اااااااااااااة البحث اااااااااااادراسااااال – 2
   1-2 تمه دياااااااااااة

 القضايا الآتية صحيحة:  Rوجل أي حلقة 
1,1كل من    – 1  . Rهو عنصر قابل للقلب جزئياً في  −
 . Rهو قابل للقلب جزئياً في  Rكل عنصر قابل للقلب من اليمين )اليسار( في   – 2
 .Rهو عنصر قابل للقلب جزئياً في  Rكل عنصر قابل للقلب في   – 3
 .Rهو عنصر قابل للقلب جزئياً في  Rكل عنصر جامد مغاير للصفر في   – 4
 .Rي هو عنصر قابل للقلب جزئياً ف  Rكل عنصر منتظم مغاير للصفر في   – 5
 .Rقابل للقلب جزئياً في  −Raفإن Rللقلب جزئياً في  قابلاً  Raإذا كان  – 6
Reفإن اً جامد اً عنصر  Reإذا كان  – 7 −12 لب جزئياً في قابل للقR. 
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 .Rهو عنصر قابل للقلب جزئياً في  Rكل عنصر كامل في  - 8
 البرهاااااااااااااااان  

1111واضح, ون  – 1 =   1)1)(1)(1(وأن −−−=−. 
 Rbوأنه يوجد   0a، عندئذRقابل للقلب من اليمين في   Raلنفرض أن  –  2

bbabومنه 0bوأن ab=1بحيث إن   .Rقابل للقلب جزئياً في  Ra، أي إن =
كان  في   Raإذا  اليسار  للقلب من  يوجد  0a، عندئذRقابل  بحيث    Rdوأنه 

ddadومنه فإن 0dوأن  da=1إن  . Rقابل للقلب جزئياً في  Ra، أي إن =
قابل للقلب من اليمين   aفإن العنصر    Rعنصر قابل للقلب في   Raإذا كان   –  3
 .Rفي  قابل للقلب جزئياً  a( فإن  2وحسب ) Rفي 
في   Reليكن   -  4 للصفر  مغايراً  جامداً  كان Rعنصراً  لما   .eeee =    أن نجد 

 . Rقابل للقلب جزئياً في   eالعنصر  
يوجدعنRaليكن   -  5 للصفر، عندئذ  مغايراً  منتظماً  abaaبحيث  Rbصراً  = 
أن0bوأن لنفرض   .babx أن   = كان 0xوأن  Rxفنجد  إذا  ونه   ,0=x  

===0نجد أن  abababax 00ومنه فإن === aabaa   .وهذا رير ممكن 
 فضلًا  عن ذلك, إن:

=== babababbabababxax )()()( 
xbabbabab === )( 

 .Rقابل للقلب جزئياً في  aومنه نجد أن العنصر 
بحيث    Rbوأنه يوجد   0a، عندئذRئياً في قابل للقلب جز   Raلنفرض أن  –  6

bbabوأن    0bإن   bbab, ولما كان  = −=−−− أن  0−bوأن    ))()(( نجد 
Ra−  ًفي قابل للقلب جزئياR. 
Re. عندئذ فإن Rعنصراً جامداً في  Reليكن  - 7 −12 :وأن 

11441224)12)(12( 2 =+−=+−−=−− eeeeeee 
12فإن ومنه  −e  قابل للقلب فيR 12( يكون 3)وبحسب −e  قابل للقلب جزئياً فيR. 

Rtsهو عنصر كامل, عندئذ يوجد Raلنفرض أن - 8 ,  1بحيث=sat  ومنه 
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أن إن0aنجد  ذلك,  tstsats. فضلًا عن  إذا 0tsو   Rtsوأن  )()(= , ونه 
==0نجد أن  ts=0كان  ttsat 01ومنه فإن == sat   وهذا رير ممكن. ومنه فإن 

 .Rهو عنصر قابل للقلب جزئياً في  Raالعنصر 
 

   2-2 ااةتمه ديااااااااا 
 القضايا الآتية صحيحة:  Rوجل أي حلقة 

1,1,0كل من العناصر   – 1  .Rهو عنصر شبه نظيف في  −
 .Rهو عنصر شبه نظيف في  Rكل عنصر قابل للقلب من اليمين )اليسار( في   – 2
 .Rهو عنصر شبه نظيف في  Rكل عنصر قابل للقلب في  - 3
 .Rهو عنصر شبه نظيف في  Rكل عنصر نظيف في  - 4
 .Rنظيف في هو عنصر شبه  Rكل عنصر قابل للقلب جزئياً في  - 5
 .Rهو عنصر شبه نظيف في  Rكل عنصر منتظم مغاير للصفر في  - 6
 .Rهو عنصر شبه نظيف في  Rنظيف في −rكل عنصر  - 7
 .Rهو عنصر شبه نظيف في  Rمل في كل عنصر كا  - 8
 .Rهو عنصر شبه نظيف في  Rنظيف في −fكل عنصر  - 9
 .Rهو عنصر شبه نظيف في  Rكل عنصر جامد في  - 10
Reعنصر جامد, عندئذ فإن العنصر   Reإذا كان   –  11 −12    هو عنصر شبه

 .Rنظيف في 
 .Rهو عنصر شبه نظيف في  Rكل عنصر عديم القوى في  - 12

 اان  ااااااااااالبرها
1,1لما كان كل من  – 1  , ون:Rهو عنصر قابل للقلب جزئياً في  −

1111 =  1)1()1()1(و −−−=− 
1,1من   فإن كلاً  011,011, ونRهو عنصر شبه نظيف في  − +−=−+== . 

110فضلًا عن ذلك, لما كان  شبه    هو  0فإن  Rقابل للقلب جزئياً في   −1وأن   =−+
 .Rنظيف في 
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وأنه يوجد    0a, عندئذRقابل للقلب من اليمين في   Raلنفرض أن العنصر   –  2
Rb   1بحيث=ab  0وأنb   ومنه فإنbabb العنصر = للقلب    a, أي إن  قابل 

=+0ا كان  ولم Rجزئياً في  aa  نجد أن العنصرa  شبه نظيف فيR  بشكل مشابه . 
 .Rشبه نظيف في  aفإن  Rللقلب من اليسار في  قابلاً  aيمكننا إثبات أنه إذا كان 

قابل للقلب من اليمين في    a, عندئذ فإن العنصر Rللقلب في   قابلاً   Raليكن   -  3
R ( يكون العنصر 2وبحسب )a  شبه نظيف فيR. 
eax, عندئذRعنصر نظيف في   Rxليكن   -  4 قابل للقلب في    Raحيث   =+
R   وأنRe   عنصر جامد ولما كان العنصرa   ًجزئياً في للقلب    قابلاR    وذلك بحسب

 .Rشبه نظيف في  x( نجد أن العنصر 1-2التمهيدية )
=+0, لما كان Rقابلًا للقلب جزئياً في   عنصراً   Raليكن   -  5 aa   نجد أنa    شبه

 .Rنظيف في 
بحيث إن    Rb, عندئذ يوجدRعنصراً منتظماً مغايراً للصفر في   Raليكن   -  6
0b   وأنabaa لنضع =  .babx أن   = كان 0xوأن   Rxفنجد  إذا  ونه   ,
0=x  0نجد أن=== abababax   00ومنه === aabaa   .وهذا رير ممكن

 فضلًا عن ذلك, إن:
xbabbababbabababbabababxax ===== )())(()()( 

 .Rشبه نظيف في  a( يكون 5وبحسب )  Rقابل للقلب جزئياً في  aوهذا يبين أن 
في −rعنصراً    Rxليكن   -  7 فإنRنظيفاً  عندئذ   ,eax  Raحيث   =+

فإنه    Rمنتظماً في   aعنصر جامد ولما كان العنصر   Reوأن  Rعنصر منتظم في 
 .Rشبه نظيف في  xومنه فإن  Rللقلب جزئياً في  قابلاً  aالعنصر  ( يكون 6حسب )

Rts, عندئذ يوجد Rعنصراً كاملًا في   Raليكن   -  8 ,   1بحيث=sat   وهذا يبين
عن  0aأن فضلًا  إن.  tstsatsذلك,  إذا 0tsوأن  Rtsحيث   )()(= ونه   ,
)(0نجد أن   ts=0كان  == tatts   01وهذا يبين أن == sat   وهذا رير ممكن. ومنه
أن  0tsفإن نجد  في   aالعنصر   وهكذا  جزئياً  للقلب  )  Rقابل  يكون 5وبحسب   )a 

 .Rشبه نظيف في 
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eax, عندئذ  Rنظيفاً في −fعنصراً    Rxليكن   -  9 عنصر    Raحيث   =+
(  8فإنه حسب )  Rكاملًا في   aعنصر جامد ولما كان العنصر  Reوأن   Rكامل في 

 .Rشبه نظيف في  xالعنصر  ومنه فإن  Rللقلب جزئياً في  قابلاً  aالعنصر  يكون 
التمهيدية)   –  10 للقلب جزئياً 1-2لدينا حسب  ( أن كل عنصر جامد هو عنصر قابل 
 . Rبل للقلب جزئياً في هو عنصر قا R( يكون كل عنصر جامد في 5وحسب ) Rفي 
Reعنصراً جامداً, عندئذ فإن  Reليكن  - 11 −12 ابل للقلب في قR :ون , 

1144144)12)(12( 2 =+−=+−=−− eeeeee 
Re( يكون العنصر 3وبحسب ) −12   شبه نظيف فيR. 

وأنه يوجد عدد صحيح    0a, عندئذ فإنRعنصراً عديم القوى فيRaليكن   -  12
 وأن:  na=0بحيث  nموجب  

11)1)(1( 12 =+−=−−−−−− − nn aaaaa  
Raaabلنضع  n −−−−−= −121    1(1فنجد( =− ba  وأنbbab =− )1( 
أن  العنصر  0bكما  أن  يبين  Raوهذا  −1    في جزئياً  للقلب  كان    Rقابل  ولما 

1)1( +−= aa نجد أن العنصرa  ي شبه نظيف فR . 
 

 ( يمكننا صيارة المبرهنة الآتية:2-2اعتماداً على التمهيدية )
 

   3-2اة مبرهنااااااااااا
 القضايا الآتية صحيحة: 

 كل حقل هو حلقة شبه نظيفة.  – 1
 كل حلقة نظيفة هي حلقة شبه نظيفة.  – 2
 كل حلقة منتظمة هي حلقة شبه نظيفة.  – 3
 نظيفة هي حلقة شبه نظيفة.−rكل حلقة    – 4
 نظيفة هي حلقة شبه نظيفة.−fكل حلقة    – 5
)(0وجلها  Rكل حلقة شبه جامدة   – 6 =RJ .هي حلقة شبه نظيفة 
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 أمثلااااااااة  
 pبالنسبة لعمليتي الجمع والضرب بالمقاس  pZفإن الحلقة   pوجل أي عدد أولي   –  1

 هي حلقة شبه نظيفة.
4}3,2,1,0{الحلقة  - 2 =Z  هي حلقة  4بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب بالمقاس 

 شبه نظيفة، ون:
 وهي عناصر شبه نظيفة. 3,1هي  4Zالعناصر القابلة للقلب في  -
 وهي عناصر شبه نظيفة. 1,0هي  4Zالعناصر الجامدة في الحلقة  -
112وأن  شبه نظيفة.  4Zعنصر شبه نظيف ومنه نجد أن الحلقة =+

 

6}5,4,3,2,1,0{الحلقة   -  3 =Z   هي    6بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب بالمقاس
 حلقة شبه نظيفة، ون:

 . 6Zوهي عناصر شبه نظيفة في  5,1هي  6Zالعناصر القابلة للقلب في  -
 .6Zوهي عناصر شبه نظيفة في  4,3,1,0هي  6Zالعناصر الجامدة في  -

112عن ذلك, نلاحظ أن  فضلًا   الحلقة  =+ أن  يبين    وهو عنصر شبه نظيف. وهذا 
6Z .هي حلقة شبه نظيفة 
 

9}8,7,6,5,4,3,2,1,0{الحلقة  -  4 =Z    والضرب الجمع  لعمليتي  بالنسبة 
 هي حلقة شبه نظيفة، ون: 9بالمقاس 

وهي عناصر شبه نظيفة    8,7,5,4,2,1هي   9Zالعناصر القابلة للقلب في الحلقة  -
 .9Zالحلقةفي 
في   - الجامدة  في   1,0هي    9Zالعناصر  نظيفة  شبه  عناصر  عن 9Zوهي  فضلًا   .

إن   156,123ذلك,  في   =+=+ نظيفة  شبه  عناصر  أن  9Zوهي  يبين  وهذا   .
 هي حلقة شبه نظيفة. 9Zالحلقة

 

8}7,6,5,4,3,2,1,0{الحلقة   -  5 =Z    بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب بالمقاس
 هي حلقة شبه نظيفة، ون:  8
 . 8Zوهي عناصر شبه نظيفة في  7,5,3,1هي  8Zالعناصر القابلة للقلب في  -
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 .8Zوهي عناصر شبه نظيفة في  1,0هي  8Zالعناصر الجامدة في  -
156,134,112فضلًا عن ذلك, نلاحظ أن   وهي عناصر شبه   =+=+=+
 هي حلقة شبه نظيفة. 8Zنظيفة. وهذا يبين أن الحلقة 

 

   4-2اة  ااااااااااااتمه دي
 ه نظيفة. عندئذ القضيتان الآتيتان صحيحتان: حلقة شب Rلتكن 

RJI)(وجل أي مثالي  – 1   للحلقةR فإن حلقة الخارجIR .شبه نظيفة 
 ة.شبه نظيف eeRفإن الحلقة Reوجل أي عنصر جامد مركزي  – 2

 ااان  ااااااااالبرهاا
RJI)(وأن  Rمثالياً في الحلقة   Iليكن   -  1    وليكنIRxعندئذ ,Ixx += 

 . سوف نميز حالتين: Rxحيث 
كان   - عندئذIxإذا   ,)1()1( IIIIxx IRIوأن   =+==−+++ +1 

IRIوأن  IRعنصر جامد في الحلقة  +−1  قابل للقلب جزئياً فيIR, :ون 
)1)(1)(1(1 IIII +−+−+−=+− 
 .IRف في الحلقة شبه نظي xوهذا يبين أن العنصر 

أن   - الحلقةIxلنفرض  كانت  لما   ,R  فإن نظيفة  eaxشبه   Reحيث   =+
babbبحيث   Rbه يوجدومن  Rقابل للقلب جزئياً في   Raعنصر جامد و   وأن   =

0b فإن ومنه   ,))()(( IbIaIbIb IIbوأن  +=+++ +  ,كان   ونه   إذا 
IIb RJIb)(نجد أن  +=    وبالتالي يكون)(RJab    ير جامد مغا عنصر

IRIaالعنصر  للصفر وهذا رير ممكن. ومنه  +  قابل للقلب جزئياً فيIR :وأن 
)()()( IeIaIeaIxx +++=++=+= 

 شبه نظيفة. IRمما سبق نجد أن الحلقة 
eeRxعنصراً جامداً مركزياً وليكن   Reليكن   -  2 0عندئذ فإن ,exex   حيث   0=
Rxالحلقة كانت  لما   .R  فإن نظيفة  faxشبه  Rfحيث   =+     عنصر جامد
 ومنه فإن:  Rعنصر قابل للقلب جزئياً في  Raوأن

efeeaeefaeexex +=+== )(0 
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كان  في   قابلاً   اً عنصر   Raولما  جزئياً  يوجد  Rللقلب  babbبحيث   Rbفإنه  =  
 ويحقق: 0ebeوأن  eeRebeومنه نجد أن 0b  وأن

))()(( ebeeaeebeebe = 
  . فضلًا عن ذلك, لما كانeeRقابل للقلب جزئياً في   eeReaeوهذا يبين أن العنصر 

Rf   فإن  اً جامد  اً عنصرeeRefe د, ون:هو أيضاً عنصر جام 
efeeefefefeefe === 22)( 

efeeaexمما سبق نجد أن  شبه نظيفة.حلقة  eeRعنصر شبه نظيف وبالتالي  0=+
  5-2مبرهناااااااااة 
 حلقة. عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان: Rلتكن 

 نظيفة. شبه Rالحلقة  - 1
eaxيمكن كتابته على الشكل   xفإن العنصر   Rxأياً كان   –  2  Reحيث   =−

 . Rعنصر قابل للقلب جزئياً في  Raعنصر جامد وأن
 البرهاااااااااااان  

(1)(2 لنفرض أن الحلقة .)R   شبه نظيفة وليكنRxعندئذ فإن ,Rx−    ولما
الحلقة فإن  Rكانت  نظيفة  eaxشبه  جام  Reحيث   −=+ وأن عنصر   Raد 

 .Rعنصر قابل للقلب جزئياً في 
العنصر  كان  في   قابلاً   اً عنصر   Raلما  جزئياً  يوجد  Rللقلب    بحيث   Rbفإنه 

0b  وأنbabb ))()((ومنه فإن  = babb وهذا   0−bو −Rbوأن−=−−−
العنصر  أن  في   −Raيبين  جزئياً  للقلب  eaxوأن   Rقابل   Reحيث   =−−

 عنصر جامد. 
(2)(1 ليكن .)Rxفإن   , عندئذRx−  وحسب الفرض فإنeax   حيث −=−

Re عنصر جامد وRa   عنصر قابل للقلب جزئياً فيR ومنه فإن .eax +−= 
العنصر و  كان  في   aلما  جزئياً  للقلب  يوجد   Rقابل    وأن   0bبحيث   Rbفإنه 

babb ))()((ومنه فإن   = babb يبين أن و   0−bو   −Rbوأن   −=−−− هذا 
في   −Raالعنصر  جزئياً  للقلب  يكون    Reوأن  Rقابل  وبالتالي  جامد  عنصر 
  شبه نظيفة.  Rشبه نظيف. وهكذا نجد أن الحلقة xالعنصر 
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   6-2اة  ااااااااااااتمه دي
 . عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان:Rxحلقة و  Rلتكن 

 شبه نظيف. xالعنصر   – 1
 شبه نظيف. x−1العنصر   – 2

 البرهاااااااااااان  
(1)(2أن لنفرض  فإن   xالعنصر  (.  عندئذ  نظيف.  eaxشبه   Reحيث   =+

و  جامد  في   Raنإعنصر  جزئياً  للقلب  فإن Rقابل  ومنه   .)1(1 eax −+−=− 
للقلب جزئياً في   −Raن إو   عنصر جامد  Re−1وأن ومنه نجد   Rعنصر قابل 
 شبه نظيف. x−1العنصر  أن
(2)(1أن لنفرض  فإن   x−1العنصر  (.  عندئذ  نظيف.  eaxشبه    حيث   1−=+
و عن  Reإن جامد  في   Raن إصر  جزئياً  للقلب  قابل  فإنRعنصر  ومنه   . 
)1( eax للقلب جزئياً في   −Raوأن   عنصر جامد  Re−1وأن  =−+−   قابل 
R  العنصر   ومنه نجد أنx .شبه نظيف  

 

  7-2مبرهناااااااااة 
 فقط. عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان:  1,0حلقة عناصرها الجامدة هي  0Rلتكن 

 شبه نظيفة. Rالحلقة  - 1
 . Rقابل للقلب جزئياً في  x−1أو   xفإنه إما   Rxأياً كان  – 2

 البرهاااااااااااان  
(1)(2أن لنفرض  وليكن   Rالحلقة   (.  نظيفة  فإنRxشبه  عندئذ   ,eax +=  

 . سوف نميز حالتين: Rقابل للقلب جزئياً في  Raعنصر جامد وأن  Reحيث 
ax, عندئذe=0إذا كان  -  . Rعنصر قابل للقلب جزئياً في  =
كان   - عندئذe=1إذا   ,1+= ax   فإن axومنه  كان   1−=− للقلب    قابلاً   aولما 

babbوأن 0bبحيث  Rbفإنه يوجد Rجزئياً في   ومنه فإن:  =
))()(( babb −−−=− 



 ة ــــــــفينظـات الـــــــــلق ـــــــلحتعميــــــــم ل

 24 

وبالتالي    Rقابل للقلب جزئياً في −Raوهذا يبين أن العنصر 0−bو −Rbوأن
 .Rقابل للقلب جزئياً في  x−1فإن العنصر 

(2)(1 ليكن  .)Rx  إما الفرض  حسب  عندئذ   ,x    أوx−1    ًجزئيا للقلب  قابل 
 . Rفي 
العنصر   - كان  في   قابلاً   xإذا  جزئياً  بحس  Rللقلب  )فإنه  التمهيدية  يكون  2-2ب   )

 شبه نظيف. xالعنصر 
أن   - في   x−1العنصر   لنفرض  جزئياً  للقلب  عندئذRقابل  بحيث    Rbيوجد  , 
bxbb )1( ))(1)((ومنه   0bوأن   =− bxbb   0−bو  −Rbوأن−=−−−

العنصر  أن  يبين  جزئياً    x−1وهذا  للقلب  كان قابل  )1(1ولما  +−= xx    أن نجد 
 .شبه نظيفة Rشبه نظيف. مما سبق نجد أن الحلقة xالعنصر 

 

  8-2مبرهناااااااااة 
 فقط. عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان:  1,0حلقة عناصرها الجامدة هي  0Rلتكن 

 نظيفة. Rالحلقة  - 1
 شبه نظيفة. Rالحلقة  – 2

 البرهاااااااااااان  
(1)(2لنفرض أن .)  الحلقةR  ( تكون 3-2نظيفة, عندئذ حسب المبرهنة )   الحلقةR 

 شبه نظيفة.
(2)(1أن لنفرض  وليكن   Rالحلقة   (.  نظيفة  عندئذRxشبه   ,eax   حيث   =+

Ra  عنصر قابل للقلب جزئياً فيR وأنRe  :عنصر جامد. سوف نميز حالتين 
كان   - فإن a=0إذا  عندئذ   ,)1()12( eeex Reوأن  ==−+− −12    عنصر

 نظيف. xعنصر جامد, وهذا يبين أن العنصر  Re−1و   Rلب في قابل للق
babbبحيث   Rb, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر0aإذا كان   -   ومنه فإن   =
Rab   0عنصر جامد وبحسب الفرض إما=ab   1أو=ab 0. إذا كان=ab    نجد
00أن === bbabb  فإن ومنه  ممكن  رير  أن ab=1وهذا  نجد  مشابهة  ب ريقة   .  
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1=ba   وهذا يبين أنa   عنصر قابل للقلب فيR   ومنه فإن العنصرx    نظيف وبالتالي
  نظيفة. Rفإن الحلقة 

 

   9-2اة  ااااااااااااتمه دي
 ة صحيحة:. عندئذ القضايا الآتيRxحلقة و  Rلتكن 

 شبه نظيف. x, عندئذ يكون العنصر RJx)(إذا كان  – 1
1)(إذا كان  – 2 RJx− عندئذ يكون العنصر ,x .شبه نظيف 
 شبه نظيف. xعديم القوى, عندئذ يكون العنصر  xإذا كان العنصر  – 3

 البرهاااااااااااان  
وبالتالي    Rقابل للقلب في   Rx−1, عندئذ فإن العنصر RJx)(لنفرض أن  –  1

)1(1بحيث   Rbيوجد عنصر مغاير للصفر  =− xb   ن أن وهذا يبيbbxb =− )1( ,
)1(1ولما كان  Rقابل للقلب جزئياً في   Rx−1أي إن العنصر  +−= xx  نجد أن  

 شبه نظيف. xالعنصر 
أن  –  2 1)(لنفرض  RJx− العنصر فإن  xx, عندئذ  =−− للقلب في  1)1(   قابل 
R ( نجد أن العنصر 2-2وبحسب التمهيدية )x  .شبه نظيف 
العنصر   -  3 أن  فإن   xلنفرض  عندئذ  القوى,  )  RJx)(عديم  يكون 1وبحسب   )  

  ف.شبه نظي xالعنصر 
 

   10-2اة  ااااااااااااتمه دي
 كل حلقة محلية هي حلقة شبه نظيفة.

 البرهاااااااااااان  
قابل    x−1أو العنصر   x, عندئذ إما العنصر Rxحلقة محلية وليكن   Rلنفرض أن 
 .Rللقلب في 

  ( يكون العنصر 2-2, عندئذ حسب التمهيدية )Rللقلب في   قابلاً   xإذا كان العنصر   -
x  .شبه نظيف 
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 للقلب في   قابلاً   x−1العنصر , عندئذ يكون  Rللقلب في   قابلاً   x−1إذا كان العنصر   -
R    كان )1(1ولما  +−= xx  العنصر أن  أن   xنجد  نجد  سبق  مما  نظيف.  شبه 

  شبه نظيفة. Rالحلقة
 

   11-2مبرهناااااااااة 
 الشرطان الآتيان متكافئان:  Rوجل أي حلقة 

 فقط. 1,0شبه نظيفة عناصرها الجامدة هي  Rالحلقة  – 1
 محلية. Rالحلقة  - 2

 البرهاااااااااااان  
(1)(2أن لنفرض  هي   Rالحلقة  (.  الجامدة  عناصرها  نظيفة  فقط.   1,0شبه 

عندئذ  Rxليكن   ,eax في   Raحيث   =+ جزئياً  للقلب  قابل   وأن   Rعنصر 
Re  :عنصر جامد. سوف نميز حالتين 
عنصر    xقابل للقلب أو   x−1ومنه إما   x=1أو   x=0, عندئذ إما a=0كان إذا    -

 .Rقابل للقلب في  
أن   - مغاير 0aلنفرض  يوجد عنصر  babbبحيث   Rbللصفر   , عندئذ  ولما    =

من  كل  أن  Rbaو  Rabكان  نجد  للصفر  مغاير  جامد  ==1عنصر  baab 
 .Rقابل للقلب في  aوهذا يبين أن العنصر 

ax, عندئذ فإن e=0إذا كان  -  .Rعنصر قابل للقلب في  =
=+1, عندئذ فإن e=1إذا كان   - ax  ومنه فإنax عنصر   −Raوأن   1−=−

 محلية. R. مما سبق نجد أن الحلقة Rقابل للقلب في  
(2)(1 لنفرض أن الحلقة .)R  ( تكون 10-2محلية, عندئذ حسب التمهيدية )  الحلقة  

R ي شبه نظيفة. لنبرهن على أن العناصر الجامدة فR  فقط. 1,0هي 
الحلقة اً جامد  اً عنصر   Reليكن  كانت  لما   ,R    إما عندئذ  قابل    e−1أو   eمحلية, 

 .Rللقلب في 
 ومنه نجد أن: eb=1بحيث  Rb, عندئذ يوجدRللقلب في  قابلاً  eإذا كان   -

1)( === ebebee 
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)1(1بحيث   Rc, عندئذ يوجدRللقلب في   قابلاً   e−1إذا كان    - =− ec    فإن ومنه
0)()1( =−=−= eeceece العناصر الجامدة في   وبالتالي فإنR  فقط. 1,0هي  

 

   12-2مبرهناااااااااة 
 فقط. عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان:  1,0حلقة عناصرها الجامدة هي  0Rلتكن 

 شبه نظيفة. Rالحلقة  – 1
 نظيفة. −fهي  Rالحلقة  - 2

 البرهاااااااااااان  
(1)(2أن لنفرض  عناصره  Rالحلقة  (.  نظيفة  هي شبه  الجامدة  فقط.   1,0ا 

عندئذRxليكن   ,eax في   Raحيث   =+ جزئياً  للقلب  قابل    وأن   Rعنصر 
Re  :عنصر جامد. سوف نميز حالتين 
ex, عندئذ فإنa=0إذا كان   - فقط نجد أنه   1,0ولما كانت العناصر الجامدة هي   =
 .x=1أو أن  x=0إما 
 نظيف.−fهو عنصر  x=−+11, عندئذ فإن x=0إذا كان  -
 نظيف.−fهو عنصر  x=+01, عندئذ فإن x=1إذا كان  -
babbبحيث   Rb, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر 0aلنفرض أن   - ومنه   =

أن  و   0abفإن   0bهو عنصر جامد ولما كان   Rbaو   Rabفإن كل من 
0ba   1وبحسب الفرض فإن== baab وهذا يبين أن العنصر .a  كامل فيR. 
=+0, عندئذe=0كان إذا  - ax  هو عنصرf−.نظيف 
=+1, عندئذe=1إذا كان  - ax  هو عنصرf−.نظيف 
  (. 3-2(. ينتج من المبرهنة )1)(2) نظيفة.−fهي  Rمما سبق نجد أن الحلقة  
 

   13-2مبرهناااااااااة 
 فقط. عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان:  1,0حلقة عناصرها الجامدة هي  0Rلتكن 

 شبه نظيفة. Rالحلقة  – 1
 نظيفة. −rهي  Rلحلقة ا - 2

 البرهاااااااااااان  
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(1)(2أن لنفرض  هي   Rالحلقة   (.  الجامدة  عناصرها  نظيفة  ليكن  1,0شبه    فقط. 
Rx  عندئذ ,eax   Reوأن   Rعنصر قابل للقلب جزئياً في   Raحيث   =+

 عنصر جامد. سوف نميز حالتين:
ex, عندئذ فإن a=0إذا كان   -   −rهو عنصر   x=+01وحسب الفرض يكون   =

 نظيف.
babbبحيث   Rb, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر 0aلنفرض أن   - ومنه   =

من   كل  كان   Rbaو   Rabفإن  ولما  جامد  عنصر   0abفإن  0bهو 
فإن   0baو الفرض  ==1وبحسب  baab   فإن aabaومنه  أن    = يبين  وهذا 

 منتظم. aالعنصر 
=+0, عندئذe=0إذا كان  - ax  هو عنصرr−.نظيف 
=+1, عندئذe=1إذا كان  - ax  هو عنصرr−.نظيف 

-2(. ينتج مباشرة من المبرهنة ) (1(2)  نظيفة.−rهي   Rمما سبق نجد أن الحلقة
3.)  
 

)اعت المبرهنات  على  و)8-2ماداً  و)2-11(  و)2-12(  صيارة  2-13(  يمكننا   )
 النتيجة الآتية: 

 

 ن  جاااااااااااااة  
 القضايا الآتية متكافئة:  Rوجل أي حلقة 

 محلية. Rالحلقة  – 1
 فقط. 1,0هي   عناصرها الجامدة نظيفة Rالحلقة  - 2
 فقط. 1,0عناصرها الجامدة هي  نظيفة−rهي  Rالحلقة  - 3
 فقط. 1,0عناصرها الجامدة هي  نظيفة−fهي  Rالحلقة  - 4
 فقط. 1,0عناصرها الجامدة هي   هي شبه جامدة Rالحلقة  - 5
 فقط. 1,0عناصرها الجامدة هي   هي شبه نظيفة Rالحلقة  - 4
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