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             حدود نوع ميلاس للقيم الذاتية لمؤثر
 ثابت تحت حقل مغناطيسيديريخليه  _لابلاس

 ³, أ. د. ياسين خلوف²د. ابراهيم ابراهيم , أ.¹ه سهى علي سلام
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 الملخص 

 
نظرة عامة عن التقديرات الطيفية لمؤثر لابلاس ديريخليه على فترات  في هذا البحث  م نقد  

محدودة. كما سنقدم مفهوم حدود نوع ميلاس التي هي نوع مميز من المتباينات لمجموع  
القيم الذاتية و أثرها. و سندرس مجموع القيم الذاتية لمؤثر لابلاس ديريخليه في ظل  

Ω  النطاقوجود حقل مغناطيسي ثابت على  ⊂ ℝ2  نثبت حدود نوع  م منتهٍ, و مع حج
 من دون فرضيات متباينة هاردي.   في هذه الحالة ميلاس لمجموع القيم الذاتية

 

 : الكلمات المفتاحية 
حدود    ,Li_Yauمتباينة , Berezinمتباينة  , التقديرات الطيفية, مؤثر لابلاس ديريخليه

   نوع ميلاس, حقل مغناطيسي.
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Melas_type bound for the eigenvalue 

sum of the Dirichlet Laplacian in a 

constant magnetic field 

 

 

 

 

Abstract 

 
 

In this work we give an overview over spectral estimates for the 

Dirichlet Laplacian on bounded domains. In addition we introduce 

the term Melas_type bound, which is a special kind of inequality 

for the eigenvalue sum and its trace, and we study the eigenvalue 

sum of the Dirichlet Laplacian a constant magnetic field on a 

domain Ω ⊂ ℝ2 with finite volume. We prove a Melas_type bound 

for the eigenvalue sum in this case and that will be without the 

assumption of a Hardy inequality.    

 

 

Key Words: 

Dirichlet Laplacian, the spectral estimates, Berezin inequality, 

Li_Yau inequality, Melas_type bound, magnetic field. 
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   :مقدمة

لقد أصبح تحليل المؤثرات التفاضلية و طيفها واحداً من الأهداف الرئيسة في الفيزياء  
الرياضية, و ذلك لأهميتها في وصف العديد من الظواهر الفيزيائية مثل الاهتزازات  

الميكانيكية و الأصوات و حركة السوائل أو الجسيمات و غيرها... فمثلًا تم الاكتشاف  
و التاسع عشر أنه في الجمل الاهتزازية مثل ترددات الطبل فإن   في القرنين الثامن عشر

هذه الترددات تكون متوافقة مع الدوال الذاتية لمؤثر تفاضلي. حيث إن الموجات الموافقة  
هي الموصوفة رياضياً بالقاعدة المتعامدة من الدوال الذاتية للمؤثر التفاضلي, والتي تسفر  

لفضاء هيلبرت الرديف الذي يؤثر   canonical decomposition ةقانوني تجزئةعن 
بمبرهنة التمثيل الطيفي و   الآن يعرف   المؤثر التفاضلي المترافق ذاتياً, وهذا ما فيه

 اختصاراً بالمبرهنة الطيفية. 

الذي قام   Hermann Weyl العالم في بداية القرن العشرين تم إحداث تقدم من قبل
  , و وجد أن السلوك نطاق محدودديريخليه على  _سبتحليل القيم الذاتية لمؤثر لابلا 

, ما أدى إلى أولى  نطاق الموافقيتناسب مع حجم ال   لدالة القيم الذاتية العدودةالتقاربي 
الارتباطات بين النظريات الكلاسيكية و ميكانيك الكم, لتكون تلك ساعة ولادة التحليل  

 . spectral analysisالطيفي 

 : هدف البحث

ديريخليه في    _هدفنا في هذا البحث هو دراسة مجموع القيم الذاتية لمؤثر لابلاسإن 
ذي بعدين و ذي حجم منتهٍ, لننتقل بعدها إلى   نطاقوجود حقل مغناطيسي ثابت في 

 إثبات حدود نوع ميلاس لأجل هذا المجموع. 

 : منهجية البحث 
غناطيسي ناقشنا مجموع  قبل دراسة مجموع القيم الذاتية لمؤثر لابلاس في وجود حقل م

القيم الذاتية لمؤثر لابلاس و ناقشنا التحسينات لأجلها و لأجل الأثر, ثم انطلقنا اعتماداً  
 عليها للوصول لمناقشة تحسينات المتباينات الناتجة في حالة وجود حقل مغناطيسي. 
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 . مفاهيم لازمة: 1
Ωلتكن    [𝟏𝟏]:  1.1تعريف ⊂ ℝ𝑛 اً محدوداً, و  نطاق𝑋  ًعلى    متجهاً حقلاΩ   و هو

 قيم حقيقية له الشكل:  اضلي جزئي من المرتبة الأولى و ذومؤثر تف

𝑋 = ∑ 𝑎𝑗(𝑥) 𝜕𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

 

𝑎𝑗: Ωحيث   → ℝ دالة مستمرة حسب ليبشتز . 
𝑚لتكن   ∈ ℕ   و𝑋1, … , 𝑋𝑚   حقولاً متجهة, عندئذٍ نفرض مجموع المؤثرات التفاضلية

 بالشكل:   Ωفيما يتعلق بشروط حدود ديريخليه على  

𝐴(𝛺): = − ∑ 𝑋𝑗
2

𝑚

𝑗=1

+ 𝑉 

𝑉حيث   ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (𝛺)  هو( كمونpotential ) غير سالب, و الحقول المتجهة لها

 الشكل: 

𝑋𝑗 = ∑ 𝑎𝑗,𝑘(𝑥) 𝜕𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

 

𝑥𝑘��وتحقق الشرط الإضافي:  
 𝑎𝑗,𝑘(𝑥)  = 𝑘لأجل كل  0 ∈ {1, … , 𝑛} . 

( لدالة  Legendre transformنفرض تحويل ليجندر)  [𝟓]   :1.2تعريف
𝑓: [0, ∞) → ℝ    و لأجل𝑝 ≥  مُعرف بالشكل:   0

𝑓∗(𝑝): = 𝑠𝑢𝑝
𝑥≥0

(𝑝𝑥 − 𝑓(𝑥))  . 

 [𝟐]  متباينة هاردي :1.3تعريف
في محاولته إيجاد إثبات أبسط لمتباينة هيلبرت أنه لأجل أي دالة   G. H. Hardyأثبت 

𝑓موجبة   ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑝حيث   (∞ >  تتحقق العلاقة:  1

∫ (
1

𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

0

)

𝑝∞

0

≤ (
𝑝

𝑝 − 1
)

𝑝

∫ (𝑓(𝑥))
𝑝

 𝑑𝑥
∞

0

 

 و قد سميت هذه المتباينة متباينة هاردي. 
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𝑢و تُعطى متباينة هاردي في الأبعاد العليا لأجل كل   ∈ 𝐶0
∞(ℝ𝑛)   و𝑛 ≥ 3 

 بالشكل: 
(𝑛 − 2)2

4
∫

ℝ𝑛

|𝑢(𝑥)|2

‖𝑥‖𝑒
2

 𝑑𝑥 ≤ ∫
ℝ𝑛| ∇𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 

∋ 𝑥  ل الإقليدي  ) النظيم(  ترمز إلى الطول 𝑥‖𝑒‖حيث   ℝ𝑛  تدرج الدالة   ∇و𝑢 . 

Ωاً محدوداً  نطاقلنفرض    [𝟐]:  1.1 توطئة ⊂ ℝ𝑛 عندئذٍ فإنه لأجل كل             
𝑢 ∈ 𝐶0

∞(𝛺) يوجد ثابت أصغر أمثلت  𝑐(𝛺) >  يحقق:  0

∫
𝛺

|𝑢(𝑥)|2

𝛿𝑒(𝑥)2
 𝑑𝑥 ≤ 𝑐𝑒(𝑥)2 ∫

𝛺
| ∇𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 

𝛿𝑒(𝑥)  إن:  حيث  = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕𝛺) الإقليدي, و لأجل  بالمعنىΩ   محدبة يكون
𝑐𝑒(𝑥)  = 2  . 

{0}لتكن    [𝟏𝟏]  : 1.1تمهيدية  ≠ Ω ⊂ ℝ𝑛  منتهٍ نطاق ذي قياس  |𝛺| < ∞ 
𝑝عندئذٍ يوجد نقطة   ∈ 𝛺  :بحيث          𝐵𝑅𝑒(𝛺)(𝑝) ⊆ 𝛺  

:𝐵𝑅𝑒(𝛺)(𝑝)         حيث  =  {𝑦 ∈ ℝ𝑛: ‖𝑝 − 𝑦‖𝑒 < 𝑅𝑒(𝛺)} 

𝑅𝑒(𝛺)و  ∶= 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝛺

 𝛿𝑒(𝑥)         و𝛿𝑒(𝑥): =  𝑖𝑛𝑓
𝑦∈𝜕𝛺

‖𝑥 − 𝑦‖𝑒 

Ωلتكن    [𝟏𝟏]  : 1.2تمهيدية  ⊂ ℝ𝑛 ة و محدودة, عندئذٍ يكون  مجموعة محدبة مفتوح
 لدينا:  

|𝛺𝛽|

𝛽
≥

|𝛺|

𝑅𝑒(𝛺)
 

βو ذلك لأجل كل   ∈ (0, 𝑅𝑒(𝛺)]   و حيث𝛺𝛽 ∶= {𝑥 ∈ 𝛺: 𝛿𝑒(𝑥) < 𝛽} 
 .  |𝛺|بالرمز    Ω ل   nو يُرمز لقياس ليبيغ بالبعد 
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,[𝟏]  : 1.3تمهيدية   إن العلاقة الآتية محققة:    [𝟑]
∫

ℝ2 (∫
𝛺

|𝑃𝑘,𝐵(𝑥, 𝑦)|
2

𝑑𝑦) 𝑑𝑥 = ∫
𝛺

(∫
ℝ2  𝑃𝑘,𝐵(𝑥, 𝑦) 𝑃𝑘,𝐵(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥)𝑑𝑦 

= ∫
𝛺

 𝑃𝑘,𝐵(𝑦, 𝑦)𝑑𝑦 =
𝐵

2𝜋
|𝛺|     

         Landauعلى سوية  𝐿2(ℝ2)هي نواة التكامل للمسقط المتعامد في   𝑃𝑘,𝐵حيث  
 (Landau level   الموافق )ل  𝑘  و هو𝐵(2𝑘 − مع حقل   Landauلهاملتوني  (1

𝐵مغناطيسي ثابت لأجل   > 𝑘و  0 ∈ ℕ  :و يكون , 

𝑃𝑘,𝐵(𝑦, 𝑦) =
1

2𝜋
 𝐵      ;𝑦 ∈ ℝ2 

Ωلتكن   [𝟏𝟏]   : 1.4تمهيدية  ⊂ ℝ𝑛  بقياس منتهٍ, عندئذٍ يتحقق:   نطاق 

|𝛺𝛽| ≥ |𝐵𝑅𝑒(𝛺)(0)| − |𝐵𝑅𝑒(𝛺)−𝛽(0)| ≥ 𝛽 𝑅𝑒(𝛺)𝜋 

βو ذلك لأجل كل   ∈ (0, 𝑅𝑒(𝛺)] 

 المناقشة: 

Ωلتكن   ⊂ ℝ𝑛 اً مفتوحاً و محدوداً, و لنفرض مؤثر لابلاس ديريخليه  نطاق
(Dirichlet Laplacian  )−∆𝛺    على𝐿2(𝛺)  نصفمرتبط مع الصيغة التربيعية  

 [𝟕]   ( :semi_bounded quadratic form المحدودة ) 

𝑎[𝑢]: = ∫
𝛺

|∇𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥 = ∑ ∫
𝛺

|𝜕𝑥𝑗
𝑢(𝑥)|

2

𝑑𝑥

𝑛

𝑗=1

 

𝐻0فضاء سوبوليف   حيث مجموعة تعريفه فضاء جزئي من
1(𝛺). 

   : و بما أن الغمر

𝐻0
1(𝛺) → 𝐿2(𝛺) 

و يتراكم فقط   ( discreteمتقطع )يكون  𝛺∆−متراص فإن طيف المؤثر غير السالب  
 في اللانهاية. 
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{𝜆𝑗}  بلنرمز 
𝑗∈ℕ

= {𝜆𝑗(𝛺)}
𝑗∈ℕ

       لمتتالية موجبة غير متناقصة من القيم الذاتية 
 .  𝛺∆−  ل

دالة عد القيم الذاتية                        Hermann Weylلقد درس العالم الألماني  
 (The eigenvalue counting function    ) 

𝑁(𝜆, 𝛺): = {𝑗 ∈ ℕ; 𝜆𝑗(𝛺) < 𝜆} 

 و أثبت النتيجة الأساسية الآتية: 

lim
𝜆→∞

𝑁(𝜆, 𝛺) 𝜆− 
𝑛
2 =

𝜏𝑛

(2𝜋)𝑛
 |𝛺|                        (1,1) 

 .ℝ𝑛في  هو حجم كرة الواحدة  𝜏𝑛و  , Ω  ل nهو قياس ليبيغ بالبعد  |𝛺|حيث  
( أو مقاربات وايل   s law'Weylبقانون وايل )  (1,1)تسمى النهاية في العلاقة  

(Weyl asymptotitcs .) 

( للقيم الذاتية,  Riesz meansسندرس بشكل خاص ما يسمى بمتوسطات ريس ) 
 [𝟔] ,[𝟒] وتُعطى بالشكل: 

𝑅𝛾(𝜆, 𝛺) = 𝑇𝑟(𝐴(𝛺) − 𝜆)−
𝛾 : = ∑ (𝜆 − 𝜆𝑘(𝛺))

𝛾
       (1,2) 

𝑘∈ℕ: 𝜆𝑘(𝛺)<𝜆

 

γلأجل كل   ≥ 0. 

γو لأجل   = 𝜆𝑗(𝛺)فإنها ببساطة تعطي دالة عد القيم الذاتية   0 < λ. 

 [𝟕] ,[𝟒]  إن متوسطات ريس هذه تحقق مقاربات وايل: 
 

𝑇𝑟(𝐴(𝛺) − 𝜆)−
𝛾 = 𝐿𝛾,𝑛

𝑐𝑙 |𝛺|𝜆𝛾+
𝑛
2 −  

1

4
 𝐿𝛾,𝑛−1

𝑐𝑙 |𝜕𝛺|𝜆𝛾+
(𝑛−1)

2 + 𝑜 (𝜆𝛾+
(𝑛−1)

2 )     (1.3) 

 
λ  عندما →  الكلاسيكي بالشكل:  Lieb_ Thirring, و يعرف ثابت ∞+
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𝐿𝛾,𝑛
𝑐𝑙 : =

𝛤(𝛾 + 1)

(4𝜋)
𝑛
2𝛤 (𝛾 +

𝑛
2

+ 1)
 

 Berezin  :  [𝟖]متباينة  

حيث   1972عام  .Berezin F. Aلقد وضع التقدير الأول لمتوسطات ريس من قبل 
للمتغير الرئيس        semi classical limitأثبت أن النهاية شبه الكلاسيكية 

leading term   تعطي حداً منتظماً لأجل بعض متوسطات ريس. وبشكل   (1.3)في
Ω  نطاقخاص لأجل ال  ⊂ ℝ𝑛   مع حجم منتهٍ, و لأجل كلγ ≥  يكون:  1

𝑇𝑟(𝐴(𝛺) − 𝜆)−
𝛾 ≤ 𝐿𝛾,𝑛

𝑐𝑙 |𝛺|𝜆𝛾+
𝑛
2                      (1.4)  

𝜆حيث   ≥ 0 . 

 . Berezin_Liebأو تدعى متباينة  Berezinتدعى هذه المتباينة متباينة 

إن تحويل ليجندر يحول المتباينات لأجل متوسطات ريس بالمرتبة واحد إلى  ملاحظة: 
 متباينات لأجل مجموع القيم الذاتية. 

 Li_You:  [𝟗]متباينة 

γلأجل  (1.4)  إن تحويل ليجندر يحول   =  إلى:  1

∑ 𝜆𝑗(𝛺)

𝑘

𝑗=1

≥ 𝐶𝑛|𝛺|− 
2
𝑛  𝑘1+

2
𝑛  ; 𝐶𝑛 = (2𝜋)2𝜏𝑛

− 
2
𝑛

𝑛

𝑛 + 2
 , 𝑘 ∈ ℕ   (1.5) 

 . Li_Youو تدعى هذه المتباينة بمتباينة  

 the Melas_ type bound:  [𝟏𝟎]حدود نوع ميلاس 

 سنناقش الآن وجود تحسينات لأجل الأثر و مجموع القيم الذاتية. 
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أو لأجل    Berezinلقد تم الحصول على عدة نتائج في هذا الاتجاه سواء لأجل متباينة  
بحيث   𝑀𝑛أنه يوجد ثابت موجب   Melas. و بشكل خاص فقد أثبت Li_Yauتقدير 

 يتحقق:   Ωأجل أي مجموعة مفتوحة محدودة  من 

∑ 𝜆𝑗(𝛺)

𝑘

𝑗=1

≥ 𝐶𝑛|𝛺|− 
2
𝑛  𝑘

𝑛+2
𝑛  + 𝑀𝑛  

|𝛺|

𝐼(𝛺)
 𝑘    ;𝑘 ∈ ℕ          (1.6)  

𝐼(𝛺)                         وحيث ∶= 𝑚𝑖𝑛
𝑎∈ℝ𝑛 ∫

𝛺
|𝑥 − 𝑎|2𝑑𝑥  

𝑀𝑛و  , Ωللمجموعة  العزم الثانيهي  >  تعتمد فقط على البعد.  0
γو من ثنوية تحويل ليجندر نحصل على أنه لأجل كل   ≥ 𝜆و  1 ≥  يتحقق:  0

𝑇𝑟(𝐴(𝛺) − 𝜆)−
𝛾 ≤ 𝐿𝛾,𝑛

𝑐𝑙 |𝛺| (𝜆 − 𝑀𝑛  
|𝛺|

𝐼(𝛺)
)

𝛾+
𝑛
2

                (1.7) 

 و يطلق على هذه المتباينات حدود نوع ميلاس. 

 مؤثر لابلاس ديريخليه المغناطيسي  .  2

magnetic Dirichlet  Laplacian  [𝟏], [𝟑], [𝟕] 

ℋ(𝒜)سندرس حالة النسخة المغناطيسية   = (𝑖𝛻 + 𝐴(𝑥))2   على𝐿2(𝛺)   لمؤثر
 ديريخليه العادي, وهذه النسخة تكون مولدة بالصيغة التربيعية المغلقة:   _لابلاس

‖(𝑖∇ + 𝒜)𝑢‖
𝐿2(𝛺)
2   ; 𝑢 ∈ 𝐻0

1(𝛺)                   (2.1) 

𝒜(𝑥)حيث   ∶=
𝐵

2
(− 𝑥2, 𝑥1)𝑇       أي𝒜(𝑥) = [

− 
𝐵

2
 𝑥2

𝐵

2
 𝑥1

]                    

𝑥جل  لأ ∶= ( 𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2  
∇و  ∶= (𝜕 𝑥1

, 𝜕 𝑥2
𝐵و       ( > 0 

𝑐𝑢𝑟𝑙 𝒜يحقق   𝒜(    potential)  الكمون و  = 𝐵  .ًمحققاً حقلًا مغناطيسياً ثابتا 
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مكافئاً لنظيره بالحالة غير   𝛺المحدود    نطاقويكون نظيم سوبوليف المغناطيسي على ال 
له طيف منفصل أيضاً. لنرمز لقيمه الذاتية في الحالة   ℋ(𝒜)المغناطيسية و المؤثر  

,𝜆𝑗(𝛺المغناطيسية بالرمز  𝒜)  و تكون متوسطات ريس محققة لنفس علاقة مقاربات .
nوايل لأجل   =  أي يتحقق: , 2

lim
𝜆→∞

 𝜆−1−𝛾 𝑇𝑟(ℋ(𝒜) − 𝜆)−
𝛾 = 𝐿𝛾,𝑛

𝑐𝑙 |𝛺|                  

𝐿𝛾,𝑛حيث  
𝑐𝑙  ∶= (4𝜋(𝛾 + 1))

−1 

 [𝟏𝟏]  لمجموع القيم الذاتية لمؤثر لابلاس تحت حقل مغناطيسي: Li_Yauتقدير  

𝑛لأجل كل   ∈ ℕ  :فإنه يتحقق 

∑ 𝜆𝑗(𝛺, 𝒜)

𝑘

𝑗=1

 ≥
2𝜋

|𝛺|
𝑛2                          (2.2)  

 مغناطيسي: حدود نوع ميلاس للقيم الذاتية لمؤثر لابلاس تحت حقل 

0و   𝐶(𝛺)لأجل ثابت   < 𝛼 < بحيث   (2.2)فإنه يمكن إعطاء تحسين للمتباينة   2
 يتحقق:  

∑ 𝜆𝑗(𝛺, 𝒜)

𝑘

𝑗=1

 ≥
2𝜋

|𝛺|
𝑛2 + 𝐶(𝛺) 𝑛𝛼  ; 𝑛 ∈ ℕ                     (2.3)  

 و الآن نبدأ بإثبات أولى المبرهنات في البحث. 

0لتكن     : 2.1 مبرهنة < 𝛽 ≤ 𝑅𝑒(𝛺)  ٍتتحقق   1.4 التمهيدية  و بنفس فرضياتعندئذ
 العلاقة الآتية: 

∫
𝐴𝛽+𝑝

 |𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≤ 𝛽2 ∫
𝛺

| (𝑖∇ + 𝒜(𝑥))𝑢(𝑥)|
2

 𝑑𝑥    (2.4) 

𝑢و ذلك لأجل كل   ∈ 𝐶0
∞(𝛺) 
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 وحيث: 

𝐴𝛽 ∶= {( 𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2: ∃(𝑟, 𝜑) ∈ 𝐸(𝛽);( 𝑥1, 𝑥2) = Φ(𝑟, 𝜑)} 
( 𝑥1, 𝑥2) = 𝑟(𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑠𝑖𝑛𝜑) ∶= Φ(𝑟, 𝜑) ∈ ℝ2 

φو     ∈ [0, 2𝜋)      و𝑟 > 0 

𝐸(𝛽)و      ∶= (𝑏𝜑 − 𝛽, 𝑏𝜑) × [0, 2𝜋)  

𝑏𝜑 ∶= 𝑖𝑛𝑓{𝑡 > 0, 𝑡(𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑠𝑖𝑛𝜑) ∉ 𝛺} 

pو يتم اختيار   ∈ ℝ2   بحيث𝐵𝑅𝑒(𝛺)(𝑝) ⊆ 𝛺  . 

 الإثبات: 

𝑢لتكن   ∈ 𝐶0
∞(𝛺)  أولًا النقطة   لنأخذ و𝑝 = (0,0). 

 لنأخذ التكامل على الطرف الأيسر و ننتقل إلى الإحداثيات القطبية لنصل إلى العلاقة: 

∫
𝐴𝛽  |𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 = ∫ ∫ |𝑢(𝑟, 𝜑)|2𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑

𝑏𝜑

𝑏𝜑−𝛽

2𝜋

0

 

φ}إن المجموعة  ∈ [0, 2𝜋); 𝑏𝜑 = له حجم منتهٍ,   |𝛺|هي مجموعة خالية حيث  {∞
 موجود تقريباً في كل مكان. 𝑏𝜑و بالتالي فإن  

𝑢لأجل   ∈ 𝐶0
∞(𝛺)   لدينا𝑢(𝑏𝜑, 𝜑) = φتقريباً لأجل كل   0 ∈ [0, 2𝜋)  وبتطبيق ,

 متباينة هاردي الآتية: 

∫ |𝑢(𝑟, 𝜑)|2𝑟 𝑑𝑟 

𝑏𝜑

𝑏𝜑−𝛽

≤  𝛽2  ∫ |𝜕𝑟𝑢(𝑟, 𝜑)|2𝑟 𝑑𝑟 

𝑏𝜑

𝑏𝜑−𝛽

 

 التي تكون محققة إذا كانت العلاقة الآتية صحيحة: 
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𝑠𝑢𝑝

𝑏𝜑 − 𝛽 ≤ 𝜏 ≤ 𝑏𝜑

( ∫ 𝑠 𝑑𝑠

𝜏

𝑏𝜑−𝛽

) (∫
1

𝑠
 𝑑𝑠

𝑏𝜑

𝜏

) ≤
𝛽2

4
 

 و الآن بالعودة إلى الإحداثيات السابقة نحصل على: 

∫
𝐴𝛽  |𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≤ 𝛽2 ∫

𝛺
| ∇𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 

𝑝وهكذا فإننا نتخلص من الفرض   إن هذه المتباينة لا متغيرة الانسحاب,  = و      (0,0)
 نحصل على: 

∫
𝐴𝛽+𝑝

 |𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≤ 𝛽2 ∫
𝛺

| ∇𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 

|𝑢|حيث نعلم أن   ∈ 𝐻0
1(𝛺).  

 : يكون  بالتاليو 

∫
𝐴𝛽+𝑝

 |𝑢(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≤ 𝛽2 ∫
𝛺

(∇| 𝑢(𝑥)|)2 𝑑𝑥 

 و نحصل على المطلوب بتطبيق المتباينة المغناطيسية: 

|∇| 𝑢(𝑥)|| ≤ |(𝑖∇ + 𝒜(𝑥))𝑢(𝑥)|     𝑎. 𝑒.   𝑥 ∈ 𝛺 

𝑢حيث   ∈ 𝐻0
1(𝛺). 

 نتيجة: 

 إن العلاقة الآتية محققة: 

    |𝐴𝛽| = ∫ ∫ 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑

𝑏𝜑

𝑏𝜑−𝛽

2𝜋

0

≥ ∫ ∫ 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑

𝑅𝑒(𝛺)

𝑅𝑒(𝛺)−𝛽

2𝜋

0

= |𝐵𝑅𝑒(𝛺)(0)| − |𝐵𝑅𝑒(𝛺)−𝛽(0)|                        (2.5) 

βو ذلك لأجل كل   ∈ (0, 𝑅𝑒(𝛺)] . 
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 [𝟕]: 2.1 تمهيدية 
 إن العلاقة الآتية محققة:  

∑(𝜆 − 𝐵(2𝑘 − 1))
+

 

∞

𝑘=1

≤
𝜆2

4𝐵
    ;λ > 0 

 و الآن نثبت صحة المبرهنة الأساسية لهذا البحث. 

 مبرهنة: 
Ωليكن   ⊂ ℝ𝑛 منتهٍ محدود عندئذٍ لأجل كل  نطاق𝑛 ∈ ℕ  :يتحقق 

∑ 𝜆𝑗(𝛺, 𝒜)

𝑘

𝑗=1

 ≥
2𝜋

|𝛺|
𝑛2 +

𝑅𝑒(𝛺)2

32

𝜋2

|Ω|2
 𝑛 

 الإثبات: 
 حيث  (2.1)للصيغة التربيعية    Friedrichsتمديد   ℋ(𝒜)ليكن  

ℋ(𝒜) 𝛷𝑗 = 𝜆𝑗(𝛺, 𝒜) 𝛷𝑗 
𝑗لأجل   ∈ ℕ. 

 .𝐿2(𝛺)فرضت بحيث تشكل قاعدة متعامدة في   𝛷𝑗و الدوال  
 لنضع: 

𝑓𝑘,𝑗(𝑥) ∶= ∫
𝛺

𝑃𝑘,𝐵(𝑥, 𝑦)𝛷𝑗(𝑦)𝑑𝑦 
 و لنفرض: 

𝑇𝑟(ℋ(𝒜) − 𝜆)− = ∑ (𝜆 ‖𝛷𝑗‖
𝐿2(𝛺)

2
− ‖(𝑖∇ + 𝒜)𝛷𝑗‖

𝐿2(𝛺)

2
 )

𝑗:𝜆𝑗(𝛺,𝒜) <𝜆

 

𝛷𝑗(𝑥)نقوم بتمديد هذه الدوال بواسطة العلاقة   = 𝑥لأجل   0 ∈ 𝛺𝑐  لتطبيق المبرهنة
,ℋ(𝒜  لالطيفية   ℝ2) . 

,ℋ(𝒜  نطاقتقع ضمن   𝛷𝑗نعرف فيما إذا كانت  لكي  ℝ2)   يجب أن نقرب𝛷𝑗 
𝐶0بواسطة الدوال  

∞(𝛺)   (2.1)فيما يتعلق بالصيغة التربيعية. 
 ينتج عندئذٍ:   Fatou مبرهنةبتطبيق 
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𝑇𝑟(ℋ(𝒜) − 𝜆)− ≤ ∑ ∑ (𝜆 ‖𝑓𝑘,𝑗‖
𝐿2(ℝ2)

2
− ‖(𝑖∇ + 𝒜)𝑓𝑘,𝑗‖

𝐿2(ℝ2)

2
 )

∞

𝑘=1𝑗:𝜆𝑗(𝛺,𝒜) <𝜆

 

≤ ∑ ∑(𝜆 − 𝐵(2𝑘 − 1))
+

 ‖𝑓𝑘,𝑗‖
𝐿2(ℝ2)

2
∞

𝑘=1𝑗:𝜆𝑗(𝛺,𝒜) <𝜆

 

= ∑(𝜆 − 𝐵(2𝑘 − 1))
+

 (∑‖𝑓𝑘,𝑗‖
𝐿2(ℝ2)

2
∞

𝑗=1

− ℛ(𝜆, 𝑘))

∞

𝑘=1

   (2.6) 

 حيث  
ℛ(𝜆, 𝑘) ∶= ∑ ‖𝑓𝑘,𝑗‖

𝐿2(ℝ2)

2

𝑗:𝜆𝑗(𝛺,𝒜) ≥𝜆

                  (2.7) 

المذكورة سابقاً   𝑃𝑘,𝐵و خواص نواة التكامل  Parseval) بارسيفال )  وباستخدام متطابقة
 نحصل على:  1.3في التمهيدية 

∑‖𝑓𝑘,𝑗‖
𝐿2(ℝ2)

2
∞

𝑗=1

= ∫
ℝ2 ∑|〈𝑃𝑘,𝐵(𝑥, . ), 𝛷𝑗(. )〉𝐿2(𝛺)|

𝟐
  𝑑𝑥

∞

𝑗=1

 

= ∫
ℝ2∫

𝛺
|𝑃𝑘,𝐵(𝑥, 𝑦)|

𝟐
𝑑𝑦 𝑑𝑥 = ∫

𝛺
 𝑃𝑘,𝐵(𝑦, 𝑦) 𝑑𝑦 =

𝐵

2𝜋
|𝛺|    (2.8) 

,ℛ(𝜆  لالخطوة التالية هي إعطاء حد أدنى   𝑘). 
 أن:  (2.8)  نلاحظ من خلال

ℛ(𝜆, 𝑘)  =
𝐵

2𝜋
|𝛺| − ∑ ‖𝑓𝑘,𝑗‖

𝐿2(ℝ2)

2

𝑗:𝜆𝑗(𝛺,𝒜) <𝜆

 

= ∫
ℝ2∫

𝛺
 |𝑃𝑘,𝐵(𝑥, 𝑦) − ∑ 𝑓𝑘,𝑗(𝑥) 𝛷𝑗̅(𝑦)

𝑗:𝜆𝑗(𝛺,𝒜) <𝜆

|

2

 𝑑𝑦 𝑑𝑥 

𝑝لتكن   ∈ ℝ2    اختيارية بحيث𝐵𝑅𝑒(𝛺)(𝑝) ⊆ 𝛺 تي  عندئذٍ نستخدم الاحتواء الآΩ ⊇

𝐴𝛽 + 𝑝 ,  و نطبق|𝑎 − 𝑏|2 ≥
1

2
|𝑎|2 − |𝑏|2   لأجل 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ. 
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 نحصل على:  𝑃𝑘,𝐵و مرة ثانية باستخدام خواص نواة التكامل 

ℛ(𝜆, 𝑘)  ≥
𝐵

4𝜋
|𝐴𝛽| − ∫

ℝ2∫
𝐴𝛽+𝑝

| ∑ 𝑓𝑘,𝑗(𝑥) 𝛷𝑗̅(𝑦)

𝑗:𝜆𝑗(𝛺,𝒜) <𝜆

|

2

𝑑𝑦 𝑑𝑥 

≥
𝐵

4
β 𝑅𝑒(𝛺) − ∫

ℝ2∫
𝐴𝛽+𝑝

| ∑ 𝑓𝑘,𝑗(𝑥) 𝛷𝑗̅(𝑦)

𝑗:𝜆𝑗(𝛺,𝒜) <𝜆

|

2

𝑑𝑦 𝑑𝑥   (2.9)  

 . 1.4 التمهيديةو  (2.5)إن التقدير الأخير هو نتيجة العلاقة 
حيث إن التركيب   2.1  المبرهنةو يمكن أن يتم تقدير الحد السالب المتبقي بتطبيق  

 , وتتحقق العلاقة: ℋ(𝒜)  ل الصيغة   نطاقلا يزال في  𝛷𝑗  لالخطي  

∫
ℝ2∫

𝐴𝛽+𝑝
| ∑ 𝑓𝑘,𝑗(𝑥) 𝛷𝑗̅(𝑦)

𝑗:𝜆𝑗(𝛺,𝒜) <𝜆

|

2

𝑑𝑦 𝑑𝑥   

≤ 𝛽2 ∫
ℝ2 ∑ 𝜆𝑗(𝛺, 𝒜) |𝑓𝑘,𝑗(𝑥)|

2

𝑗:𝜆𝑗(𝛺,𝒜) <𝜆

 𝑑𝑥 

 مرة ثانية لنحصل على العلاقة:  (2.8)و الأن نستخدم  
𝛽2 ∫

ℝ2 ∑ 𝜆𝑗(𝛺, 𝒜) |𝑓𝑘,𝑗(𝑥)|
2

𝑗:𝜆𝑗(𝛺,𝒜) <𝜆

 𝑑𝑥 

≤ 𝛽2 𝜆 ∫
ℝ2 ∑|𝑓𝑘,𝑗(𝑥)|

2
∞

𝑗=1

 𝑑𝑥 = 𝜆𝛽2
𝐵

2𝜋
|𝛺| 

 فإننا نحصل على الحد الأدنى الآتي:  (2.9) العلاقة و بأخذ هذا التقدير لأجل 
ℛ(𝜆, 𝑘) ≥

𝐵

4
 𝛽 𝑅𝑒(𝛺) − 𝜆 𝛽2  

𝐵

2𝜋
|𝛺|  

=
𝐵

4
 𝛽 (𝑅𝑒(𝛺) − 𝜆 𝛽 

2

𝜋
 |𝛺|)               (2.10)  

 نضع: 

𝛽 =
𝑅𝑒(𝛺) 𝜋

4 |𝛺| 𝜆
                          (2.11)         
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 مما يؤدي للعلاقة:  (2.2)و للتحقق من أن هذا نأخذ العلاقة 

𝜆1(𝛺, 𝒜) ≥
2𝜋

|𝛺|
 

𝜆فنحصل لأجل   ≥ 𝜆1(𝛺, 𝒜)  :على العلاقة 

𝛽 =
𝑅𝑒(𝛺) 𝜋

4 |𝛺| 𝜆 
≤

𝑅𝑒(𝛺) 𝜋

4 |𝛺| 𝜆1(𝛺, 𝒜)
≤

𝑅𝑒(𝛺)

8
≤ 𝑅𝑒(𝛺)      (2.12) 

,ℛ(𝜆  ل  و بالتالي فالحد الأدنى 𝑘)  :يصبح 

ℛ(𝜆, 𝑘) ≥
 𝑅𝑒(𝛺)2 𝜋 𝐵

32 |𝛺| 𝜆 
                           (2.13)     

 : نحصل على  (2.6)المتباينة   في (2.13)و   (2.8)  بتعويض العلاقتين

𝑇𝑟(ℋ(𝒜) − 𝜆)−  

≤ ∑(𝜆 − 𝐵(2𝑘 − 1))
+

 ( 
𝐵

2𝜋
|𝛺| −  

 𝑅𝑒(𝛺)2 𝜋 𝐵

32 |𝛺| 𝜆 
)

∞

𝑘=1

 

 يتم المطلوب.  2.1 التمهيدية و باستخدام

 نتيجة: 
Ωليكن   ⊂ ℝ𝑛 يكون:  منتهٍ عندئذٍ  نطاق 

𝑇𝑟(ℋ(𝒜) − 𝜆)− ≤ 𝑚𝑎𝑥 {0,
|𝛺|

8𝜋
 𝜆2 −

𝜋 𝑅𝑒(𝛺)2

128 |𝛺|
 𝜆} 
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