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ى
ى
 ممخص

البحث: الاشتقاق الكسري، التكامل الكسري، النقطة الثابتة، تابع نعرّف المفاىيم الأساسية في 
نقدّم أيضاً بعض  .ليفمر، وندرس الخواص والقواعد الأساسية لممشتقات من مراتب كسرية -ميتاج

 شروطالفي ىذا البحث حصمنا عمى  الأساسية المتعمقة بتحويل لابلاس وخواصو.  علاقاتال
لاستقرار حل  ةط اللازمو ستقرار حل مممة معادلات تفاضمية كسرية إضافةً إلى الشر لا اللازمة

 تفاضمية كسرية مدعماً ذلك بأمثمة.  -مممة معادلات تكاممية

 

مشتق كابتو، تكامل ريمان ليوفيل، تحويل لابلاس، دالة ميتاج ليفمر، مبرىنة الكممات المفتاحية: 
  .النقطة الثابتة، الاستقرار 
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Study of Stability Solution System of 

Fractional Integro- Differential Equations 

by Using Banach Fixed Point Theoremى
 

Abstract: 

In this paper, we define the basic concepts related in research: fractional 

derivation, fractional integration, fixed point, Mittag- Leffler function, 

and study some basic properties and rules for derivatives of fractional 

order. Also we present some basic relationships about Laplace transform 

and its properties. 

 We obtain necessary conditions for stability of solution of a fractional 

differential system, in addition to the necessary conditions for the 

stability of the solution of a fractional integro- differential system, 

supported by examples. 

 

Keywords: Caputo derivative, Riemann-Liouville integral, Laplace 

transform, Mittag Leffler function, fixed point theorem, stability.   
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 مقدمة:  -1

يعد حساب التفاضل و التكامل الكسري فرع من فروع الرياضيات و قد مذب ىذا الفرع الكثير 
من الاىتمام من قبل الباحثين و الدارسين لما لو من أىمية تطبيقية في العديد من ممالات الحياة 

 إن   ، [7]ةو البيولومي  [8]و الكيميائية  [5] ائيةالفيزيمثل اليندسة و العموم و التطبيقات 
و قد شيد ىذا الممال  ،nالتفاضل و التكامل الكسري ىو تعميم لمتفاضل من المرتبة 

و غيرىم  أولر تطورات بالغة الأىمية عمى يد عدة عمماء و باحثين مثل ليوفيل، كابتو، لايبنز،
 من العمماء. 

طرائق  إلى إيماد حل مممة معادلات تفاضمية من مرتبة كسرية من خلال عدة الباحثون تطرق
منقطة لوحدانية الحل باستخدام مبرىنة باناخ التأكد من ومود الحل و و نذكر منيا تحويل لابلاس، 

تة أداة ميمة لتقدير ومود الحل إن  مبرىنة النقطة الثاب ،مبدأ باناخ لمتطبيقات الضاغطةو الثابتة 
وحدانية الحل أيضاً لممل المعادلات التفاضمية الكسرية، كما تم  توظيف فكرة التطبيقات و 

 الضاغطة لمحصول عمى استقرار حل مممة المعادلات التفاضمية الكسرية. 

 ، [11,10] المدروسةخواص الاستقرار لمممل  تقنيات النقطة الثابتة لدراسة الباحثون استخدام 
باحثين قد درسوا أشكال مختمفة عمى الأبحاث والدراسات السابقة بأن  النلاحظ من خلال الاطلاع 

وتمّ الحصول عمى شروط استقرار مكافئة لشروط استقرار الحمول  ،تفاضميةممل المعادلات ال من
 المقاربة تحت تأثير اضطرابات صغيرة. 

 أهمية البحث:  -1

أىمية التطبيقات الضاغطة في دراسة استقرار حل لى إظيار أىمية النقطة الثابتة و ييدف البحث إ
 الممل المدروسة. 

 مشكمة البحث: -3

لما لو من أىمية بالغة في الحياة  والتكامل الكسرينظراً للاىتمام المتزايد بموضوع التفاضل 
ولتوضح تأتي مشكمة البحث لتسمط الضوء عمى ىذا الموضوع  ،العممية والدراسات التطبيقية

 ،وخواص النقطة الثابتة في دراسة ممل المعادلات التفاضمية الكسريةتقنيات استخدام  كيفية
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تفاضمية من  -وتوظيف مبدأ النقطة الثابتة لمحصول عمى استقرار حل مممة معادلات تكاممية
 مرتبة كسرية.

 مواد البحث: -4

 [9] وتعاريف:مفاهيم 

 إن  الدالة غاما تعر ف بالشكل: (: 2)تعريف 

   1

0

;Re 0tt e dt Z



     

 تحقق الدالة غاما الخواص التالية: و 
    1     

 1n n    
1

2


 
  
 

 

من أمل التابع : (1)تعريف    1 ,t L a b  لمتابع  نعرّف تكامل ريمان _ ليوفيل t 
 بالعلاقة: 

 
 

    
0

11
.......... 1

t

t

t dt


  





   


 

حيث: 
0, , , 1t t n n     ,n 

: و   يتحقق أن 
   

        

0 01) ;

2) ; ,

t t

t g t t g t       

      

        
 

 مؤثر المطابقة. حيث 

   متابعليوفيل ل –تكامل ريمان  لنومد(: 1)مثال  t t    :ّ0باعتبار أن

1
0,

2
t   
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 ( نكتب:1حسب العلاقة ) 

                  

 

 

1

2

0

1 3 3

2 2 2

0

1
;

1

2

1 1 4 1

1 5 3

2 2

t

t

t t d t u

t u u du t t

    







    
 

 
 

   
   

    
   





 

 ليوفيل:  –قاق الكسري حسب ريمان الاشت (:3)تعريف 

من أمل التابع     1 ,t L a b   لمتابع  ريمان _ ليوفيلمشتق نعرّف t بالعلاقة: 

   
 

    
0

11
......... 2

tn
nn n

n

t

d
D t D t t d

n dt

    


       
   

 حيث: 

0; , , , 1t t n n      

 : يما يمويتحقق 

   0 01) ;D t t D      

        2) ; ,D t g t D t D g t              

: تابعليوفيل لم –مشتق ريمان  لنومد(: 1مثال ) t t   :ّباعتبار أن

0

1
0 ,

2
t   

حسب العلاقة  2  :نكتب 
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   

 

1 1 1
1 1

2 2 2

0 0

1 1 1 1 3

2 2 2 2 2

0 0 0

3 3 3 1

2 2 2 2

1 1

1 1
1

2 2

1 1 1 2
2

3

1 2 1 4 2
2

3 3

t t

tt t

d d
D t t d t d

dt dt

d d d
t d t d t

dt dt dt

d d
t t t t

dt dt

     

  

  

  

 

     
   

     
   

   
                  

   

   
        

   

 

 

 

 الاشتقاق الكسري حسب كابتو:  (:4)تعريف 

ما  تابعيعرّف مشتق كابتو ل   1 ,t L a b   :بالعلاقة 

   
 

    
0

1( )1
......... 3

t
nn n n

t

D t D t t d
n

    


 

       
   

0; , , , 1t t n n      

 لدينا:  ويتحقق
   

        

0 01) ;

2) ; ,

D t t D

D t g t D t D g t       

 

  

    

     
 

: تابعمشتق كابتو لم لنومد (:3مثال )  2t t   :ّ0باعتبار أن

1
0 ,

3
t   

 ( نكتب: 3بالاعتماد عمى العلاقة ) 

     
1 11 1

1 123 33 3
0

0 0 0

1 2 2 5 5 5 5

3 3 3 3 3 3 3

0 0

1 2 2
2 ;

1 2 2
1

3 3 3

2 2 3 3 2 3 3 6 1

2 2 2 22 5 2 5 5

3 3 3 3

t t t

tt

D t t d t d t d t

t d t t t t

      
  



           
     

        
     

     
               

                      
       

  


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 : الجداء الالتفافي لتابعين (:5)تعريف 

نسمي المداء التالي لمتابع  t  مع التابع g t  :بالمداء الالتفافي 

           
0 0

t t

t g t t g d g t d              

 تابع ميتاج ليفمر:  (:6تعريف )

 بالعلاقة:  يعرّف تابع ميتاج ليفمر بوسيط واحد 

 
 0

; ,
1















    

 
 

,كما يعطى تابع ميتاج ليفمر بوسيطين    :بالعلاقة 

 
 

,

0

; , ,


 


 
 







    

 
 

 من الشكل:  و الصيغة العامة لتابع ميتاج ليفمر المعرّف بمصفوفة 

 
 

 
,

0

; , ,



 


 
 







    

 
 

 بعض الحالات الخاصة: 

   

     

0 1

2 1 2

1
; 1 ,

1

1
, l

e

e
ch





       
 


      



 

 ليفمر يمكننا الحصول عمى أنّ: -من تعريف تابع ميتاج

     ,1 : 1      

(: إنّ دالة ميتاج ليفمر 2)  ,1 t   ىي دالة متناقصة بالنسبة لt  كما أنيا محدودة بالعدد
      أنّ:  واحد أيّ  ,1 1t     0 1  :يوضّح ذلك الرسم البياني التالي ، 
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 (: تحويل لابلاس:7تعريف )

يعطى تحويل لابلاس لتابع  t  :بالصورة 

      
0

;stF s t e t dt s



    L 

 من خواصو: 
          

              

1) ; ,

2)

t g t t g t

t g t t g t F s G s

          

      

L L L

L L L
 

 تحويل لابلاس العكسي: (:8تعريف )

 يعطى تحويل لابلاس العكسي وفق العلاقة: 

          1

0

1
; Re ....... 4

2

c i

st

c i

t F S e F s ds c s s
i

 



 

      L 

 من خواصو: 
          

        

1 1 1

1

1) ; ,

2)

F s G s F s G s

F s G s t g t

       



   

   

L L L

L
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  [1] تحويلات لابلاس المستخدمة في الدراسة:

    

      

      

  
 

 

1
1 ( )

0

1
( 1)

0

1
1 ( )

, 1

1)

2) 0 ; 1

3) 0 ; 1

; Re

n

n

p p

p

J t s F s

D t s F s s n n

D t s F s s n n

p s
t t s

s

 

    



    



 
  


 







 





 






 




 



 

      

      


    





L

L

L

L

  

 نذكر حالات خاصة لمعلاقة الأخيرة:

 0 من أملp   نحصل عمى 

  1

,

s
t t

s

 
 

  





   L 

 0 من أمل,p     نحصل عمى 

  1

,

1
t t

s

 

  




   L 

 0 من أمل, 1p    نحصل عمى 

  
1

,1

s
t

s




 






  L 

 (: النقطة الثابتة: 9تعريف)

إذا  Fفي نفسيا ندعو النقطة نقطة ثابتة بالنسبة لمتطبيق تطبيقاً لممموعة Fليكن
ىي النقطة ذاتيا أي أنّ  Fكانت صورتيا وفق التطبيق F x x. 

 (: التطبيق الضاغط: 22تعريف )

ليكن ,X d  :فضاءً مترياً وليكن التطبيق 
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   

:

, , ; ,

F X X

x y F x y x y X



 
 

0تطبيقاً ضاغطاً إذا ومد عدد  Fندعو التطبيق 1  ومستقل عن,x y ويحقق 

   , ,d Fx Fy d x y 

مستقراً إذا ومد من أمل كل  المدروسة: يكون الحل الصفري لممنظومة 11تعريف 
0   عدد مومب     0بحيث إذا كان( )x t   ٍعندئذ 

( )x t     0وذلك من أمل كلt   

إذا كان  مستقر استقراراً مقارباً  المدروسة يكون الحل الصفري لممنظومة: 11تعريف 
مستقراً وومد عدد     0بحيث أنو إذا كان( )x t   :ّفإن  0

t
Lim x t


 

 مبرهنة باناخ لمنقطة الثابتة:(: 2)مبرهنة 

بفرض أنّ  ,X d فضاء متري تام وF  تطبيق ضاغط من الفضاء المتري في نفسو
 يممك نقطة ثابتة وحيدة. Fعندئذٍ التطبيق الضاغط

لنفرض أنو من أمل التابعين  [2] تمهيدية: t  و g t  المستمرين عمى الفترة 0 ,t t 
بحيث و   0g t   0و, 0r    حيث, r  :ذا كان  ثوابت وا 

   
0

( ). ( )

t

t

t g r d        

 عندئذ نستطيع أنّ نكتب: 

     
0

1 0 0 1( ) exp ( ) ; ....... 4

t

t

t r t t g d t t t   
 

     
 
 
 

  تدعى مترامحة مرونوال وىي أداة ىامة لتقدير تقارب الحل. (4)المترامحة 

 ليفمر الخواص التالية:  -تحقق دالة ميتاج :1لازمة 
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   

 

   

1

, 2

,

1 ;0 1

2 ; 1 , 1,2,

t

t

t

t e

t e

t e








 



 



  







    

  

    

 

1حيث  2,   .ثوابت مومبة 

تحقق:  بفرض أنّ مميع القيم الذاتية لممصفوفة: 1لازمة  arg ( )
2

spec


   

2عندئذٍ تومد ثوابت مومبة  10, 0   :ّبحيث أن 

 

 

1

, 1

0

2 1

,2 2

0

1)

2)

t

t

d

d

 

 

 

 

   

   





  

  





  

 سنقوم الآن بدراسة منظومة المعادلات 

       , ( ) ; 0 1D x t x t x t t x t          

حيث سنومد حل ىذه المنظومة مستخدمين تحويل لابلاس ليذا الغرض، نوضح ذلك من 
 خلال المبرىنة القادمة. 

 : منظومة المعادلاتبفرض أنو لدينا  [6,10] (:1مبرهنة )

       

 
 

0

, ( ) ; 0 1
............ 5

0

D x t x t x t t x t

x x

 
       




 

المدروسة  ممنظومةمصفوفة الأمثال الموافقة ل حيث  n،  0,t  ،  
0, nx x  :ّوأن 

  : 0, n n     ًلمنظومةإنّ حل ا ،تابع معطى فرضا  5  يعطى وفق مومود و
 العلاقة: 
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           

       
1

1

,1 ,

0

,

0

0 ( )

( ) , ( ) 6

t

t

x t t x t t x d

t t F x d


 

  



 

   

    



        

     





 

الإثبات: بأخذ تحويل لابلاس لطرفي العلاقة  5 : 

        ( ) ( ) ( ) , ( )D x t x t x t t x t

     L L L L 

 1( ) (0) ( ) ( ) , ( )s X s s x X s X s F s x s      

 
1 1

( ) (0) ( ) , ( )
1 1 1

s
X s x X s F s x s

s s s



  

 
  

  
 

 بأخذ تحويل لابلاس العكسي: 

   
1

1 1 1 1

0

1
( ) ( ) , ( )

1 1 1

s
X s x X s F s x s

s s s



  


        

       
      

L L L L 

           1 1

,1 0 , , , ( )x t t x t t x t t t F t x t    

    

             

         

     

1

,1 0 ,

0

1

,

0

( )

( ) , ( )

t

t

x t t x t t x d

t t F x d

 

  

 

 

   

    





          

    





 

1َ   باعتبار أنّ ملاحظة:     منظومة المعادلاتحل  5  :يصبح بالشكل 

             ,1 0 ,1 ,1

0 0

( ) ( ) , ( ) 7

t t

x t t x t x d t F x d  

                       

 

: تابع مستمر حيث   ليكن  [1,2,6] :(3) مبرهنة : 0, n n    ،  وبفرض ومود
 مومب تابع t،  إذا حقق التابع :الشروط التالية 
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 

   

   
1

0

1) ,0 0

2) , ( )

3) 0

t

t

t

t x t t x

t d




   




 

  

 

 

الحل  يكون عندئذٍ قسميا الحقيقي سالب( مستقرة )القيم الذاتية لـ  وبفرض أنّ المصفوفة 
 منظومةالصفري لم 5   اً مستقر . 

 منظومةالإثبات: إنّ حل ال 5 (6) يعطى بالعلاقة  

 خذ نظيم الطرفين نحصل عمى: أب

             
1 1

0 , ,

0 0

( ) ( ) ( )

t t

x t x t t x d t t x d
  

            
 

              

 

 بفرض أنّ: 

     
1

, 1 , 2( ) ( )t t M t M
  

     


          

لاحظ ىنا أنً  ) 
1

2 1t M M





   ) 

 حسب مترامحة مرونوال نكتب: 

        11

0 1 2 0 2 1

0 0

( ) ( ) ( ) exp

t t

x t x M M t x d x M t M d
        


 
             

 
 

 

برىنة مباستخدام شرط ال   
1

0

0

t

t
t d


   




     نمد   

1

2

0

0
t

t

t d


   




   

   مصفوفة مستقرة  وحيث أنّ 
1

0 0

t

d

t
e

 




 

1حيث أنّ:  2,M M  .ثوابت مومبة 
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مما سبق نمد بأنّ   0
t
Lim x t


  ،منظومةإذاً الحل الصفري لم  5  .مستقر 

 المستمر:بفرض أنو لدينا التابع  [4,10] :(4) مبرهنة : 0, n n    ،حققي والذي 
 الشروط التالية: 

 

       

   
0

,0 0

2 , ,

3 0

t

t

t

t x t y t x y

d



  


  

     



 

حيث أنّ   t المدروسة  منظومةعندئذٍ ال ،مومب تابع 5  تممك حل وحيد x t  والحل
               . اً مستقر ليا يكون  الصفري

0لنفرض أنّ:  الإثبات:

1 21

x
r

M M


 
1 حيث  2 1M M ،  :لنأخذ الممموعة

  0, , nT Ԑ  =Ԑ  الفترة المعرفة عمىكل التوابع المتميية المستمرة و  ىي عبارة عن فضاءو 

 0,T  :مع النظيم
 

 
0,

sup
nt T

x x t


     

     حيث:   1 2( ), ( ),......., ( )nx t x t x t x t 

 فضاء باناخ مع النظيم السابق. ل عممياً يمثّ  Ԑ  نّ إ

 بالشكل: Ԑ  Ԑ :F لنعرّف التطبيق: 

           0 ,1 ,1 ,1

0 0

( ) ( ) ( ) , ( )

t t

F x t x t t x d t x d  

                    

 

 : Ԑ في الفضاء r ىانصف قطر  rمغمقة لنأخذ كرة 

 ;r x x r    

 أنّ: نلاحظ 
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                 , , ,0 ,0 , ,0 ,0 0 0t x t x t t t x t t t x t x                

 

rxمن أمل    أنّ: لنثبت الآن  rF x   أن: أي لنثبت r rF   

           0 ,1 ,1 ,1

0 0

( ) ( ) ( ) , ( )

t t

F x t x t t x d t x d  

                        

 

     0 1 2 1 2

0

1

t

x r T r d r M M r M M r              

 ( ) rF x t  

حيث اعتبرنا       2 1

0

;

t

T M d M      

 ضاغط:  Fلنثبت الآن بأنّ 

         

 

 

,1 ,1

0 0

1

2 1

1

( ) ( )

t t

F x F y t x y d t x y d

T M x y

M M x y

 

      



            

     

   

 

 

1 كون 2 1M M   ًإذاF تممك حلًا وحيداً. (5) إذن المنظومة ضاغط  

لنثبت الآن بأنّ  ( ) 0
t

F x t

  

 لدينا: 
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       

   

,1 ,1

0 0

0 0

( ) , ( ) ( ) , ( )

( )

t t

t t

t x d t x d

x d r d

 

        

      

         

  

 

 

 

باستخدام شرط المبرىنة  
0

0

t

t

d  

 

    أنّ: نمد  

   ,1

0

( ) , ( ) 0

t

t
t x d

    


      

كما أنّ                                            0 ,1 0
t

x t 


   

 ( ) 0
t

F x t


  

حسب مبرىنة باناخ لمنقطة الثابتة  ضاغط Fكون  ( ) ( )F x t x t  إذن( ) 0
t

x t

 

إذاً الحل الصفري لممنظومة  5 .مستقر 

 : منظومةبفرض أنو لدينا ال: (5) مبرهنة

         , ( ) ........... 8D x t x t x t t x t 

      

x(0)0مع الشرط الابتدائي:  x  ،0 1  

 منظومةإنّ حل ال 8  :مومود ويعطى وفق العلاقة 

             
1 2 1

,1 0 , ,2

0 0

( ) ( ) ( ) , ( )

t t

x t t x t t x d t t x d
   

            
 

              

 

الإثبات: نطبق تحويل لابلاس عمى طرفي العلاقة  8  :فنحصل عمى 
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        

 

 

1

0

1

0

( ) ( ) ( ) , ( )

( ) ( ) ( ) , ( )

( ) 1
( ) , ( )

1 1 1

D x t x t x t t x t

s X s s x X s X s s F s x s

s X s
X s x s F s x s

s s s

 

  




  



 




     

    

  
  

L L L L

 

 نطبق تحويل لابلاس العكسي: 

    

      

1
1 1 1 1

0

1 1 1 1

0 ,1

( ) 1
, ( )

1 1 1

1
( ) ( ) , ( )

1 1

s X s
X s x s F s x s

s s s

x t x t X s s F s x s
s s




  

 

  


    

    

     
        

      

   
         

    

L L L L

L L L L

 

         1 1

0 ,1 , ,( ) , ( )x t x t t t x t t t t x t     

    

             

       

     

1

0 ,1 ,

0

1

,

0

( )

( ) , ( )

t

t

x t t t x d

t s t s s x s ds

 

  

  

 

   




        

      





 

       

       

1

0 ,1 ,

0

1 1

,

0 0

( )

1
( ) , ( )

( )

t

t s

x t t t x d

t s t s s x d ds

 

  

 

 

   

   




 

        

 
       
  



 

 

 لنحسب التكامل: 

 

 
       

1 1

,

0 0

1
( ) , ( )

t s

t s t s s x d ds
 

     


  
        

  
  

 
       

1 1

,

0 0

1
( ) , ( )

t s

t s s t s x d ds
  

    


 
       

   
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 
 

 
   

1 1

00

1 ( 1)
, ( )

t t

x t s s dsd


  

 

   
  


  




   

  
  

 حيث: 

 
   

 
,

0

1
( )

t s
t s

 



 
  





 
   

 
 

 لنحسب التكامل: 

   
1 1

1

t

t s s ds
  




  

    

dsبفرض   dy t s y     

 إذاً: 

     
0

1 11 1

1

0

t

t

y t y dy y t y dy


    



 


    



         

 
1

1 1

0

1

t
y

t y dy
t


  




    

   
 

 

yباعتبار  
z

t 



 

       
1

1 1 11

1

0

1t t z z t dz
      
          

     
   

 
2 1 2 1

,
2

t t
      

     
 

      
     

 
 

 نعوض فنحصل عمى: 

 
 
 

       
2 1 2 1

,2

00 0

( )
, ( ) ( ) , ( )

2

t tt
t x d t t x d




  

 



        

 


 



 
          

 
 
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 حل المنظومة المدروسة  إذن

             
1 2 1

,1 0 , ,2

0 0

( ) ( ) ( ) , ( )

t t

x t t x t t x d t t x d
   

            
 

              

 

المستمر:  بفرض أنو لدينا التابع : (6) مبرهنة : 0, n n    

والذي يحقق الشرط  ,0 0t   مومب تابعوبفرض ومود : t  فإذا تحققت الشروط
 التالية: 

   

   
2 1

0

1) ,

2) 0

t

t

t x t x

t d




   




  

 
 

الحل عندئذ  قسميا الحقيقي سالب(،مستقرة )القيم الذاتية لـ  وبفرض أنّ المصفوفة 
 منظومةالصفري لم 8 .مستقر 

 منظومةالإثبات: إنّ حل ال 8  :يعطى بالشكل 

             
1 2 1

,1 0 , ,2

0 0

( ) ( ) ( ) , ( )

t t

x t t x t t x d t t x d
   

            
 

              

 

 بأخذ نظيم الطرفين نحصل عمى: 

               
1 2 1

,1 0 , ,2

0 0

( ) ( ) ( )

t t

x t t x t t x d t t x d
   

             
 

               

 

         
2 1

0 1 2

0 0

t t

x t x M x d M t x d


      


        

 حسب مترامحة مرونوال: 
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      2 1

0 2 1

0

exp

t

x t x t M d


   
 

      
 
 

باستخدام شرط المبرىنة    
2 1

0

0

t

t
t d


   




        نمد

   
2 1

2

0

0

t

t
t d


   




   

مصفوفة مستقرة     وحيث أنّ 
1

0 0

t

d

t
e

 




 

حيث أنّ: 
1 2,M M  .ثوابت مومبة 

مما سبق نمد بأنّ   0
t
Lim x t


  ،منظومةإذاً الحل الصفري لم  8  .مستقر 

 المعادلات التفاضمية الكسرية:  منظومةبفرض أنو لدينا (: 2مثال )

         1 2, ( ) ; ( ) ( ), ( )D x t x t x t t x t x t x t x t

       

(0)مع الشرط الابتدائي:  0x   

:   بحيث أن  
   

   

111
2 2 24
1 2

111
2 2 24
1 2

1
1

1 1 12
, , ,

1 1 21
1

2

t x x

t x t

t x x







 
   

      
  

  
 

 

أنّ: نلاحظ  ,0 0t  

   
2 2

11 1 11 1

2 2 2 24 2 4 2
1 2 1 2

1 1
, ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

2 2
t x t t x x t x x t x

    
           

   

 

حيث أنّ:          
11

4
1

1
2

t t


  

 كما أنّ: 
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         
11 91 11 1

1
4 42 4 2

0 0 0

7 1

1 1 4 2
1

52 2

4

t t t

t s s ds t s s ds t s s ds t



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   
     
         

 
  
 

  

 

 حيث أنّ: 
1 3 7 7 3 1 5 5

,
4 4 4 4 4 4 4 4

             
                        
             

 

 

   
9

1
4

0

7 1 1
5

4 2 4
0

5 3
2 42

4 4

t

t
t s s d s t


 





     
        
         

   
     
   

 

 

إذاً:    
1

0

0

t

t
t s s ds







  

 (3بحسب المبرىنة ) والحل مستقر

 المعادلات التفاضمية التكاممية الكسرية:  منظومةبفرض أنو لدينا (: 1مثال )

          1 2, ; ( ), ( )
T

D x t x t x t t x t x x t x t 

      

 

 

 

3
1

4

1

3
2

4

2

( )1
1

5 1 ( )1 2 1
, , ( ) ,

0 3 4( )1
1

5 1 ( )

x t
t

x t
t x t

x t
t

x t







 
 

   
       

   
  

 

نلاحظ بأنّ:  ,0 0t  
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 

2 2
3 3

2 1 24 4

1 2

( ) ( )1 1
, ( ) ( 1) ( 1)

5 1 ( ) 5 1 ( )

x t x t
t x t t t

x t x t

    
              

 

   
2 2

3 3
2 2 2

4 4
1 2

1 1
1 ( ) ( ) 1

5 5
t x t x t t x

                
 

       
3 3

4 4
1 1

, ( ) 1 ; 1
5 5

t x t t x t t
  

      
 

 

         
3 11 3 1

2 1
4 42 4 2

0 0 0

1 1

1 1 2 4
1

35 5
5

4

t t t

t s s ds t s s ds t s s ds t



    

   
    
         

 
 
 

  

 

إذاً:     
2 1

0

0

t

t
t s s ds







  

 (.6)والحل مستقر حسب المبرىنة 

 :الخلاصة

توصمنا إلى إمكانية تطبيق مبدأ النقطة الثابتة لباناخ المستخدم في  لال ىذه الدراسةمن خ
nدراسة استقرار حل مممة معادلات تفاضمية من مرتبة  N حل  عمى دراسة استقرار 

  ة من مرتبة كسرية مممة معادلات تفاضمي
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