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  المنظومات الهاملتونيةدراسة في 
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 الملخص 
بعض   البحث  هذا  في  الفوضوي قدمنا  السلوك  فهم  على  تساعد  التي  المفاهيم 

دخال اضطرابات صغيرة عليها. بعد تعريف متحول الطاقة  إ بعد    للمنظومات الهاملتونية
تابع   و  الطاقة  متحول  بين  تربط  رياضية  علاقة  بإيجاد  قمنا  الهاملتونية,  للمنظومة 

زاحة الزمنية من خلال تأخير زمني  كما قمنا بتعريف تابع ال ميلنيكوف لهذه المنظومة.  
قمنا أيضاً بتعريف تصوير جديد    ي الشروط الابتدائية للمنظومة.ضطراب ف الايتوافق مع  

فضاء   نقاط  التصوير  هذا  في  اعتبرنا  حيث  الطاقة,  متحول  على  بالاعتماد  للمعاودة 
الطاقة.   لتابع  المحلية  النهايات  تمثل  التي  نتائج  لالموضع  البحث  نهاية  قدمنا في  قد 

 تطبيق هذه الطريقة على منظومة دفينغ فاندر بول الشهيرة.  
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Abstract 
This work is an attempt to understand the chaotic behavior 
arising in a perturbed Hamiltonian system. After introducing 
the energy variable of such system, we established a relation 
between this variable and the well-known Melnikov Function 
of this system. Accordingly, we introduced the time-shift 
function which is a time delay corresponding to a given 
perturbation in initial conditions. Also, we defined a new 
return map related to the energy variable in which we 
consider the points of peak energy in the phase space of 
such system. Application of this method to the well-known 
Duffing van der Poll system and results are included at the 
end of this paper.  
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Return Map, Perturbation.  

 مقدمة:   .1

تعتبررر الفوضررى بررالمفهوم اادبرري واللغرروي مفهومرراً قررديماً, حيررث تظهررر كمفررردة لغويررة 
فرري و الغريرق. أمرا  القردماء وكمفهروم أدبري فري روايرات وقصرص اعلهررة عنرد الرومرا 

من قبرل  تم اكتشافهإلى حدٍ ما,    ,جديد    مفهوم  هي  الفوضى  , فالرياضي الحديثالمفهوم  
منظومررة الطقررت الترري كررا  يمثررل لنمررو ر رياضرري الررديناميكي جررا ب ال[ فرري 1نز ]الررور 

 .  هذا الباحث  ايعمل عليه

 بشركلٍ عرام مجرالات العلرومجميرع جذب العديد من الباحثين في ي  الفوضى  مفهومزال  ي  لا
يمكرن تصرني   , حيرثلدراسته و كتابة اابحاث الجديردة حولرهبشكلٍ خاص  والرياضيات  

 هذه الدراسات و اابحاث ضمن صنفين أساسيين  

(a)  دراسرررات و أبحررراث تهرررتم بإيجررراد قررروانين و معرررايير محرررددة ت كرررد وجرررود أو عررردم وجرررود
 السلوكية الفوضوية في المنظومة الديناميكية, أي مسألة التنب  بالفوضى.  

(b)  السلوك الفوضروي للمنظومرة الديناميكيرة فري و التحكم بدراسات و أبحاث تهتم بالسيطرة
 , أي مسألة التحكم بالفوضى.  ذلكمختلفة لالق  ائطر الساليب و ااحال وجوده و تحديد  

ااخيرررة نتررائج هامررة و متميررزة تتعلررق بمسررألة التنبرر  و  خمسررةظهرررت فرري العقررود ال قرردو 
 ابعكترر ,وُضررعا العديررد مررن المعررايير للتنبرر  بالسررلوكية الفوضرروية للمنظومررة الديناميكيررة

ميلنيكررروف و معررراملات ليرررابونوف ااسرررية و بُعرررد الجرررا ب الرررديناميكي للمنظومرررة. وقرررد 
[, و لا يرزال 11-2الرتحكم ]ظهرت أيضراً العديرد مرن اابحراث ااخررت المتعلقرة بمسرألة 

 البحث جارياً عن طرائق و معايير جديدة.  

 طرائق ونتائج البحث:   .2
النظرية الدراسة  على  البحث  هذا  خلال  والثباتات    البحتة   سنعتمد  البحث  لموضوع 

سنقوم بتدعيم هذه النتائج بتطبيق عملي يدعم ما سنحصل    كما   لنتائج البحث. اللازمة  
 عليه من نتائج.  
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 :  الدراسة النظرية و المناقشة  .3

 من أجل أي تابع  
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 حيث أ   ب
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 تالية  ديناميكية الالمنظومة  نعرف ال  بالتالي يمكن أ  و

 
( )

( )

1
1 1 2

2
2 1 2

,

,

dx
F x x

dt

dx
F x x

dt


=


 =


   

 و التي يمكن كتابتها بالشكل المصفوفي التالي  

( )
d

dt
=

x
F x                                (1) 
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)هي مصفوفة العمود    xحيث أ    )1 2

T
x x  . 

 

ترررابع  Hسرررمي الترررابع ي كمرررا ,( منظومرررة ديناميكيرررة هاملتونيرررة1سرررمي المنظومرررة )ت
 المنظومة بأنها تملك تكاملًا أولياً من الشكل  هذه  تتميز  و   لمنظومة.هذه اهاملتو  ل

( )1 2,H x x C=                             (2) 

 الرذيو  (1) يسمى ثابا الطاقة للمنظومرة الديناميكيرة  ,هو ثابا اختياري   Cحيث أ   
فررري  لمنظومررةهرررذه االمختلفررة ليحرردد سرروية الطاقرررة للنقطررة المتحركرررة علررى المسرررارات 

مستوي الطور  
1 2X OX  . 

 سرررجية المنظومررة تملررك نقطررة هررذه أ  ,برردو  المسررام بعموميررة المسررألةو  ,سررنفر 
(Saddle Point)  تنطبرق مرن أجلهرا المنطرويتين المسرتقرة  في مبدأ الحداثياتوحيدة

يردعى فري هرذه   الرذيو  (  Separatrixو غير المستقرة لتشكلا  معراً منحنري الفصرل )
, كمررا هررو موضرر  فرري ( للمنظومررةHomoclinic Orbitدورة هوموكلينيررة )الحالررة 
 .  (1الشكل )

 متحول الطاقة و تابع ميلنيكوف:   .3.1

) بإدخرررال اضرررطراب دوري صرررغير مرررن الشررركل  , )t f x  علرررى الطررررف اايمرررن مرررن
2من أجل أي تابع  (,  1المنظومة ) 2: + →f    يحقق أ 

2( , ) ( , )   ;     ,  0t t t+ =    f x f x x 
حيث أ    +    ,من الشكل  سنحصل على منظومة مضطربة موافقة هو دور التابع 

( )  ( , )
d

t
dt

= +
x

F x f x                       (3) 

0 باعتبررار أ   1  فإننررا نتوقررع انزيرراط النقطررة السرررجية للمنظومررة عررن مبرردأ ,
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)إلرررررى الموضرررررع  Oالحررررردثيات  )O   وانفصرررررال وانكسرررررار الاتصرررررال الهومررررروكليني
)المتنوعتين المستقرة   )sL    وغير المستقرة( )uL  للنقطة السرجية  . 

 

 
 . غير المضطرية (1) شكل نمو جي لمستوي طور المنظومة(: 1)  الشكل
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 انكسار الاتصال الهوموكليني في المنظومة المضطربة.  (:  2الشكل  )

 

 

المنظومة ) امتلاك  ثابتتين  1لاحظ أيضاً  لنقطتين   )
1O    و

2O    المحور على 
1OX 

مركزين مستقرين للمنظومة. كما أنه يمكن دائماً اختيار تابع هاملتو  للمنظومة  هما  
0Cبحيث توافق القيمة   منحني الفصل و بحيث يمكن تصني  مسارات المنظومة    =

 بالشكل  

المسار   .1
0  0  الذي يوافق قيمة ثابا الطاقةC , أي أ   =

0  ( 0)C  =

  . 

المسارات   .2 0C  التي توافق قيم ثابا الطاقة  −  أي أ ,   ( 0)C −  

  . 

المسارات   .3 0C  تي توافق قيم ثابا الطاقةال   +  أي أ ,   ( 0)C +  

  . 

( المعادلة  تص   أ   نتوقع  )2كما  المضطربة  المنظومة  مسارات  يصب  ( 3(  بحيث   , 
الطاقة   أ     Cثابا  أي  المضطربة,  المنظومة  في  الطاقة  متحول  ندعوه  متحولًا 

( ),C C t= x . ,نجد أ    ,( بالنسبة للزمن 2طرفي العلاقة )باشتقاق و بالتالي 

( ) ( ) 1 2

1 2

,   
dC d H dx H dx

t H
dt dt x dt x dt

 
= = +

 
x x  

 بما أ   و 

 ( ) ( )2 1

1 2

   ,    
H H

F F
x x

 
= − =

 
x x   
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 نجد أ    , (3) المنظومة   و باستخدام

( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) 

2 1 1

1 2 2

,  ( , )

                           ( , )

dC
t F F f t

dt

F F f t





= − +

+ +

x x x x

x x x

        

 ( ) ( ) ( )1 2 2 1,  ( , )  ( , )
dC

t F f t F f t
dt

= −  x x x x x   

 بالشكل   fو   F  تابعينلو بتعريف الجداء الخارجي ل

 
1 2 2 1  F f F f = −F f   

 تصب  العلاقة ااخيرة بالشكل  

( ) ( ) ( ) , ,
dC

t t
dt

= x F x f x                  (4) 

(  3أ  النقطة المتحركة في مستوي الحالة للمنظومة المضطربة )تبين    ااخيرة  العلاقة
( المضطربة  للمنظومة غير  المختلفة  الطاقة  بين سويات  تنتقل  تبقى  1سوف  بحيث   )

المنظومة  التغيرات   على  إدخاله  تم  الذي  الاضطراب  مع  متناسبة  و  صغيرة  طاقة 
 ااساسية.  

)  وعتين المستقرة الوضع النسبي بين المتن[  2تحدد طريقة ميلنيكوف ] )sL     غير  و
)  المستقرة )uL     السرجية )للنقطة  )O   ,  ميلنيكوف تابع  يحدد  حيث 

0( )M t  
في لحظة زمنية  البعد بين هاتين المتنوعتين 

0t   و الذي يعطى بالتكامل التالي 

 ( ) ( ) 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ),M t t t t t t dt
+

= −  −
−

F q f q   

  مثلتحيث  
0 0( )t t−q    غير المنظومة  في  الفصل  لمنحني  الوسيطية  المعادلات 

)و  المضطربة.   العلاقة  السا4بتعويض  ميلنيكوف  تابع  عبارة  في  تابع  صب   يبقة,  ( 
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 بالشكل  ميلنيكوف  

( )0 0 0( )  ( ),
dC

M t t t t dt
dt


+

= −
−

q               (5) 

 
وجدت لحظة زمنية في حال   (3) مسار المنظومة المضطربة(: 3الشكل ) 

0t   يكو  من أجلها
( )0 0M t = . 

المعنى الفيزيائي لتابع ميلنيكوف, حيث تبين هذه العلاقة أ  تابع    خيرةتبين العلاقة اا
على كامل المدار الهوموكليني للمنظومة    يمثل التغير الكلي لمتحول الطاقةميلنيكوف  

)منحني الفصل(. فإ ا وجدت لحظة زمنية معينة  
0t    يكو  من أجلها( )0 0M t =  ,

و  المستقرة,  أي  غير  و  المستقرة  المتنوعتين  بين  تقاطع  مسار  جود  من  نتوقع  فإننا 
المنظومة المضطربة أ  يتأرج  على جانبي منحني الفصل بحيث ينتقل بين المسارات  

 و    − في الشكل    للمنظومة غير المضطربة ليشكل مساراً غريباً كالمسار المبين  +
(3  .) 

 زاحة الزمنية:  تابع ال  .3.2

)لنعتبر مساراً   )tx  ( يحقق الشرط الابتدائي  3للمنظومة المضطربة )( ) 0

0t =x x  ,
مجاوراً   مساراً  لنعتبر  )و  )tx  المسار الابتدائي    لهذا  الشرط  يحقق 

( ) 0

0t = +x x e   أ حيث   ,0 1     و( )1 2

T
e e=e   متجه هو 

 , أي أ   واحدة في مستوي الحالة للمنظومة
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 ( )
( )

1

2

   ;    0 2
e Cos

e Sin


 



 =
 

=
   

)و لنعتبر الحالة التي يمر فيها المسار   )tx  1  من نقطةx  مستوي الحالة في   في  

ما   زمنية  لحظة 
1t    فيها )يكو   )1

1, 0
dC

t
dt

=x  بحساب الفقرة  هذه  في  سنهتم   .

  يالزمن الفارق  
t    للمسار  اللازم( )tx    بنقطة يمر  )لكي  )1

1 tt  = +x x 

)يتحقق فيها أ    )1

1, 0t

dC
t

dt
 + =x  . 

لسهولة المسألة, سوف نعتبر أ   
1 0t t=   أي أ , 

 ( ) ( ) ( )0 0 0

0 0 0, 0   ,    , 0   ;    t t

dC dC
t t t

dt dt
   = + = = +x x x x   

و باستخدام الحدود من    باستخدام منشور تايلور  وافٍ,  صغير بقدرٍ ك   بفر  أ   
 الدرجة ااولى فقط, سنجد أ  

0 (0) (0)

 0 {  }( , )te F f t   = + + +x x x  

 و باستخدام الشرط  

  0  0  ( ( ), ) 0t t

dC
t t

dt
  + + =x   

 سيكو   

 
   ( , )t K t = x   

 حيث أ   
2

 1 2
( , )  {( ) ( )} /

d C
K t e f F e

dt
 = −   +  x         (6) 
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و  لك بشرط أ  يكو   
2

2
0

d C

dt
   حيث أ ,F

x

 
=  

 
و    

1

f

x

 
 =  

 
هي    

للتابعين   اليعقوبية  التابع    fو    Fالمصفوفات  سندعو  كما  الترتيب.  على 
 ( , )K t x   .تابع الزاحة الزمنية 

( أهمية كو  المشتق الثاني  6تبين العلاقة )
2

2

d C

dt
لمتحول الطاقة غير معدوم. ففي    

فيها    xالنقاط   يكو   )التي  )
2

2
, 0

d C
t

dt
=x    ما زمنية  لحظة  تابع  ,  tفي  فإ  

الزمنية للمسارين    يكو    الزاحة  سيكو   أنه  أي  موجود.  غير  بالتالي  و  معرف  غير 
س بالتالي  و  مختلفتا ,  ديناميكيتا   عن    تباعدا  تالمتجاورين  )أسي(  سريع  بشكل 

  كية الفوضوية في سلوك المنظومة. و بالتالي فإنه مما سي دي لظهور الدينامي  بعضهما
بعضهما من  قريبا   المسارا   كا   مهما  يبتع  و  و  يتفرقا  أ   بد  بعضهما.    دافلا  عن 

الحالة سندعو  )  لذلك  ),tx    عندها يكو   0التي 
dC

dt
)و    = )

2

2
, 0

d C
t

dt
=x 

 نقطة حرجة للطاقة.  

 تطبيق:   .4

 ( الموافقة للتابعين  1لنعتبر المنظومة الديناميكية ) 

( ) ( )

3

2

                   

0

1  Cos

x y
F

y x x

f
p x y q t

    
=    −   


 
  − +  

 

,حيث أ    ,p q    .هي وسطاء للمنظومة  ات قيم موجبة 

[, و قد قمنا بدراسة هذه  10فاندر بول ]  -تدعى هذ المنظومة منظومة هزاز دفينغ  



 الطاقة تمتحول و   المنظومات الهاملتونية دراسة في  

42 
 

 و هو  ا استنتار تابع ميلنيكوف لهالمنظومة و 

( ) ( )  Sin
0

tM t Aq D=  − 

 حيث أ   

   
2     Sech

2
A

 
 

 
=  

 
   

4

15
D p=  

 (, وجدنا أ   4و باستخدام العلاقة )

 ( ) ( )2 1  Cos   p x y q t
dC

y
dt


 

− +  
=   

( الشكل  للمنظومة1يبين  الحالة  فضاء  المضطربة   (  الوسطاء  غير  قيم  باستخدام  و   .
3q 3و    = 0.1و وضع    = المنظومة التي بينا وجود  , قمنا برسم مسارات  =

0.07p  السلوكية الفوضوية في المنظومة من أجل كما  (.  3في الشكل )  ةموضحال  =
0.08pوجود سلوكية غير الفوضوية من أجل  بينا   (.  4في الشكل ) ة موضحال =

 
وجود لحظة زمنية   عدم  ( في حال3مسار المنظومة المضطربة )(: 4الشكل ) 

0t   يكو  من أجلها
( )0 0M t = . 

 :  والمقترحات نتائج ال .5
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الديناميكية   المنظومات  أهمية نظرية ميلنيكوف في دراسة  البحث  بينا نتائج هذا  لقد 
الهاملتونية, حيث توفر هذه النظرية آلية حسابية للتنب  بوجود السلوكية الفوضوية في  
دراسة   في  ميلنيكوف  لنظرية  الكبيرة  ااهمية  استنتار  يمكن  كما  المنظومات.  هذه 

  أي منظومة ديناميكية يمك إرجاعها إلى شكل مضطرب  المنظومات الديناميكية, لكو
 لمنظومة هاملتونية.  

و قد بينا الدراسة النظرية المقدمة خلال هذا البحث الارتباط الوثيق من خلال العلاقة  
( التي قمنا باستنتاجها بين تابع ميلنيكوف و متحول الطاقة الذي قمنا بتعريفه في  6)

العلا هذه  قدما  البحث, حيث  في  هذا  الموجودة  الفوضوية  للسلوكية  جديداً  تفسيراً  قة 
 المنظومات الهاملتونية.  

المنظومة  في  الطاقة  سوية  سطوط  و  منحنيات  لدراسة  ااهمية  تولى  أ   يجب 
للمنظومة   ( 6المعطى بالعلاقة )  الهاملتونية و التوسع في دراسة تابع الزاحة الزمنية 

ن الحصول عليها على مسألة التنب  و التحكم  لما نتوقعه من انعكام النتائج التي يمك 
اابحاث   في  عليه  بالتركيز  سنقوم  ما  هذا  و  الديناميكية,  المنظومات  في  بالفوضى 

 المستقبلية.  
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