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 الممخّص

أمثميات المقعرة الموافقة لمسألة -القيم السرجية المحدبةلمسألة  الحمول المثمىاليدف من ىذا البحث ىو إيجاد 
طريقة الأنظمة الديناميكية المستمرة  . يتم ذلك بتطبيقمقيدة ذات متحولين في فضاءات ىمبرت حقيقية محدبة

ثم ومن المقارب،  Lyapunovتحميل التقارب العام نحو الحل الأمثل باستخدام تحميل ، حيث يتم شبيية نيوتن
وتتقارب بضعف نحو   minimizing/ maximizing ن مسارات النظام الديناميكي المقترح تحقق خاصيةإثبات أ

 الحل الأمثل.
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Abstract 

The aim of this paper is to find the optimal solutions for the saddle-valued convex-

concave problem corresponding to the linear constrained convex optimization problem 

with two variables in real Hilbert spaces. This is achieved by applying the  continuous 

Newton-like dynamical systems, the global convergence towards the optimal solution 

is analyzed by using Lyapunov asymptotic analysis, then, it is demonstrated that the 

trajectories of the proposed dynamical system fulfill the minimizing / maximizing 

property and converge weakly towards the optimal solution. 
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  مقدمة.   1.
ذات أىمية عالية من الناحيتين النظرية  ةطيخد و ر المسائل الأمثمية المحدبة ذات المتحولين والمقيدة بقيب  عت  ت  

اص عندما ت در س في فضاءات ىمبرت حقيقية غير منتيية الأبعاد إذ أنيا في ىذه الحالة خوالتطبيقية، وبشكل 
تطبيقات في ال وبعض أنظمة التحكم الأمثلو  الألعابو  المعادلات التفاضمية الجزئيةكتمفة خمبمجالات  ت ط بَّق

  .  [1,5,8,10,11] وغيرىا، الميكانيك

تابعان محدبان وينتميان إلى صف التوابع القابمة              ؛فضاءات ىمبرت حقيقية       لتكن
 المسألة خطيان ومستمران.مؤثران              ؛  والذي يرمز لو بـ  للاشتقاق حتى المرتبة الثانية

  الآتية:مسألة مالتي تكون حلًا ل    من فضاء الجداء الديكارتي  (   ) العناصرإيجاد هي  المطروحة

   
       

* ( )   ( )               +                                          (   ) 

 augmented) لاغرانج الموسع تعتمد عمى تعريف تابع (   )ألة استراتيجية العمل مع المستعتمد 

Lagrangian function)  المعرف بالعلاقة الآتية           ، وىو التابع ابيالمرفق: 

   (     )     ( )   ( )   〈       〉  
 

 
 .    حيث   ‖     ‖

 .   ومقعر بالنسبة إلى  (   )مقعر، ويقصد بذلك أنو محدب بالنسبة إلى  -ىو تابع محدب    نشير إلى أن

أي إيجاد    الموسع  لتابع لاغرانج (saddle point)  نقطة سرجيةيؤول إلى إيجاد  (   )ممسألة إيجاد حل لن إ
(̅  ̅  ̅ )العناصر  : المتراجحة الآتية تحققالتي        

  ( ̅  ̅  )    ( ̅  ̅  ̅)    (     ̅)                                          (   ) 

(     )وذلك أياً كانت  ، (   )أو ما يكافئيا (   ) حل المسألة  من أجلالطريقة الكلاسيكية .       
، وىي [7,6,9,14,15] ، (alternating direction method of multipliers) طريقة الاتجاىات المتناوبةىي 

 من الشكل الآتي: طريقة تكرارية

(     ) لتكن  +(        )*ج متتالية نت  ت  ، عندئذ فإن طريقة الاتجاىات المتناوبة كيفيةنقطة بدء      
 من العلاقات الآتية:       في 

{

     (    )          (         )                             (   )

    (    )          (           )                         (   )

             (           )                                          (   )

 

إلى  (   ) (   ) (   )كل من العلاقات خطوة، تحتاج أي في كل           بشكل عام، من أجل كل 
نقوم  المقال. في ىذا العديد من المسائل لا يمكن تطبيق ىذه العلاقات بصيغيا الدقيقة و فيإذ أن ،الحل بطريقة ما

  .[2,3,4] بتطبيق الأنظمة الديناميكية المستمرة شبيية نيوتن (   ) (   ) (   )بإيجاد حل لكل من العلاقات 
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 دف البحث.ه

تعميم طريقة الأنظمة الديناميكية المستمرة شبيية نيوتن من حالة إيجاد أصفار مؤثر مضطرد أعظمي عام إلى 
 حالة إيجاد حمول مسائل القيم السرجية المتعددة المتحولات.  

 مواد وطرائق البحث.
كما  ،ألة إيجاد أصفارىات عط ى بعض التعاريف والمفاىيم الأساسية التي تتعمق بالمؤثرات المضطردة الأعظمية ومس

  طريقتي نيوتن المنظمة والاتجاىات المتناوبة. تستخدم كل من 

 . تعاريف ومفاهيم أساسية.2
  .〈   〉 فضاء ىمبرت حقيقياً معرَّف عميو الجداء الداخمي الذي يرمز لو بالرمز  ليكن 

-   ,  يقال عن تابع  •  ، (absolutely continuous function) مستمر بالإطلاقإنو     حيث    
  : يالآت الشرطتحقق إذا  ، [4]

𝜀من أجل كل  𝜂، يوجد     يكون: ,     -   بحيث إنو من أجل كل أسرة منتيية من المجالات    

      ∅             ∑|     |    𝜂  ∑‖ (  )   (  )‖   𝜀 

ويسمى مؤثر التدرج    تابعاً محدباً وقابلًا للاشتقاق، عندئذ يرمز لمشتقو بالرمز       إذا كان  •
(gradient operator)  متراجحة التحدبوىو مؤثر وحيد القيمة ويحقق المتراجحة الآتية والتي تسمى    لمتابع : 

  𝜉      (𝜉)   ( )  〈  ( ) 𝜉   〉 

  :إذا تحققت المتراجحة ،[13] ، (monotone operator)مضطردمؤثر نو إ      عن المؤثر يقال •

    ( )     ́   ( ́)     〈   ́    ́〉                                 (   ) 

غير محتوى في  إذا كان بيانو (maximal monotone operator) مضطرد أعظمينو إ  عن المؤثر  يقال •
 .  ر معرف عمى الفضاء خبيان أي مؤثر مضطرد آ

مسألة إيجاد أصفار المؤثر المضطرد .  مؤثراً مضطرداً أعظمياً معرفاً عمى فضاء ىمبرت       ليكن  •
 التي نحقق الآتي:     ىي مسألة إيجاد العناصر  ، الأعظمي 

   ( )                                                                    (   ) 
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 continuous Newton-like dynamical) طريقة الأنظمة الديناميكية المستمرة شبيية نيوتنت ح  ر  اقت   لقد

systems)  من قبل كل منAttouch and Svaiter  نقدم فيما يأتي الأفكار الأساسية لحل ىذه المسألة.  [2]في
  ليذه الطريقة.

ينتمي إلى صف المؤثرات القابمة   المؤثرحالة معروفة وىي أن نبدأ أولًا من  (   )من أجل إيجاد حل لممسألة 
 مد  خست  ت    ، من أجل إيجاد أصفار المؤثر ةفي هذه الحال.   نرمز لمشتقو بـ ،    للاشتقاق حتى المرتبة الأولى

  متتالية في  وتنتج كيفية     من  ىي طريقة تكرارية تبدأو  Levenberg-Marquardtطريقة تنظيم 
 من العلاقات الآتية: 

 (  )  (      (  )  ) (
       

   
)                                   (   ) 

 .متتالية أعداد حقيقية موجبة +  *، و  ىو المؤثر الواحدي عمى       حيث 

  :الشكل لتأخذ، المستمرةالأنظمة الديناميكية بواسطة  (   )معلاقة ل صياغة [2]في   Attouch and Svaiter مد  ق

 ( ) ̇( )    ( ( )) ̇( )   ( ( ))                                           (   ) 

( )̇ يث ح  
 

  
ىو تابع حقيقي  ( )   والتطبيق  ، بالنسبة لمزمن  ( )   التطبيق  ىو مشتق ( ) 

 لاحظة أن مموجب القيم. ب

  
 ( ( ))  عمى الشكل الآتي:  (   )، نستطيع كتابة ( )̇ (( ) )   

,
  ( )   ( ( ))                                                                       

 ( ) ̇( )   ̇( )   ( )                                                          (   )
   

 الشكل الآتي: تأخذ  (   )إلى حالة المؤثر المضطرد الأعظمي العام ]المتعدد القيم[، عندئذ  الآن ننتقلل

,
  ( )   ( ( ))                                                                                     

 ( ) ̇( )   ̇( )   ( )                                                                      (   )
 

من أجل حل مسألة إيجاد أصفار  [2]بيو نيوتن والمقترح في النظام الديناميكي المستمر ش (   )تشكل العلاقات 
 .(   )مؤثر مضطرد أعظمي، أي المسألة 

دراسة في  ص ختتم، (   )المقت ر ح بيدف إيجاد الحمول لممسألة  (   )استراتيجية العمل مع النظام الديناميكي 
ببعض فيما يأتي  لنذكر. عندما يسعى الزمن نحو اللانياية  نحو صفر لممؤثر  (   )تقارب مسارات النظام 

 . لاحقاً في دراستنا د مخت ست  التي النتائج 
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 ومحدوداً من الأدنى، وكان بالإطلاق، اً مستمر تابعاً    ,   ,   كان إذا :  [lemma 5.1 ,4] 2.1مبرهنة
 المتراجحة ، (for almost all)،      لكل تقريباً يحقق  (,   ,)    

  
 ( ) عندئذ النياية  ( )  

  .  موجودة في  ( )        الآتية 

 اً مستمر تابعاً  (,   ,)                 كان إذا :  [lemma 5.2 ,4] 2.2مبرهنة
ذا تحققت أيضاً  (,   ,)     وكان ،وغير سالببالإطلاق  المتراجحة      لكل تقريباً ، وا 

 

  
 ( ) ( )        عندئذ يكون   ( )      

  نفرض أن  لكل مساراً ما،    ,   , ( ) و   في خالية مجموعة غير   لتكن :   [12] 2.3مبرهنة

( ) ‖      فإن النياية الآتية   من  بالنسبة  )  نقطة لاصقة ضعيفة  موجودة، وأن كل ‖  
 :يكون عندئذ  تنتمي إلى (     لمتبولوجيبا الضعيفة المعرفة عمى

   
   

( ( ))                            

 مفيوم ليبيغ.  حسب: جميع التكاملات في ىذا المقال ىي ملاحظة

 النتائج ومناقشتها. 3.
 بالشكل الآتي:       ,    , ( ) لنعرف التطبيق 

 ( )  .
  ( )

  ( )

  ( )

/  (
  ( ( ))       ( )

  ( ( ))       ( )

  ( )    ( )

, 

عمى كل من العلاقات ، [2,3]الأنظمة الديناميكية المستمرة شبيية نيوتن طريقة نستطيع تطبيق  عندئذ
النظام الديناميكي المستمر شبيو نيوتن والمطبق عمى طريقة  وبالتالي نحصل عمى، (   ) (   ) (   )
  ىو بالشكل الآتي: و الاتجاىات المتناوبة 

λ( ) ̇( )     ( ( )) ̇( )       ̇( )    ( ( ))       ( )   

    ̅        ̅                                                                                                      (   ) 

λ( ) ̇( )     ( ( )) ̇( )       ̇( )    ( ( ))       ( )   

    ̅        ( )                                                                                                  (   ) 

λ( ) ̇( )   (  ̇( )    ̇( ))   (  ( )    ( ))                                     (   ) 
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̅  :حيث     ̅  الناتج من حل (trajectory)ىي المسار (   )في  ( )  عنصران مثبتان كيفيان،   
 عمى كل مجال مغمق ومحدود ىو تابع مستمر بالإطلاقو  تابع التنظيم  ,    - ,    , ( )λ و ،(   )

 كما أنو قابل لممكاممة ،    لكل تقريباً موجود  ( )λ̇المشتق  فإن وبالتالي ،       -   , من الشكل 
 .      -   ,عمى كل مجال مغمق ومحدود  حسب مفيوم ليبيغ

 ,2] حل عام قويىو        ,    , (( )  ( )  ( ) )أن  وصاعداً  من الآن نفترضس

Definition 2.2]  ،(strong global solution)  لمجممة (   ) ̅   ̅ )وأن   (   )   ̅) نقطة        
  كيفية مثبتة.

(   ) مسارات النظامالعلاقات اليامة التي تحققيا بعض  نثبت صحة في المبرىنة الآتية  (   ) . 

   :صحيحة المتراجحات الآتية تكون،  ,    ,    (for almost all) كلتقريباً أجل  من 3.1مبرهنة 

〈   ( ( )) ̇( )       ̇( )  ̇( )〉                                            (   ) 
〈   ( ( )) ̇( )       ̇( )  ̇( )〉                                            (   ) 
〈  ̇( )    ̇( )  ̇( )〉                                                                     (   ) 

( )   لدينا برهان.ال  :نيكو  ,    ,  كل لوبالتالي  أعظمي مؤثر مضطرد        

〈  ( (   ))       (   )  .  ( ( ))       ( )/   (   )   ( )〉      

. وبشكل مشابو نبين (   )العلاقة فنجد    ونأخذ النيايات عندما    عمى يرةخالمتراجحة الأ نقسم طرفي
 ∎. (   ) و (   ) كل من العلاقتين صحة

 مسار حل عام قوي  لمنظام الديناميكي       ,    , (( )  ( )  ( ) )ليكن  3.2مبرهنة 
(   ) ̅   ̅ )، ولتكن (   )   ̅)  عندئذ:، كيفياً مثبتة  نقطة       

̅   ̅ )    غير متزايد، والتابع  (̅  ( )  ( ) )    التابع   غير متناقص. (( ) 

 (   )كما نشكل الجداء الداخمي لمعلاقة ،  ( )̇ بالمتجو  (   )لنشكل الجداء الداخمي  لمعلاقة   البرهان.
 نجد: الناتجتيننجمع المعادلتين ، و  ( )̇ بالمتجو 

〈  ( ( ))       ( )     ̅        ̅  ̇( )〉  〈  ( ( ))  ̇( )〉   

 〈     ( )     ̅        ( )  ̇( )〉   λ( )‖ ̇( )‖  λ( )‖ ̇( )‖   
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 〈   ( ( )) ̇( )       ̇( )  ̇( )〉  〈   ( ( )) ̇( )       ̇( )  ̇( )〉 

( )λمع الفرض أن  (   ) (   )نستخدم العلاقتين   نحصل عمى:   

〈  ( ( ))       ( )     ̅        ( )  ̇( )〉  〈  ( ( ))  ̇( )〉   

 〈     ( )     ̅        ( )  ̇( )〉  〈    ( ( )   ̅)  ̇( )〉    

 وبحساب المشتق 

  
 يرة عمى:خنحصل من العلاقة الأ (̅  ( )  ( ) )  

 

  
  ( ( )  ( )  ̅)    〈 ( )   ̅     ̇( )〉                            (   ) 

( )λبما أن و  ( )̇  بالمتجو   (   )لنشكل الجداء الداخمي لمعلاقة   العلاقة نجد باستخدام           
( )  〉أن:  (   )    ( )  ̇( )〉  وبحساب المشتق ،    

  
 نجد:  (( )  ̅  ̅ )  

 

  
  ( ̅  ̅  ( ))  〈 ( ( )   ̅)   ( ( )   ̅)  ̇( )〉                     (   ) 

بالاستفادة من ، و مضطرد أعظمي ( )(     )مقعر، ومنو مؤثر التدرج  〈( )̇       〉  ( )  التابع 
 تعريف المؤثر المضطرد، يمكننا أن نثبت أن: 

〈 ( )   ̅     ̇( )〉                                                         (   ) 

 :نستطيع إثبات أنبشكل مشابو، 

〈 ( ( )   ̅)   ( ( )   ̅)  ̇( )〉                               (    ) 

 نحصل عمى:   (   )في  (    ) العلاقة ، ونستبدل(   )في  (   )العلاقة  ستبدلن

 

  
  ( ( )  ( )  ̅)    

 

  
  ( ̅  ̅  ( )) 

 ∎غير متناقص.  (( )  ̅  ̅ )   أنغير متزايد، و  (̅  ( )  ( ) )  والتي تعني أن 

الناتجة من النظام        ,    , (( )  ( )  ( ) ) المساراتأن  في المبرىنة الآتيةالآن سنبين 

(   )الديناميكي  تصغّر/ تكبّر تابع  ، أي أنيا مساراتminimizing/ maximizingخاصية الـ  تحقق (   ) 

 لاغرانج الموسع.
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(̅  ̅  ̅ )  ولتكنغير متزايد،  ( )λفرض أن التابع ب 3.3مبرهنة  عندئذ كل  كيفياً، مثبتةنقطة        

(   ) الديناميكي لمنظام (( )  ( )  ( ) ) مسار حل عام قوي  يحقق الآتي:  (   ) 

  ( ( )  ( )  ̅)    ( ( )  ( )  ( ))    ( ̅  ̅  ( ))                     (    ) 

 .البرهان

(̅  ̅  ̅ )بداية لا بد من تعريف بعض التوابع التي تساعد في إثبات ىذه المبرىنة. نفرض أن         

  : كيفية مثبتة، ونعرّف التوابع الثلاثة الآتيةنقطة 

∅ ( )   ( )  〈 ̅   〉  
 

 
‖     ̅‖                               (    ) 

∅ (   )   ( )  〈 ̅   〉  
 

 
‖     ‖                           (    ) 

∅ (     )    (     )  〈    ̅    ̅〉                                 (    ) 

 ( ) ∅طي، فنجد أن ختابع   ‖ ‖والنظيم  〈   〉مي ختابع محدب، ومن كون كلًا من الجداء الدا ( ) بما أن 

 نجد أن  مقعر بالنسبة إلى    كون بالفرض محدب. ومن  ( ) محدب لأن   (   ) ∅تابع محدب، كذلك 

 .  مقعر بالنسبة إلى    ∅

 نحصل عمى:  و    كل من بالنسبة إلى  ∅نشتق التابع ، كما  بالنسبة إلى   ∅نشتق التابع 

  ∅ ( )    ( )     ̅            ̅                                  (    ) 

  ∅ (   )    ( )     ̅                                      (    ) 

  ∅ (   )                                                                     (    ) 

  نحصل عمى:  بالنسبة إلى   ∅  التابع كذلك نشتق

  ( ∅ )(     )          ̅    ̅                                    (    ) 

 بالعلاقات الآتية:  ( )   ( )   ( )  التوابع نعرف 
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  ( )  ∅ ( ̅)  ∅ ( ( ))  〈 ( )    ̅   ( ( ))       ( )     ̅        ̅〉     (     ) 

  ( )  ∅ ( ( )  ̅)  ∅ ( ( )  ( ))  〈 ( )    ̅   ( ( ))〉                        

 〈 ( )    ̅      ( )     ̅        ( )〉                                                             (    ) 

  ( )  ∅ ( ( )  ( )  ̅)  ( ∅ )( ( )  ( )  ( ))                                        

 〈 ( )    ̅   ( )    ( )    ̅    ̅〉                                                                     (    ) 

 أنمحدب، نجد  (   ) ∅ ( ) ∅بالاستفادة من متراجحة التحدب، وبما أن كلًا من التابعين 

   ( )      ( ) ( )   نجد أن،   مقعر بالنسبة إلى (     ) ∅، وبما أن التابع       . 

  نحصل عمى:  بالنسبة الى            التوابع نشتق كل من
 

  
   ( )  〈 ( )    ̅    ( ( )) ̇( )       ̇( )〉                                                 (    ) 

 

  
   ( )  〈 ( )    ̅    ( ( )) ̇( )       ̇( )〉   〈 ( )    ̅     ̇( )〉            (    )    

 

  
   ( )   〈 ( )    ̅   ̇( )     ̇( )〉                                                                      (    ) 

 أن: نلاحظ

 

  

λ( )

 
,‖ ( )   ̅‖  ‖ ( )   ̅‖ -  λ( )〈 ( )   ̅  ̇( )〉   

 λ( )〈 ( )   ̅  ̇( )〉  
λ̇( )

 
,‖ ( )   ̅‖  ‖ ( )   ̅‖ -                       (    ) 

( ) )بالمتجو  (   )لنشكل الجداء الداخمي لمعلاقة  بالمتجو  (   )نشكل الجداء الداخمي لمعلاقة أيضاً ، (̅  
( ( ) ينتج لدينا من  ، (    ) (    ) (    ) السابقة العلاقات باستخدام، و الناتجيننجمع  ، (̅  

 أن: (    ) (    ) العلاقات

 

  
* 
λ( )

 
 (‖ ( )   ̅‖  ‖ ( )   ̅‖ )    ( )    ( )+   

 ∅ ( ̅)  ∅ ( ( ))  ∅ ( ( )  ̅)  ∅ ( ( )  ( ))   〈 ( )   ̅     ̇( )〉          (    ) 

 نجد: (    ) (    ) بملاحظةو  (   ) من
∅ ( ̅)  ∅ ( ( ))  ∅ ( ( )  ̅)  ∅ ( ( )  ( ))   
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   ( ̅  ̅  ( ))    ( ( )  ( )  ( ))  〈 ( )   ̅  ( ( )   ̅)    ( ( )   ̅)〉       (    ) 

 : (    ) في (    )ستبدلن

 

  
* 
λ( )

 
 (‖ ( )   ̅‖  ‖ ( )   ̅‖ )    ( )    ( )+   

   ( ̅  ̅  ( ))    ( ( )  ( )  ( ))  〈 ( )   ̅  ( ( )   ̅)   ( ( )   ̅)〉      (    ) 

  :نثبت أن (    ) (   ) بشكل مشابو لبرىان المتراجحات

〈 ( )   ̅  ( ( )   ̅)   ( ( )   ̅)〉                                   (    ) 

 :(    ) في (    )  العلاقة ستبدلن
 

  
* 
λ( )

 
 (‖ ( )   ̅‖  ‖ ( )   ̅‖ )    ( )    ( )+    ( ̅  ̅  ( ))    ( ( )  ( )  ( )) 

 (    ) 

( )λ من كون التابع

 
 (‖ ( )   ̅‖  ‖ ( )   ̅‖ )    ( )  طرفي و بمكاممة غير سالب، ( )   

 جد:ن      -   ,عمى مجال  (    ) العلاقة

  ( ( )  ( )  ( ))    ( ̅  ̅  ( ))   

 
 

 

λ( )

 
 ‖ ( )   ̅‖  

 

 
*
λ( )

 
‖ ( )   ̅‖    ( )    ( )+ 

 جد: ن      عندما  لطرفي المتراجحة الأخيرة ذ النياياتخبأ

  ( ( )  ( )  ( ))    ( ̅  ̅  ( ))               ̅      ̅                      (    ) 

  بالمتجو  (   )لمعلاقة  الداخميلنشكل الجداء   

 
( ( )   ̅)  : 

 
 

 
λ( )〈 ( )   ̅  ̇( )〉  〈 ( )   ̅   ̇( )    ̇( )  (  ( )    ( ))〉            (    )  

 نلاحظ أن: 

 

  
( 

λ( )

  
‖ ( )   ̅‖ )   

λ( )

 
〈 ( )    ̅  ̇( )〉  

λ̇( )

  
‖ ( )   ̅‖          (    ) 

وبالتالي  غير موجب ( )  التابع بما أن ، و غير متزايد  ( ) بما أن و  (    ) (    ) (    ) العلاقاتمن 
   ( )  نحصل عمى:  (    ) العلاقة منو    
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.
λ( )

  
‖ ( )   ̅‖    ( )/    ( ( )  ( )  ̅)    ( ( )  ( )  ( )) 

)من كون  و     -   ,عمى مجال  بالمكاممة
λ( )

 
‖ ( )  جد: غير سالب، ن (( )    ‖̅  

  ( ( )  ( )  ̅)    ( ( )  ( )  ( ))  
 

 
.
λ( )

  
‖ ( )   ̅‖    ( )/ 

 :     النيايات عندما ذ خنأ

  ( ( )  ( )  ( ))    ( ( )  ( )  ̅)                                       (    ) 

 ∎. (    ) نستنتج صحة العلاقة  (    ) (    ) نيالعلاقتمن 

 . من أجل دراسة السموك المقارب لممسارات   لمجموعة النقاط السرجية لمتابع   نرمز بـ 

     الآتي: الغير سالب تعريف التابعب نقوم،        ,    , (( )  ( )  ( ) )

   ( )  
 

 
‖ ( )   ̅‖  

 

 
‖ ( )   ̅‖  

 

  
‖ ( )   ̅‖  

 

λ( )
,  ( )     ( )    ( )- 

  (    ) 

، وبالتالي الشرط اللازم لكي     مصغر/ مكبر لمتابع   (( )  ( )  ( ) )أن المسار  3.3وجدنا في المبرىنة 
 ( ) التابع  بعد اشتقاق .∅  ، أي أن يكون   تكون ىذه المسارات محدودة ىو أن توجد نقاط سرجية لمتابع 

   نحصل عمى:  بالنسبة إلى 

 

  
   ( )   

 

λ( )
(  

λ̇( )

λ( )
+ (  ( )    ( )    ( ))  

 

λ( )
〈 ( )   ̅     ̇( )〉   

 
 

λ( )
0  ( ( )  ( )  ̅)    ( ( )  ( )  ( ))  .  ( ̅  ̅  ( ))    ( ( )  ( )  ( ))/1   

 
 

λ( )
〈 ( )   ̅  ( ( )   ̅)   ( ( )   ̅ )〉                                        (    ) 

 تتحقق المتراجحة الآتية:    كل  ، ونفرض أنو من أجل تقريباً ∅  نفرض أن  3.4مبرهنة 

  
λ̇( )

λ( )
                                                            (    ) 

 صحيحاً:لدينا الآتي عندئذ 



 د. محمد سويقات  أ.   د. بشرى عباس   ليال علي         2021عام  9العدد   43مجلة جامعة البعث   المجلد 

000 
 

 من أجل أي .( ̅  ̅  ̅)  : ما يميتحقق ي، كما متناقصاً  ( )   يكون التابع    

* 
 

λ( )
[  ( ( )  ( )  ̅)    ( ( )  ( )  ( ))]  

 

λ( )
[  ( ( )  ( )  ( ))    ( ̅  ̅  ( ))]+ 

    (,   ,)                                                                                                          (    ) 
 

λ( )
(  ( )    ( )    ( ))     (,   ,)                                                            (    )    

 .محدود  (( )  ( )  ( ) ) المسار . 

.       ‖ ̇( )‖  ‖ ̇( )‖  
 

 
‖ ̇( )‖    (,   ,      )                   (    ) 

( )λبما أن .  .رهانالب   أن: (    ) (    ) (   ) العلاقات ، عندئذ نستنتج من      

 

  
   ( )   

 

λ( )
(  

λ̇( )

λ( )
+ (  ( )    ( )    ( ))   

 
 

λ( )
0  ( ( )  ( )  ̅)    ( ( )  ( )  ( ))  .  ( ̅  ̅  ( ))    ( ( )  ( )  ( ))/1 

(̅  ̅  ̅ ) أنبما  (̅  ( )  ( ) )   يكون،     أيضاً يكون،  (( )  ( )  ( ) )   

   ( ̅  ̅  ( ))   أن (    ) العلاقة ينتج من ذلك ومن،  (( )  ( )  ( ) )   

  
   ( ) الأمر الذي    

 نجد: (    ) (    ) (   ) العلاقات من متناقص. ( )    يعني أن

 

  
   ( )   

 

λ( )
[  ( ( )  ( )  ̅)    ( ( )  ( )  ( ))]   

 
 

λ( )
[  ( ( )  ( )  ( ))    ( ̅  ̅  ( ))    ( )    ( )    ( )] 

، حسب مفيوم ليبيغ غير سالبة، فيي توابع قابمة لممكاممةل الأقواس خالتي داوكل من التوابع متناقص    بما أن 
   (    ) (    ) كل من العلاقتين الأمر الذي يثبت صحة

 .متناقص نجد:  ومن كون   (    ) العلاقة من 

  
 

 
‖ ( )   ̅‖  

 

 
‖ ( )   ̅‖  

 

  
‖ ( )   ̅‖     ( )     ( ) 
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 .وداً والتي تقتضي ان المسار يبقى محد

لتكن  .( ̅  ̅  ̅)  ولنعرف التوابع الغير سالبة الاتية:نقطة مثبتة كيفية،     

  ( )     ( ( )  ( )  ( ))    ( ̅  ̅  ( ))                                     (    ) 

  ( )     ( ( )  ( )  ̅)    ( ( )  ( )  ( ))                                (    ) 

(̅  ̅  ̅ )نلاحظ أنو من كون  ̅  فإن        ̅   وبالتالي   

  
  ( ̅  ̅  ( ))    

 نشتق كل من التابعين لالآن 

λ( )
 و  ( )  

λ( )
 نجد: ( )  

 

  

 

λ( )
  ( )  

 

λ( )

 

  
  ( ( )  ( )  ( ))  

λ̇( )

λ
 
( )

  ( )                     (    ) 

 

  

 

λ( )
  ( )  

 

λ( )
,〈 ( )    ̅   ̇( )    ̇( )〉  〈 ̇( )   ( )    ( )〉-  

λ̇( )

λ
 
( )

  ( )        (    ) 

 بالمتجو   (   )لنشكل الجداء الداخمي  لمعلاقة 

λ( )
 بالمتجو  (   )، ولمعلاقة ( )̇ 

λ( )
 ̇( )  

 بالشكل:  تصبح المتراجحة السابقة فإن،  (   ) (   ) (   ) العلاقات ومن، ثم نجمع المعادلتين الناتجتين

‖ ̇( )‖  ‖ ̇( )‖  
 

λ( )

 

  
  ( ( )  ( )  ( ))   

 
 

λ( )
,〈 ( )   ̅   ̇( )    ̇( )〉  〈 ̇( )   ( )    ( )〉-             (    ) 

 نجد: (    )في  (    ) العلاقة نستبدل

 ‖ ̇( )‖  ‖ ̇( )‖  
 

  

 

λ( )
  ( )  

λ̇( )

λ
 
( )

  ( )   

 
 

λ( )
,〈 ( )   ̅   ̇( )    ̇( )〉  〈 ̇( )   ( )    ( )〉-               (    ) 

 بالمتجو    (   )لنشكل الجداء الداخمي لمعلاقة 

𝜌 ( )
 ينتج أن:   (    ) العلاقة ومن (   )من  ( )̇ 

 

ρ
‖ ̇( )‖  

 

  

 

λ( )
  ( )  

 

λ( )
〈 ( )   ̅   ̇( )    ̇( )〉  

λ̇( )

λ
 
( )

  ( )           (    ) 

 نحصل عمى:   (    ) (    ) العلاقتين نجمع
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‖ ̇( )‖  ‖ ̇( )‖  
 

ρ
‖ ̇( )‖  

 

  

 

λ( )
(  ( )    ( ))  

λ̇( )

λ
 
( )

(  ( )    ( ))  

 
 

λ( )
〈 ̇( )   ( )    ( )〉 

(̅  ̅  ̅ )بما أن  ̅  فإن        ̅  نحصل عمى:  (    ) العلاقة من    

‖ ̇( )‖  ‖ ̇( )‖  
 

ρ
‖ ̇( )‖  

 

  

 

λ( )
(  ( )    ( ))   

λ̇( )

λ
 
( )

(  ( )    ( ))  

      (    ) 

( )λ̇لدينا  (    ) العلاقة من

λ( )
 ومنو      

λ̇( )

λ
 
( )

 
 

λ( )
 بالشكل: (    )العلاقة وبالتالي  تصبح  

‖ ̇( )‖  ‖ ̇( )‖  
 

ρ
‖ ̇( )‖  

 

  

 

λ( )
(  ( )    ( ))  

 

λ( )
(  ( )    ( ))  (    ) 

 نحصل عمى:  -   ,نكامل الطرفين عمى مجال      من أجل أي 

∫ (‖ ̇( )‖  ‖ ̇( )‖  
 

ρ
‖ ̇( )‖ )  

 

 

 
 

λ( )
(  ( )    ( ))   

 
 

λ( )
(  ( )    ( ))  ∫

 

λ( )
(  ( )    ( ))  

 

 

 

( )  بما أن   ∎. المطموب نحصل عمى (    ) (    ) العلاقتين غير سالب وحسب ( )   

 بفرض أن: 3.5مبرهنة 

∫
 

 ( )
  

  

 

                                                         (    ) 

 نفرض أن المتراجحة الآتية صحيحة:    كل  ومن أجل تقريباً 

  
λ̇( )

 ( )
                                                                 (    ) 

(̅  ( )  ( ) )              عندئذ:                       ( ̅  ̅  ( ))         

يكون محدود، وكل النقاط اللاصقة    (( )  ( )  ( ) )فإن المسار  ∅  وعلاوة عمى ذلك إذا كانت 
 .  ىي نقاط سرجية لتابع لاغرانج الموسع  (( )  ( )  ( ) ) بالمسار

(̅  ̅  ̅ )لتكن  البرهان.  . نعرف التابعين الغير سالبين الآتيين:       
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  ( )  
 

λ( )
(   ( )    ( ))  

 

 
‖ ̅   ( )‖  

 

 
‖ ̅   ( )‖               (    ) 

  ( )   
 

λ( )
  ( )  

 

 ρ
‖ ̅   ( )‖                                                             (    ) 

مع استخدام  (    ) (    ) (   ) (    ) (    )  (   ) (   ) العلاقات ، من( )  نشتق التابع
 تؤدي إلى: (    )

 

λ( )
[  ( ( )  ( )  ̅)    ( ̅  ̅  ̅)]   

 

  
  ( ) 

 :نحصل عمىغير سالب     ومن كون  -   ,بمكاممة الطرفين عمى 

[  ( ( )  ( )  ̅)    ( ̅  ̅  ̅)]∫
 

λ( )
  

 

 

   ( )    ( )    ( ) 

∫نقسم الطرفين عمى 
 

λ( )
  

 

 
 : نحصل عمى (    )ونستخدم      نأخذ النيايات عندما و  

   
   

  ( ( )  ( )  ̅)    ( ̅  ̅  ̅) 

 وبالتالي:

   
   

  ( ( )  ( )  ̅)     
   

                                             (    ) 

( )   ومن كون ، (    ) (    ) (   ) العلاقات منحيث نجد ،   الآن لنشتق   العلاقتين خدامباستو    
 أن: (    ) (    )

 

λ( )
[  ( ̅  ̅  ̅)    ( ̅  ̅  ( ))]   

 

  
  ( ) 

 :نحصل عمىغير سالب     ومن كون  -   ,بمكاممة الطرفين عمى 

[  ( ̅  ̅  ̅)    ( ̅  ̅  ( ))]∫
 

λ( )
   

 

 

   ( )    ( )    ( ) 

∫نقسم الطرفين عمى 
 

λ( )
  

 

 
 عمى نحصل (    ) العلاقة ونستخدم     نأخذ النيايات عندما و  

        ( ̅  ̅  ( ))    ( ̅  ̅  ̅)      ̅   :منوو     

   
   

  ( ̅  ̅  ( ))     
 

                                             (    ) 

   ىو مصغر/ مكبر لمتابع  (( )  ( )  ( ) )أن المسار  (    ) (    ) نستنتج من العلاقتين
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مغمقاً  (            )مستمر، ومنو يكون       بالنسبة لكل من    نستنتج أن تدرج        بما أن 
(     ) الفضاء في كلًا  فإن   مصغر/مكبر لـ  (( )  ( )  ( ) ). بما أن المسار (     ) 
 و (( )  ( )  ( ) )       ( )  و  (( )  ( )  ( ) )       ( )   من 

  ( ) أي أن  .    تسعى نحو الصفر عندما  (( )  ( )  ( ) )       
       (  ( )   ( )   ( )) إلى نياية المسار  (        )، ولنرمز بـ (     ) 

 عندما يسعى الزمن إلى اللانياية، أي: (( )  ( )  ( ) )

   
    

( ( )  ( )  ( ))  (        ) 

/(( )   ( )   ( )  ) (( )  ( )  ( ) ).لدينا  ومن كون  (            )      
 :يكون لدينامغمق  (            )     

 ((        ) (     ))  وبالتالي: (            )      

(     )  (            )(        ) 

 ∎    لمتابعىي نقطة سرجية (        )الذي يعني أن أي نقطة لاصقة  

∫وأن  ∅  نفرض أن  3.6مبرهنة 
 

λ( )
  

  

 
𝜀، ونفرض أنو يوجد      بحيث يكون   

  
λ̇( )

λ( )
 𝜀                                                            (    ) 

 :ويكون    يتقارب بضعف نحو نقطة سرجية لتابع لاغرانج الموسع (( )  ( )  ( ) )المسار  عندئذ

   
    

 

λ( )
(  ( )    ( )    ( ))                                  (    ) 

(̅  ̅  ̅ ). نأخذ في ىذه المبرىنةمحققة  3.2  والمبرىنة 3.3  ةنلاحظ أن كل الفرضيات في المبرىنبرهان. لا  

   نجد: (    ) العلاقة ومن   
 

  
   ( )  〈 ̇( )  ( )   ̅〉  〈 ̇( )  ( )   ̅〉  〈

 

 
 ̇( )  ( )   ̅〉   

 
 

  

 

λ( )
(  ( )    ( )    ( ))                                                                (    ) 

 المسار محدود ومنو لدينا  3.4وبحسب المبرىنة ، (    ) (    )العلاقتين المتراجحة أعلاه من تنتج 

    ‖ ( )   ̅‖        ‖ ( )   ̅‖        ‖ ( )   ̅‖    

 عمى: نحصل (    )العلاقة  ومن +        *      ليكن 
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λ( )
(  ( )    ( )    ( ))   (‖ ̇( )‖  ‖ ̇( )‖  

 

 
‖ ̇( )‖* 

‖( )̇ ‖لدينا  3.4من المبرىنة   (    ) بحسب العلاقة  ‖ ̇( )‖  
 

 
‖ ̇( )‖ التابع  ، وبما أن   

(  ( )    ( )  نجد أن: 2.2المبرىنة  خداموباستغير سالب  (( )   

   
    

 

λ( )
(  ( )    ( )    ( ))      

 ، أي أن متزايدغير ( )    من جية ثانية بما أن التابع

  
   ( ) نستنتج أن  2.1فحسب المبرىنة   ،    

 النياية الآتية موجودة

   
    

,
 

 
‖ ( )   ̅‖  

 

 
‖ ( )   ̅‖  

 

 ρ
‖ ( )   ̅‖  

 

λ( )
(  ( )    ( )    ( ))- 

 :نستنتج أن النياية الآتية موجودةما سبق م

   
    

*‖ ( )   ̅‖  ‖ ( )   ̅‖  ‖ ( )   ̅‖+ 

(̅  ̅  ̅ )بما أن  حسب ف  كل نقاطو اللاصقة تنتمي إلى محدود و  (( )  ( )  ( ) )المسار  وبما أن   
 ∎.  يتقارب بضعف نحو نقطة محددة من  (( )  ( )  ( ) )نستنتج أن  2.3 مبرىنةال

 .والتوصيات الاستنتاجات
بدمج طريقة  وذلكألة أمثميات محدبة ذات متحولين ومقيدة في فضاءات ىمبرت حقيقية. مسدرست  المقال ىذا في

أثبتنا أن المسارات  وقد الاتجاىات المتناوبة مع الأنظمة الديناميكية المستمرة شبيية نيوتن لحل ىذه المسألة.
 ضعف نحو الحل الأمثل. بالناتجة من النظام الديناميكي المقترح تتقارب 

 . متحول بدلًا من متحولين[   متعددة المتحولات ] مسائل أمثمية إلى النتائج ىذه تعميمب ونوصي
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