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 الملخص: 

,𝑥)نقدم في هذا البحث طرائق جديدة لتوليد كرة فيثاغورية  𝑦, 𝑧, 𝑅)  

  𝑥بمعرفة المركبة  (1
 𝑧أو  𝑦بمعرفة المركبة  (2
    𝑅بمعرفة نصف القطر  (3

نستطيع معرفة الكرة الفيثاغورية التي مركزها وذلك ضمن شروط محددة لكل طريقة حيث 
𝑂  ونصف قطرها𝑅  وتحوي على محيطها النقطة الصحيحة(𝑥, 𝑦, 𝑧)   إذا استطعنا

,𝑥)معرفة إحدى المركبات الأربعة  𝑦, 𝑧, 𝑅) .فقط 
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Finding elementary Pythagorean spheres 
using only one of the components(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑅) 
                                   (1) Mariam Khaled Al- Nedewy 

(2) Dr. Abd Albaset Alkhateeb         (3)Dr. Mohamed Nur Shamma 

Summary: 

In this paper we present new method for generating a Pythagorean 
sphere (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑅): 

1) Given the component 𝑥, 
2) Given the component 𝑦 𝑜𝑟 𝑧, 
3) Given the radius 𝑅. 

This is within specific conditions for each method of finding out 
the Pythagorean sphere with center 𝑂 and radius 𝑅, and 
containing its correct circumference (𝑥, 𝑦, 𝑧) , if we can know 
only one of the four compounds:(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑅). 

Key words:Sphere, Pythagorean sphere, generation 
Pythagorean sphere, 

Pythagorean radius R, Pythagorean Point, greatest common 
divisor, remainder. 
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 :ودراسة مرجعية مقدمة البحث

وتحقق وجوود نقطوة علوى  𝑅ونصف قطرها  𝑂هي كرة مركزها  الكرة الفيثاغورية:تعريف 
  :مركباتها طبيعية سطحالأقل على ال

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑁      ,    𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 

صووحيحة إن البحووث عوون الكوورات الصووحيحة أموور قووديم يبحووث عنوو  العلمووا  لمعرفووة النقوواط ال
هنوواك جهوود كثيوورة لتوليوود  .𝑅الواقعوة علووى الكورة المركزيووة التووي نصوف قطرهووا عودد صووحيح 

أي توليووووود رباعيوووووات فيثاغوريوووووة   ;كووووورات فيثاغوريوووووة وبالتوووووالي نقووووواط صوووووحيحة تقوووووع عليهوووووا
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑅) ∈  𝑁4  وتحقووووق𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2    (1,2,2,3) :مثوووول الرباعيووووة 

𝑅ونصف قطرها  (1,2,2)قطة هي كرة تحوي الن = 3  . 

تطووور علووم نظريووة الأعووداد وعلووم  حتووى طريقووة توليوود هووذا الرباعيووات بعوو  الوقووت توورترت
 .م ذلك على الكرات الفيثاغوريةم  الدوائر الفيثاغورية ثم ع  

,𝑎)طريقوة جديودة فوي توليود الكورات الفيثاغوريوة  [ 2 ]قودمت الدراسوة  𝑏, 𝑐, 𝑑)  بالاعتمواد
 كمايلي: بتينأول مركعلى 

,𝑎لوويكن  𝑏 ∈ 𝑍+  أن  فوور و لن 𝑎2 + 𝑏2 = 𝑚    وأنΩ  أحوود عواموولgcd (𝑎, 𝑏)     
𝑐   : لنضعو  =

𝑚−Ω2

2Ω
𝑑 و               = 𝑐 + Ω         

 : وفق التحديدات التالية Ωولننتقي 

𝑚إذا كانت  (1 = 2𝑙    حيث𝑙 ∈ 𝑍+ ،  عندها يجب أن يكونΩ عدد زوجي. 
𝑚كانووت إذا  (2 = 2𝑙 + عوودد فووردي لأجوول  Ω)فووردي( عنوودها يجووب أن يكووون   1

 . 𝑐القيم الصحيحة لو 
𝑚يمكن اعتبار أن  𝑐من أجل القيم الموجبة لو  (3 > Ω2 . 



,𝒙)إحدى المركبات فقط  إيجاد كرات فيثاغورية أولية باستخدام 𝒚, 𝒛, 𝑹)   
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 سنناقش الحالات السابقة  

أعوووداد    𝑚,Ωفوووردي أو العكوووا عنووودها يجوووب أن يكوووون  𝑏زوجوووي و  𝑎إذا كووان  -1
,gcd (𝑎أحد عوامل  Ωفردية وتكون  𝑏)  أو مضاعفات. 

 : ( 𝟏) مثال

𝑎      :لدينا العددينبفر   = 12  , 𝑏 =  فإن:  15

𝑎2 + 𝑏2 = 144 + 225 = 369 = 𝑚   فردي 
gcd(12,15) = 3 × 1 

𝑚كما نلاحظ أن:               = 32 × 41 

𝑚فردي و  Ωيجب أن يكون  > Ω2 ;  إذاً يمكن لوΩ  أن ترتذ القيم 

  Ω = 1  , Ω = 3      ,   Ω = 32 = 9  

Ωأما  = 𝑚لا تحقق الشرط  41 > Ω2  :ولنناقش الحالات الممكنة التالية 

Ωفي حال    =  عندئذٍ: 1

𝑐 =
𝑚 − Ω2

2Ω
=
369 − 1

2
=
368

2
= 184 

𝑑 = 𝑐 + Ω = 184 + 1 = 185 

مركزهوا التوي 𝐶(185)  كورة و تعطينوا ال فيثاغوريوة (12,15,184,185)فتكون الرباعية 
𝑂 ونصف قطرها  𝑅 =  .(12,15,184) :وي النقطة المحيطيةوتح 185

Ωفي حال    =  عندئذٍ: 3

𝑐 =
𝑚 − Ω2

2Ω
=
369 − 9

6
=
360

6
= 60 
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𝑑 = 𝑐 + Ω = 60 + 3 = 63 

 . 𝐶(63)كرة فيثاغورية وتعطينا ال (12,15,60,63)فتكون الرباعية 

Ωفي حال   و  = 32 =  عندئذٍ: 9

𝑐 =
𝑚 − Ω2

2Ω
=
369 − 81

18
=
288

18
= 16 

𝑑 = 𝑐 + Ω = 16 + 9 = 25 

 . 𝐶(25)كرة ال وتعطينا فيثاغورية (12,15,16,25)فتكون الرباعية 

أعوووداد زوجيووووة    𝑚,Ωعنووودها يجوووب أن يكوووون  ،زوجوووي 𝑏زوجوووي و  𝑎إذا كوووان  -2
,gcd (𝑎 الو أحد عوامل Ωوتكون  𝑏) أو مضاعفاتها. 

 ( : 𝟐مثال) 

𝑎              عددين:لدينا البفر   = 2  , 𝑏 = 4  

𝑎2    بالتالي:             + 𝑏2 = 4 + 16 = 20 = 𝑚  ( زوجي) 

gcd(2,4)و                                = 2 × 1 

𝑚زوجي و  Ωيجب أن يكون و  > Ω2 ;  إذاً يمكن لوΩ أن ترتذ القيم: 

  Ω = 2    

𝑐 كما أن:                 =
𝑚−Ω2

2Ω
=
20−4

4
=
16

4
= 4   

𝑑 و                          = 𝑐 + Ω = 4 + 2 = 6 

تنووووت  عوووون الكوووورة والتووووي  𝐶(6)كوووورة ال تعطينووووا و فيثاغوريووووة  (2,4,4,6)فتكووووون الرباعيووووة 
𝐶(3)  (2)بضرب نصف القطر بو . 



,𝒙)إحدى المركبات فقط  إيجاد كرات فيثاغورية أولية باستخدام 𝒚, 𝒛, 𝑹)   
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أعووووداد زوجيووووة    𝑚,Ω :كووووونتعنوووودها يجووووب أن ، فووووردي 𝑏فووووردي و  𝑎إذا كووووان  -3
,gcd (𝑎 الووووو أحوووود عواموووول Ωوتكووووون  𝑏) الووووو أو مضوووواعفاتها ولكوووون عواموووول gcd 

 . Ωأعداد فردية وبالتالي لا يوجد حالة ممكنة لو  ستكون جميعها
 

 ( : 𝟑مثال) 

𝑎                               :بفر  = 3  , 𝑏 = 9  

𝑎2 بالتالي:                 + 𝑏2 = 9 + 81 = 90 = 𝑚   (زوجي)  

gcd(3,9)و                                   = 3 × 1 

𝑚زوجي و  Ωيجب أن يكون و  > Ω2  الو وأحد عوامل gcd  وهذا غير ممكن.  

 :طريقة جديدة في توليد الكرات الفيثاغوريوة بالاعتمواد علوى عوددين [2]الدراسة بينما قدمت 
𝑚, 𝑛 ∈ 𝑍+ يلي: كما 

,𝑚 :بفر  لدينا 𝑛 ∈  𝑍+    وgcd(𝑚, 𝑛) =      :عندها يكون، عدد فردي 𝑚و    1

𝑎 = 𝑚2     و𝑏 = 2𝑚𝑛       و𝑐 = 2𝑛2           و𝑑 = 𝑚2 + 2𝑛2 

 ( : 𝟒مثال) 

𝑚  :ولد كرة فيثاغورية إذا علمت أنلن = 3   ,   𝑛 = 4 . 

gcd(3,4)لدينا  =  والشروط محققة، وبالتالي:  1

𝑎 = 32 = 9, 
𝑏 = 2(3)(4) = 24, 
𝑐 = 2(42) = 32, 

𝑑 = 32 + 2(42) = 9 + 32 = 41 
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 . 𝐶(41)حصلنا على ومن    ;(9,24,32,41) عندها تكون الرباعية الفيثاغورية 

طريقة جديدة في توليد الكورات الفيثاغوريوة بالاعتمواد  [ 13 ]الدراسة قدمت من جهة أترى 
,𝑢 :علووووى ثلاثووووة أعووووداد 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑍+ ;  بحيووووث يتحقووووق𝑢2 + 𝑤2 > 𝑣2 علووووى النحووووو ،

 الآتي:

𝑔بفر  أن  = gcd(𝑢2 + 𝑤2, 𝑣)   ،  أن: وبفر 

1.  gcd(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 1 
𝑢فردي فإن  𝑣إذا كان  .2 + 𝑤  زوجي 
3. 𝑎 =

2𝑢𝑣

𝑔
                ،             𝑏 =

2𝑤𝑣

𝑔
                                     

𝑐 =
𝑢2+𝑤2−𝑣2

𝑔
      ،      𝑑 =

𝑢2+𝑤2+𝑣2

𝑔
 

,𝑎)ها تكون الرباعية دعن 𝑏, 𝑐, 𝑑) فيثاغورية. 

 الإثبات :

                  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2                     

=
4𝑢2𝑣2

𝑔2
+
4𝑤2𝑣2

𝑔2
+
(𝑢2 + 𝑤2 − 𝑣2)2

𝑔2
 

=
2𝑢2𝑣2 + 2𝑤2𝑣2 + 2𝑢2𝑤2 + 𝑢4 + 𝑤4 + 𝑣4

𝑔2
 

(𝑢2 + 𝑤2 + 𝑣2)𝟐

g𝟐
 

=
2𝑢2𝑣2 + 2𝑤2𝑣2 + 2𝑢2𝑤2 + 𝑢4 + 𝑤4 + 𝑣4

𝑔2
 

𝑑2            بالتالي: و = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2   والرباعية فيثاغورية. 



,𝒙)إحدى المركبات فقط  إيجاد كرات فيثاغورية أولية باستخدام 𝒚, 𝒛, 𝑹)   
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𝑢ولد كرة فيثاغورية إذا علمت أن لن ( : 𝟓مثال)  = 5  ,   𝑣 = 3    ,   𝑤 = 7    

𝑢2نلاحظ أن     + 𝑤2 = 25 + 49 = 74 > 𝑣2 = 9  

𝑔 = gcd(74,3) = 1 
gcd(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 1 

𝑎 =
2𝑢𝑣

𝑔
= 2(5)(3) = 30 

𝑏 =
2𝑤𝑣

𝑔
= 2(7)(3) = 42 

𝑐 =
𝑢2 + 𝑤2 − 𝑣2

𝑔
= 74 − 9 = 65 

𝑑 =
𝑢2 + 𝑤2 + 𝑣2

𝑔
= 74 + 9 = 83 

 .𝐶(83)أي حصلنا على  (30,42,65,83)فتكون الرباعية الفيثاغورية  

𝑢 :أن ناد كرة فيثاغورية إذا علمل  و لن ( : 𝟔مثال)  = 15  ,   𝑣 = 12    ,   𝑤 = 16    

𝑢2نلاحظ أن     + 𝑤2 = 225 + 256 = 481 > 𝑣2 = 144  

𝑔 = gcd(481,12) = 1 
gcd(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 1 

𝑎 =
2𝑢𝑣

𝑔
=
2(15)(12)

1
= 360 

𝑏 =
2𝑤𝑣

𝑔
=
2(16)(12)

1
= 384 

𝑐 =
𝑢2 + 𝑤2 − 𝑣2

𝑔
=
481 − 144

1
= 337 
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𝑑 =
𝑢2 + 𝑤2 + 𝑣2

𝑔
=
481 + 144

1
= 625 

 .(360,384,337,625)فتكون الرباعية الفيثاغورية  

طريقة جديدة في توليد الكرات الفيثاغوريوة بالاعتمواد علوى ثلاثوة  [ 14 ]الدراسة كما قدمت 
,𝑚أعداد  𝑛, 𝑝 ∈ 𝑍+ : كما يلي 

𝑎   :بفوووووووووووووووووووووووووووووووور  = 2𝑚𝑝       و𝑏 = 2𝑛𝑝        و  𝑐 = 𝑝2 − (𝑚2 + 𝑛2)      
𝑑و      = 𝑝2 + (𝑚2 + 𝑛2)    

,𝑎)ها تكون الرباعية دعن 𝑏, 𝑐, 𝑑) فيثاغورية. 

𝑎2               الإثبات: + 𝑏2 + 𝑐2  

= 4𝑚2𝑝2 + 4𝑛2𝑝2 + (𝑝2 − (𝑚2 + 𝑛2))
2 

= 2𝑚2𝑝2 + 2𝑛2𝑝2 + 2𝑚2𝑛2 + 𝑝4 +𝑚4 + 𝑛4 
(𝑝2 + (𝑚2 + 𝑛2))

2 
= 2𝑚2𝑝2 + 2𝑛2𝑝2 + 2𝑚2𝑛2 + 𝑝4 +𝑚4 + 𝑛4 

𝑑2            بالتالي: و = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2   والرباعية فيثاغورية. 

   . (5,6,8) :ولد كرة فيثاغورية من الثلاثيةلن  ( : 𝟕مثال) 

𝑎 = 2𝑚𝑝 = 2(5)(8) = 80 
𝑏 = 2𝑛𝑝 = 2(6)(8) = 96 

𝑐 = 𝑝2 − (𝑚2 + 𝑛2) = 64 − (25 + 36) = 3 
 𝑑 = 𝑝2 + (𝑚2 + 𝑛2) = 64 + (25 + 36) = 125  

 .(80,96,3,125)فتكون الرباعية الفيثاغورية 



,𝒙)إحدى المركبات فقط  إيجاد كرات فيثاغورية أولية باستخدام 𝒚, 𝒛, 𝑹)   
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 . (1,3,5) : ولد كرة فيثاغورية من الثلاثية  ( : 𝟖مثال) 
𝑎 = 2𝑚𝑝 = 2(1)(5) = 10 
𝑏 = 2𝑛𝑝 = 2(3)(5) = 30 

𝑐 = 𝑝2 − (𝑚2 + 𝑛2) = 25 − (1 + 9) = 15 
 𝑑 = 𝑝2 + (𝑚2 + 𝑛2) = 25 + (1 + 9) = 35  

 .(10,30,15,35)فتكون الرباعية الفيثاغورية 

 أربعوةطريقة جديدة في توليد الكورات الفيثاغوريوة بالاعتمواد علوى  [ 2 ]الدراسة قدمت بينما 
,𝑚أعداد  𝑛, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑍+ : كما يلي 

,𝑚,𝑛بفرض لدينا  𝑝, 𝑞 ∈ 𝑍+ ،حيث:     𝑚 + 𝑛 + 𝑝 + 𝑞 = 1 𝑚𝑜𝑑 2  

,gcd(𝑚و  𝑛, 𝑝, 𝑞) = 1 

   أن:عندها بفر  

𝑎 = |𝑚2 + 𝑛2 − 𝑝2 − 𝑞2|, 
𝑏 = 2(𝑚𝑞 + 𝑛𝑝), 
𝑐 = 2(𝑛𝑞 − 𝑚𝑝), 

𝑑 = 𝑚2 + 𝑛2 + 𝑝2 + 𝑞2  

,𝑎) :تكون الرباعيةعندئذٍ  𝑏, 𝑐, 𝑑) فيثاغورية. 

  (2,4,3,8) :ة فيثاغورية من الرباعيةد كر ول  لن  ( : 𝟗مثال) 

gcd(2,4,3,8)نلاحظ أن  = 2و     1 + 4 + 3 + 8 = 17 = 1 𝑚𝑜𝑑 2  

 الفرضيات محققة، وبالتالي إذا أتذنا: ومن 

𝑎 = |𝑚2 + 𝑛2 − 𝑝2 − 𝑞2| = |4 + 16 − 9 − 64| = 67 
𝑏 = 2(𝑚𝑞 + 𝑛𝑝) = 2(2 × 8 + 3 × 4) = 56 
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𝑐 = 2(𝑛𝑞 − 𝑚𝑝) = 2(3 × 8 − 2 × 4) = 32 
𝑑 = 𝑚2 + 𝑛2 + 𝑝2 + 𝑞2 = 4 + 9 + 16 + 64 = 93  

 .رباعية فيثاغورية (67,56,32,93) فتكون

 هدف البحث:

أي الحصوول علوى ق جديدة لتوليد كرات فيثاغورية أولية بمعطيات أقول ائالحصول على طر 
,𝑥)ق توليد جديدة بمعرفة مركبة واحدة فقط من المركبات الأربعة ائطر  𝑦, 𝑧, 𝑅). 

 ق البحث:ائطر 

  ذات الصلة: والمبرهنات بع  التعاريف

,𝑥) هوووي نقطوووة النقطفففة الفيثاغوريفففة الأوليفففة:تعريفففف  𝑦, 𝑧)  مووون كووورة فيثاغوريوووة تحقوووق 
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2   ، gcd(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑅) = 1   . 

 : ( 𝟏) مبرهنة 

كل نقطة فيثاغورية غير أوليوة يمكون أن تولود نقطوة فيثاغوريوة أوليوة غيور واقعوة علوى نفوا 
 .الكرة

  الإثبات:

,𝑥1)بفر  أن الرباعية  𝑦1, 𝑧1, 𝑅1)  عنها يكون غير أوليةgcd(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1, 𝑅1) = 𝑑  

,𝑥)فنحصووول علوووى رباعيوووة أوليوووة  𝑑نقسوووم جميوووع عناصووور الرباعيوووة علوووى  𝑦, 𝑧, 𝑅)  والتوووي
𝑥2تحقق  + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 . 

نقطوووة فيثاغوريوووة غيووور أوليوووة لكنهوووا تولووود النقطوووة  (6,8,24,26)النقطوووة   ( : 𝟏𝟎مثفففال) 
 نقطة فيثاغورية أولية. (3,4,12,13)



,𝒙)إحدى المركبات فقط  إيجاد كرات فيثاغورية أولية باستخدام 𝒚, 𝒛, 𝑹)   
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 النتائج ومناقشتها:أهم 

 ية الفيثاغورية.سنقوم بإثبات أربع مبرهنات أساسية متعلقة بتموضع المركبة داتل الرباع

 ، ووضعنا اً فردي اً عدد 𝑥 كانإذا  ( : 𝟐مبرهنة ) 

𝑦 =
𝑥2−1

2
                    ،𝑧 =

(
𝑥2+1

2
)
2

−1

2
        ،𝑅 =

(
𝑥2+1

2
)
2

+1

2
 ; 

,𝑥)كون ت فعندئذٍ  𝑦, 𝑧, 𝑅) أي ،أولية رباعية فيثاغورية    𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2  
,gcd(𝑥و   𝑦, 𝑧, 𝑅) =       )أولية( 1

,𝑥لنبين أولًا أن الأعداد  الإثبات : 𝑦, 𝑧, 𝑅 أعداد طبيعية 

𝑥فردي فرضاً وبالتالي يكتب بالشكل    𝑥لدينا  = 2𝑘 + 1  ; 𝑘 = 0,1,2,3, …  

𝑦وبالتالي               =
(2𝑘+1)2−1

2
= 2𝑘(𝑘 + 1) ∈ ℕ  

𝑧 =
(2𝑘2+2𝑘+1)

2
−1

2
= 2𝑘4 + 4𝑘3 + 4𝑘2 + 2𝑘 ∈ ℕ  

𝑅 =
4𝑘4 + 8𝑘3 + 8𝑘2 + 4𝑘 + 2

2
= 2𝑘4 + 4𝑘3 + 4𝑘2 + 2𝑘 + 1 ∈ ℕ 

 الرباعية أولية:لنثبت أن  

, 𝑧مما سبق نلاحظ أن  𝑅  عددان طبيعيان متتاليان وبالتالي أوليان فيما بينهما و بالتالي
 تكون الرباعية أولية.

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑥2 + (
𝑥2 − 1

2
)

2

+

(

 
(
𝑥2 − 1
2

)
2

− 1

2

)

 

2
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= 𝑥2 +
𝑥4 − 2𝑥2 + 1

4
+ (

𝑥4 − 2𝑥2 − 3

8
)

2

 

=
𝑥8 + 4𝑥6 + 14𝑥4 + 20𝑥2 + 25

64
=

(

 
 (
𝑥2 + 1
2 )

2

+ 1

2

)

 
 

2

= 𝑅2 

 والمبرهنة محققة .

𝑥إذا كان  ( : 𝟏𝟏مثال)  =  عندها    3

 𝑦 =
9−1

2
= 4      ،𝑧 =

(
9+1

2
)2−1

2
= 12      ،𝑧 =

(
9+1

2
)2+1

2
= 13      

 .رباعية فيثاغورية أولية      (3,4,12,13)عندها يكون   

2𝑦√وكان  زوجيطبيعي عدد  𝑦 كان إذا  ( : 𝟑مبرهنة )   + 1 ∈ 𝑁    

 ووضعنا 

𝑥 = √2𝑦 + 1     ،𝑍 =
𝑦2+2𝑦

2
       ،𝑅 =

𝑦2+2𝑦+2

2
= 𝑍 + 1  ; 

,𝑥) الرباعية كونت فعندئذٍ  𝑦, 𝑧, 𝑅) أولية واقعة في الثمن الأول  رباعية فيثاغورية; 
,𝑥أي أن  𝑦, 𝑧, 𝑅 ∈ 𝑁    حيث   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 

,gcd(𝑥و 𝑦, 𝑧, 𝑅) = 1  

 الإثبات: 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2𝑦 + 1 + 𝑦2 + (
𝑦2 + 2𝑦

2
)

2

 

= 𝑦2 + 2𝑦 + 1 +
𝑦4 + 4𝑦3 + 4𝑦2

4
 



,𝒙)إحدى المركبات فقط  إيجاد كرات فيثاغورية أولية باستخدام 𝒚, 𝒛, 𝑹)   
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𝑦4 + 4𝑦3 + 8𝑦2 + 8𝑦 + 4

4
= (

𝑦2 + 2𝑦 + 2

2
)

2

= 𝑅2 

,𝑥أن الأعداد ويتم إثبات  𝑦, 𝑧, 𝑅 (2)وأن الرباعية أولية كما ورد في المبرهنة  طبيعية. 

𝑦ولد كرة فيثاغورية إذا علمت أن   ( : 𝟏𝟐مثال)  = 12  

𝑥 = √24 + 1 = 5 ∈ 𝑁 

𝑍 =
144 + 24

2
=
168

2
= 84 

𝑅 =
144 + 24 + 2

2
=
170

2
= 85 

 . (5,12,84,85)فتكون الرباعية 

𝑦ولد كرة فيثاغورية إذا علمت أن   ( : 𝟏𝟑مثال)  = 6 

𝑥 = √12 + 1 = √13 ∉ 𝑁 
 لا يمكن التوليد

  :عدد طبيعي و كان  𝑧كان   إذا  ( : 𝟒مبرهنة ) 

√2√2𝑧 + 1 − 1 ∈ 𝒩           ،√2𝑧 + 1 − 1 ∈ 𝒩   

 ووضعنا 

𝑥 = √2√2𝑧 + 1 − 1       ،𝑦 = √2𝑧 + 1 − 1   𝑅 = 𝑧 + 1 ; 

,𝑥)كون فعندئذٍ ت 𝑦, 𝑧, 𝑅) أي أن  ;أولية واقعة في الثمن الأول رباعية فيثاغورية
𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑅 ∈ 𝑁    حيث   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2    وgcd(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑅) = 1. 
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  الإثبات:

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2√2𝑧 + 1 − 1 + (√2𝑧 + 1 − 1)
2
+ 𝑧2 

= 2√2𝑧 + 1 − 1 + 2𝑧 + 1 − 2√2𝑧 + 1 + 1 + 𝑧2 

= 𝑧2 + 2𝑧 + 1 

𝑅2 = (𝑧 + 1)2 = 𝑧2 + 2𝑧 + 1 

,𝑥أن الأعداد ويتم إثبات  𝑦, 𝑧, 𝑅 (2)وأن الرباعية أولية كما ورد في المبرهنة  طبيعية. 

𝑧 :ولد كرة فيثاغورية إذا علمت أن ( : 𝟏𝟒مثال)  =  إن أمكن 12

𝑥 = √2(5) − 1 = 3 

𝑦 = √2(12) + 1 = 5 
𝑅 = 12 + 1 = 13 

 فيثاغورية أولية. (3,5,12,13)عندها تكون الرباعية 

𝑧 :ولد كرة فيثاغورية إذا علمت أن ( : 𝟏𝟓مثال)  =  إن أمكن 8

𝑥 = √2(√17) − 1 ∉ 𝒩 

 .لا يمكن التوليد

 المبرهنة الأساسية ( : 𝟓مبرهنة ) 

,𝑥)الشرط اللازم والكافي حتى تكون الرباعية  𝑦, 𝑧, 𝑅) أولية هو أن يتحقق : فيثاغورية 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑤(2𝑅 − 𝑤) 
𝑤 = 𝑅 − 𝑧 



,𝒙)إحدى المركبات فقط  إيجاد كرات فيثاغورية أولية باستخدام 𝒚, 𝒛, 𝑹)   
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 : الإثبات

لنحصل  𝑑إذا لم تكن الرباعية فيثاغورية أولية فإننا نترج القاسم المشترك الأعظم لها 
𝑧1على رباعية أولية تحقق الشرط  − 𝑅1 = 𝑤1  وبالتالي سيكون𝑧 − 𝑅 = 𝑑.𝑤  

 الرباعية أولية. لذلك افترضنا أن تكون

 

 :( لزوم الشرط1 

,𝑥)بفر   𝑦, 𝑧, 𝑅) أي أنأولية  رباعية فيثاغورية    𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2        
,gcd(𝑥و   𝑦, 𝑧, 𝑅) =   :بفر  أن و 1

𝑤 = 𝑅 − 𝑧 ⇒ 𝑧 = 𝑅 − 𝑤 
𝑥2                  :فإن + 𝑦2 = 𝑅2 − 𝑧2 

= (𝑅 − 𝑧)(𝑅 + 𝑧) 
= (𝑅 − 𝑅 + 𝑤)(𝑅 + 𝑅 − 𝑤) = 𝑤(2𝑅 − 𝑤) 

     :بفر  أن:  كفاية الشرط (2

𝑤 = 𝑅 − 𝑧 ⇒ 𝑧 = 𝑅 − 𝑤 
𝑥2و                             + 𝑦2 = 𝑤(2𝑅 − 𝑤) 

,𝑥)لنثبت أن الرباعية  𝑦, 𝑧, 𝑅) أولية أي لنثبت أن رباعية فيثاغورية 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

= 𝑤(2𝑅 − 𝑤) + (𝑅 − 𝑤)2 
= 2𝑅𝑤 − 𝑤2 + 𝑅2 − 2𝑤𝑅 + 𝑤2 = 𝑅2 
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 .وبالتالي الرباعية فيثاغورية أولية

𝑚سنعتبر أن  = 𝑥2 + 𝑦2 سهولة.لل 

𝑅فيثاغورية من العدد   اتولد رباعيلن ( : 𝟏𝟔مثال)  = 3 .  

𝑤 = 1   ⟹   𝑚 = 1(6 − 1) = 5   ⟹ 5 = 12 + 22  ⟹ 
𝑥 = 1 , 𝑦 = 2 , 𝑧 = 2 ⟹ (1,2,2,3) 

       𝑤 = 2   ⟹   𝑚 = 2(6 − 2) = 8   ⟹ 5 = 22 + 22  ⟹ 
𝑥 = 2 , 𝑦 = 2 , 𝑧 = 1 ⟹ (2,2,1,3) 

 .نلاحظ أن  عندما نبدأ بالتكرار نتوقف

𝑅ولد رباعية فيثاغورية من العدد  لن  ( : 𝟏𝟕مثال)  = 25   

𝑤 = 1   ⟹   𝑚 = 1(50 − 1) = 49   ⟹ 49 ≠ 𝑥2 + 𝑦2    
𝑤 = 2   ⟹   𝑚 = 2(50 − 2) = 96   ⟹ 96 ≠ 𝑥2 + 𝑦2   
𝑤 = 3   ⟹   𝑚 = 3(50 − 3) = 141   ⟹ 141 ≠ 𝑥2 + 𝑦2   
𝑤 = 4   ⟹   𝑚 = 4(50 − 4) = 184   ⟹ 184 ≠ 𝑥2 + 𝑦2   
𝑤 = 5   ⟹   𝑚 = 5(50 − 5) = 225   ⟹ 225 = 92 + 122⟹ 

𝑥 = 9 , 𝑦 = 12 , 𝑧 = 20 ⟹ (9,12,20,25) 
𝑤 = 6   ⟹   𝑚 = 6(50 − 6) = 264   ⟹ 264 ≠ 𝑥2 + 𝑦2    
𝑤 = 7   ⟹   𝑚 = 7(50 − 7) = 301   ⟹ 301 ≠ 𝑥2 + 𝑦2    
𝑤 = 8   ⟹   𝑚 = 8(50 − 8) = 336   ⟹ 336 ≠ 𝑥2 + 𝑦2    
𝑤 = 9   ⟹   𝑚 = 9(50 − 9) = 369   ⟹ 369 = 152 + 122

⟹ 𝑥 = 15 , 𝑦 = 12 , 𝑧 = 16 ⟹ (15,12,16,25) 
𝑤 = 10   ⟹   𝑚 = 10(50 − 10) = 400 ⟹ 400 = 162 + 122

⟹ 𝑥 = 16 , 𝑦 = 12 , 𝑧 = 15 ⟹ (16,12,15,25) 



,𝒙)إحدى المركبات فقط  إيجاد كرات فيثاغورية أولية باستخدام 𝒚, 𝒛, 𝑹)   
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 .نتوقفنلاحظ أن  عندما نبدأ بالتكرار 

 أمثلة في حال التضاعف

𝑅فيثاغورية من العدد   اتولد رباعيلن ( : 𝟏𝟖مثال)  = 32 = 9   

𝑤 = 1   ⟹   𝑚 = 1(18 − 1) = 17 ⟹ 17 = 12 + 42⟹ 
𝑥 = 1 , 𝑦 = 4 , 𝑧 = 8 ⟹ (1,4,8,9) 

𝑤 = 2   ⟹   𝑚 = 2(18 − 2) = 32 ⟹ 32 = 42 + 42⟹ 
𝑥 = 4 , 𝑦 = 4 , 𝑧 = 7 ⟹ (4,4,7,9) 

𝑤 = 3   ⟹   𝑚 = 3(18 − 3) = 45 ⟹ 45 = 32 + 62⟹ 
𝑥 = 3 , 𝑦 = 6 , 𝑧 = 6 ⟹ (3,6,6,9) 

     𝑤 = 4  ⟹   𝑚 = 4(18 − 4) = 56   ⟹ 56 ≠ 𝑥2 + 𝑦2    
𝑤 = 5   ⟹   𝑚 = 5(18 − 5) = 65

⟹ {
65 = 12 + 82  ⟹ 𝑥 = 1 , 𝑦 = 8 , 𝑧 = 4 ⟹ (1,8,4,9)

65 = 42 + 72  ⟹ 𝑥 = 4 , 𝑦 = 7 , 𝑧 = 4 ⟹ (4,7,4,9)
 

 .نلاحظ أن  عندما نبدأ بالتكرار نتوقف

 :ووضعنا اً فردي اً عدد 𝑥 كانإذا  (2)والمبرهنة  [2]من  (:𝟏نتيجة )

                                   𝑦 =
𝑥2−1

2
    

𝑚 ∃   فإن :               ∈ 𝑁  ; 𝑚 = 𝑥2 + 𝑦2      ;   gcd(𝑥, 𝑦) = 𝑑 

𝑧من العلاقة  𝑧نوجد العدد  =
𝑚−Ω2

2Ω
𝑑   𝑑م أحد قواس  Ω  حيث              ;

Ω
= 𝑘  

𝑅  تكون عندها            و      = 𝑧 + Ω 
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𝑥من أجل  ( : 𝟏𝟗مثال)  = 𝑦فإن       3 =
9−1

2
= 4       

gcd(3,4) = 1 = 𝑑 
𝑚 = 𝑥2 + 𝑦2 = 9 + 16 = 25 

Ω = 1 ⟹ 𝑧 =
25 − 1

2
= 12 

𝑅 = 𝑍 + Ω = 12 + 1 = 13 

 .رباعية فيثاغورية أولية      (3,4,12,13)عندها يكون   

 

𝑥من أجل  : ( 𝟐𝟎مثال)  = 𝑦فإن       13 =
169−1

2
= 84       

gcd(13,84) = 1 = 𝑑 
𝑚 = 𝑥2 + 𝑦2 = 169 + 7056 = 7225 

Ω = 1 ⟹ 𝑧 =
7225 − 1

2
= 3612 

𝑅 = 𝑍 + Ω = 3612 + 1 = 3613 

 .رباعية فيثاغورية أولية      (13,84,3612,3613)عندها يكون   

 والتوصيات:ستنتاجات الإ

شفير باستخدام مفاتيح داخل الكرات نوصي بربط هذه النتائج بعملية الت (1

3بالاعتماد علي مصفوفات مربعة من الشكل  الفيثاغورية المتولدة × ويكون  3

𝑅  هو المقاس. 

نوصي بتوليد جميع النقاط اللامفتاحية المعتمدة على النقاط المحيطية للكرات  (2

 . 𝑅على مولد خاص يعتمد على نصف قطر الكرة  اعتمادا   الفيثاغورية

 

 

 



,𝒙)إحدى المركبات فقط  إيجاد كرات فيثاغورية أولية باستخدام 𝒚, 𝒛, 𝑹)   
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