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التموضع المتبادل للأغلفة الخطية لمدارات مناحي 
التناظر الأربعة والمتقاطعة بأربعة مدتقيمات 

 مختلفة
 أستاذ مساعد في قسم الرياضيات، كمية العموم، جامعة البعث. د. عصام ديبان:

 طالبة دكتوراه في الرياضيات البحتة، كمية العموم، جامعة البعث. زينة جبر:

 ممخص البحث

، اللامتغيرة بالنسبة لزمرة  nFىذا البحث بدراسة تناظر السطوح الجبرية  نقوم في
، عندما يكون لمناحي  mEفي الفضاء الإقميدي  Gالتناظرات التامة غير المنتيية 

 ات مختمفة.مفتيا الخطية بأربعة مستقيمتناظر ىذه السطوح أربعة مدارات وتتقاطع أغ
اليندسية، التي تعين الشرط النيائي  ةنسعى إلى الحصول عمى المتراجح ،بالتحديد 

 لمتموضع المتبادل لتمك الأغمفة الخطية.
اللامتغيرة  ،nFويتم في ىذا السياق إيجاد المعادلة القانونية لمسطوح الجبرية الخاصة  

يجاد معادلات مستويات التناظر ليذه السطوح.، Gبالنسبة لمزمر التامة   وا 

تناظر السطوح الجبرية، مدارات مناحي التناظر، الأغمفة الخطية، زمرة كممات مفتاحية: 
 التناظرات التامة، مستويات تناظر السطوح.
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Mutual arrangement of linear envelopes 

of four orbits of directions of symmetry, 

that intersecting by four different lines 

 

Abstract 

In this paper, we study the symmetry of algebraic surfaces, which 
are immutable with respect to the group of infinite perfect 
symmetries in Euclidean space, when the symmetry areas of these 
surfaces have four orbits and their linear envelopes intersect with 
four different straight lines. 

Specifically, we seek to obtain the geometric inequality, which 
defines the final condition for the mutual positioning of these linear 
shells. 

In this context, the legal equation for special algebraic surfaces, 
which is not changing for perfect groups, and the equations for the 
levels of symmetry for these surfaces are found. 

Keywords: Symmetry of algebraic surface, orbits of directions of 
symmetry, linear envelopes, symmetry planes of surfaces, 
complete groups of symmetry.  

 



 عصام ديبان د.             زينة جبر    2223  عام 3العدد  45  البعث  المجلد مجلة جامعة 

31 
 

 مقدمة:

)والبعد  nسطحاً جبرياً من الدرجة nFليكن  1)m  معيناً في الفضاءmE :بالمعادلة 
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حيثثثثثثث 
j  صثثثثثثور مثثثثثثن الدرجثثثثثثةj  فثثثثثثي مركبثثثثثثات المتجثثثثثثو ( )i . 
بالانعكاسات المائمة )القائمثة بحالثة خاصثةا بالنسثبة لممسثتويات ذات زمرة مولدة  Gولتكن 
)البعثد  1)m  منحثى التنثاظر. لنفثر  أن المتجثو الثذي يعثين u فتكثون مداراتثو( )G u

 .j وأغمفتيا الخطية ىي المستويات

تعتمد ىذه الدراسة عمى النتيجة اليامة: " لا يمكن أن يتقاطع غلافثان خطيثان لأيثة مثدارين 
 م".لمناحي تناظر السطح إلا بنقطة أو مستقي

مثن مسألة التموضثع المتبثادل للغمفثة الخطيثة لمثدارات منثاحي تنثاظر السثطوح الجبريثة  إن
أىم القضايا التي ترتبط بالنظرية اليندسية للامتغيرات الزمثر، وىثذه مسثألة متشثعبة حالاتيثا 

 الخاصة كثيرة.

 مثدارات سثطوح الجبريثة ثلاثثةمسألة بالكامل عندما يكون لمناحي تنثاظر اللقد تم حل ىذه ال
 ، وتثثثثثثثثثثثثثثم حمعيثثثثثثثثثثثثثثا مثثثثثثثثثثثثثثن أجثثثثثثثثثثثثثثل أربعثثثثثثثثثثثثثثة مثثثثثثثثثثثثثثدارات فثثثثثثثثثثثثثثي الحثثثثثثثثثثثثثثالات ا تيثثثثثثثثثثثثثثة:[2],[3]

، تتقثثثثاطع [1],[4] ، تتقثثثثاطع الأغمفثثثثة الخطيثثثثة بمسثثثثتقيم واحثثثثديوجثثثثد مسثثثثتقيمات تقثثثثاطعلا 
منيثا  الأغمفة الخطية بمستقيمين مختمفثين، تتقثاطع الأغمفثة الخطيثة بثلاثثة مسثتقيمات اثنثان

، وعنثثثثثثثثدما تتقثثثثثثثثاطع الأغمفثثثثثثثثة الخطيثثثثثثثثة بثلاثثثثثثثثثة [5],[6],[7],[8],[9],[10],[11] منطبقثثثثثثثثان
، أمثثا عنثثدما تتقثثاطع الأغمفثثة الخطيثثة بأربعثثة مسثثتقيمات [12],[13],[14] مسثثتقيمات مختمفثثة

 مختمفة فيذه مسألة لم يتم حميا بعد.
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حيثثث أن وضثثع مسثثتقيم  ،طعوقثثد درسثثت جميثثع الحثثالات الممكنثثة لإنشثثاء مسثثتقيمات التقثثا
عمثثى المعادلثثة ، وبالتثثالي شثثروط تموضثثع ىثثذه الأغمفثثة،مباشثثر عمثثى التقثثاطع يثثبثر بشثثكل 

 العامة لمسطح المدروس وعمى معادلات مستويات تناظره.

jلثتكن المسثتويات  j jd 
    حيثث أن مسثتويات تنثاظر السثطحnF  المرافقثة

jdيثات المسثتويات لمتج
    تثوازي المسثتوياتj     لثذا فث ن التموضثع المتبثادل

والثثذي يمكثثن أن يكثثون j  يتحثثدد بالتموضثثع المتبثثادل لممسثثتويات  jلممسثثتويات  
1jdعشوائياً ويمكن اعتبار   .و ىذا لا يبثر عمى عمومية الدراسةا ( 

              لندخل الرموز:  
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   ،الغلاف الأول ،الغلاف الثاني  ،الغلاف الثالث الغلاف الرابع 

vلاصطلاحنقصد باو  vF   ،  توضع المستويأنv .ًيمكن أن يكون عشوائيا 

vلمسيولة نفر      ،حيث  وىذا لا يبثر عمى عمومية الدراسة g   . 
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 :هدف البحث

مثع  اv)والثذي اعتبرنثاه يتثأثر التموضثع المتبثادل للغمفثة الخطيثة بتقثاطع المسثتوي 
)المسثثتويات  1,2,3)tr t د مثثن لإيجثثاد الشثثروط العامثثة ليثثذا التموضثثع لابثث ،، وبالتثثالي

 دراسة ثلاث حالات أساسية مختمفة:

1     أي أن: 1rفقط مع  إذا تقاطع  ا1 2 30 , 0v v v v          
2أي أن:     2r فقط مع إذا تقاطع  ا2 1 30 , 0v v v v    
3أي أن:      فقط مع إذا تقاطع  ا3 1 20 , 0v v v v    

1ييدف ىذا البحث إلى دراسة الحالثة الأولثى  2 30 , 0v v v v    محصثول عمثى ل
غمفثثة الخطيثثة. اليندسثثية، التثثي تعثثين الشثثرط النيثثائي لمتموضثثع المتبثثادل لتمثثك الأ ةالمتراجحثث

 اللامتغيثثثر ،nF الخثثثا  ق إيجثثثاد المعادلثثثة القانونيثثثة لمسثثثطح الجبثثثريويثثثتم فثثثي ىثثثذا السثثثيا
 .Gالتامة  ةبالنسبة لمزمر 

 المناقشة والنتائج:

 لتكن

    

1 2 3 4, , ,g v vp p p p
                            

 : حيث مستقيمات التقاطع ىي

             1 1 2 2 3 1 4, , ,OZ P OZ P OZ P OZ P         
:بالمعادلة mEفي الفضاء الإقميديGذو زمرة التناظر التامةnFيعطى السطح الجبري

 2 
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,لحدود إن كثيرات ا  , ,R S T P الدوال الخطية  و
1

, ,
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التي تتعمق فقط  

) بالمتحولات 1, 2)s    :تحقق العلاقات 
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حيث       
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) لدينا  0,1,2,3) , j j jd
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 
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 ا نجد:2من العلاقات )
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0أيضاً لدينا:  1 1 0 1 2,R T R P       2بالتالي
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0Rولكن  R      1بالتالي 1R T         1وباعتبار 1T    1يكونR   . 

1أيضاً نجد أن:  2R P   1وباعتبار 1P    2يكونR   . 
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 ا فنجد:2نعود لمعلاقات )
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 :نو نتوصل إلى المبرىنة المساعدةوم

1إذا كانت مستقيمات التقاطع  (:1مبرهنة مساعدة ) 2 1, , ,OZ OZ OZ OZ        
1ف ن الدوال    2 1, , ,         ( دود ، و تعطى كثيرات الحا3تحقق العلاقات

, , ,R S T P :بالعلاقات 

                          
2

2 1 2 1 1 1 2

1

, , ,R S T P
           




           




      



     

  

1أن: اذا اعتبرنا 

1( )g h OZ      
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 المعادلات:ب 1rفي المستوي   hيعطى المستوي يمكن أن 
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محاور جديدة  hلنأخذ في المستوي 
pOZ  :بحيث تتحقق دساتير التحويل 
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 :ويلات الشكل ا تيا تحت تأثير ىذه التح1) معادلة السطح تأخذ
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حيث أن الدوال 
1

,
kp r 


 مستقمة خطياً كون السطح غير أسطواني. 
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تعطى الدوال 
p  :بالعلاقة                     

1
1 1

0 1

1 1

( ) ( ) ( 1, ) (5)
h

p p p h jp j

j

a b p h


 


     


 



 

     

       تعطى بالعلاقة :T  بالتالي كثيرة الحدود 

                                   0 1 (6)T R S   

 ا نجد:6ا و )2)من العلاقات 

              
0 1 0 0 1 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 1 1

0 1 0 1

( ) ( ) ( )

( )

(7)

T R R R

T R

R

T

    

  

   

   

        

    

    

      



 

   

   

 


  



 

1و منو  1c      1أي أن الدالتين 1,      ًمع الدالتين  ترتبطان خطيا
,  . 

 ، في حالةعمى معادلة السطحعمى المتراجحات اليندسية ودراسة تأثيرىا بغية الحصول 
1  أي في حالة ،1rفقط مع  قاطع الغلاف الرابع  ت 2 30 , 0v v v v      

 ىذه الحالة بشيء من التفصيل: لابد من دراسة 

1 الحالة الأولى: 2 3, 0v v v v   ،وىنا نميز عدة احتمالات: 

2h ا1 v   : 
 :بالشكلv  المستوينكتب 

                          1 1

1( )v v OZ



      
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 :بالمعادلات 1rفي  1vالمستوي  مكن تعييني

                                  

1

1

1

1

1

0 1,

1, ( 1)

1, 1

p

v

h v q h q

q

v

j j q h q

q

Z p h

Z a Z h v

Z b Z j

 



 





   





 



 

    

  





 

نختار محاور إحداثية جديدة 
h qOZ 
   1فيv  ىي دساتير التحويلفتكون: 

       
1

1 1

1

1

1

0 1,

1, ( 1)

1, 1

p

h q h q

v

h v h v q h q

q

v

j j j q h q

q

Z p h

Z Z

Z Z a Z h v

Z Z b Z j

  

 

 



 



      





  



  



      

    





 

 :ا تحت تأثير ىذه التحويلات الشكل ا تي4) معادلة السطح ومنو تأخذ

   

1 1

( 1)
2

1 1 1

1

1
2

2

1

2

3

1 1

1
2

4

1

( )

( )

( )

( ) (8)

k k

h v

h v h v

i

j j

j

h

p p r r

p k

v

q h q

q

R y Z

S y Z

T y Z Z

P y Z c



 











 



 

  

     









 









 

   

 





 


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 :لنضع

      
( 1) 1

1 1

0 1 1

1 1

( ) ( ) ( 1, 1) (9)
h v

q h q q h v j q j

j

h a h b q v
 

 


   
   

 

   

 

     

حيث 
1 0,h h  وسيطان، و منو   

                         0 1 (10)P h R h S    

 :ةتيا  ى النتيجةمما سبق نخم  إل

2ان إذا ك (:1مبرهنة ) 3 10, , 2v v v v h v        الدوال حققتو 
( 1, 1) , ( 1, )q pq v p h    ( 1   ا ف ن9ا، )5العلاقات 1v vF     إذا

1h :تحققت المتراجحة v     

2-     1h v   : 

من أجل ذلك نعرعف المستوي 
1v   1في المستويr    :بالمعادلات 

                     
1 1

1

1 1

1

1 1

1

1

1

1

1

1

1

1

0 1,

1, 1

p

v

q h q

q

v

q h q

q

v

j j q h q

q

Z p h

Z a Z

Z b Z

Z c Z j





 



 











 



 





  







 

 

 

محاور إحداثية جديدة  1vنختار في المستوي 
1h qOZ 

  اتير التحويل:ونكتب دس 
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1 1

1 1

1

1 1

1

1 1

1

1

1

1 1

1

1

1

1

1

1, 1

1, 1

h q h q

v

q h q

q

v

q h q

q

v

j j j q h q

q

Z Z q v

Z Z a Z

Z Z b Z

Z Z c Z j

 

 

  

 



  











  



  

  

  

    







 

 :ا تحت تأثير ىذه التحويلات الشكل ا تي4) معادلة السطح ومنو تأخذ

        

1 1

1 1

1

1
2 2 2

1 1 1 2 3

1 1 1

1
2

4

1

( ) ( ) ( )

( ) (11)

k k

h

j j p p r r

j p k

v

q h q

q

R y Z Z S y Z T y Z Z

P y Z c

 

        



 



  

  







           

 

  



 

                         نضع:  

1 1 1 1 1

1
1 1

0 1 1

1

( ) ( ) (12)q h q q q j q j

j

t a b t c


     


 

 



     

0                    ومنو    1 (13)P t R t S  

 مما سبق نحصل عمى النتيجة ا تية:

ا، وأمكننا من أجل 11معطىً بالمعادلة )   nFإذا كان السطح  (:2مبرهنة مساعدة )
1h v      حيث   إيجاد الدوال الخطية

1 1( 1, 1) , ( 1, )q pq v p h     
1  عندىا يكون ا 12، ) ا5ت )بالعلاقا 1v vF   . 
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hعندما  -3 v  : 

من أجل ذلك نعرعف المستوي   
1v   1في المستويr    :بالمعادلات 

     
2 2

2

2 2

2

1

1

1

1

0 1,

1, 1

p

v

q h q

q

v

j j q h q

q
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 









 



 



  





                           

محاور إحداثية جديدة  1vختار في المستوي ن
2h qOZ 

  :ونكتب دساتير التحويل 

            

2 2

2 2

2
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2

2

1

1

1

1

(1, 1)
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v
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
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 :ا تحت تأثير ىذه التحويلات الشكل ا تي4) معادلة السطح ومنو تأخذ

      

1 1
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1
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4

1
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h
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  الةنضع الد
2q  بالشكل:  

        
2 2 2 2

1
1 1

0 1
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0      ومنو:          1 (16)P t R t S  

 مما سبق نحصل عمى النتيجة ا تية:

إذا كان السطح  (:3مبرهنة مساعدة )
nF   ( ا، وأمكننا من أجل 13معطىً بالمعادلة

h v     حيث   إيجاد الدوال الخطية
2 2( 1, 1)q q v   ( ا، 15بالعلاقة

1  عندىا يكون  1v vF   . 

hعندما    -4 v    وليكن  

dنفر  أن  h v    ،1تأخذ معادلة المستوي ىاعندv :الشكل      
1 1v d h     

)1         حيث 1) , ( ) 0g hh g       

1يعطى المستوي  h  بالمعادلات :  
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1ختار في المستوي ن h   محاور إحداثية جديدة
h qOZ 
  :ونكتب دساتير التحويل                                            
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 :ا تحت تأثير ىذه التحويلات الشكل ا تي4) معادلة السطح ومنو تأخذ
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  تعطى الدالة
2q                   بالعلاقة:  

( 1) 1
1 1

0 1 1

1 1

( ) ( ) ( 1, ( 1) ) (18)q h q q j q j
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0بالتالي:               1 (19)P R S   

 بالمعادلات:  dسنعرعف المستوي 
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نكتب دساتير التحويل ا تية:                                جديدة وباختيار مناسب لجممة محاور إحداثية 
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 :ا تحت تأثير ىذه التحويلات الشكل ا تي4) معادلة السطح ومنو تأخذ
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 :وتحقق  دوال خطية بالمتحولات  Cحيث  
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1   نجد: ومنو 

                                           1 1 1PC A R B S                   
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     ا نجد:18بالاستفادة من العلاقة )
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 

     

 

      

   


 



    

 

1            ا      17العلاقة ) وبالاعتماد عمى 1 0 1( )a        

1               : نجد أن

1 0 1 1 0 1 1

1
( )a
a

              

      

 ومنو ينتج: 

                    

1

1 0 1 1 0 1 1

1

0 1 1 1 1 1 1 1 1

1

1 1 0 1 1 1

1 1

1 1 0 1 1 1

1
( )

1
( ) ( )

1
( )

1
( )

a
a

C B C B
a

C B
a

C B
a

     

 

 

 

         

        

      

      



 









 



    

    

  

 
   

 

 

 لدينا:ومن جية أخرى 

                          1

1 0 0 1( ) ( )A C C A            
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 :بالتالي نحصل عمى العلاقات ا تيةو 

           
1 1 1

0 1 0 0 1 1 1

1 1

1 1 0 1 0 1 1

1
( ) ( )

1
( ) ( )

A B
a

B A
a

  

  

        

        

  



 



 
    

 

   

            

i,علاقة ارتباط خطي بين   أي يوجد               i   غير ممكن بالتالي  وىذا
h  الحالة  v    ة.غير ممكن  

  الحالة الثانية:

              1 2 30 , 0v v v v    

1vvليكن       

1 عندما 1h v        ( 1أو 1h v      ا 

 : بالمعادلات  rفي  wيعطى 

                         

1 2 1 2

2

2 1 2

2

1 2 1 2

2

1

1

1

1

1

0 1,

1, ( )

1, 1

1, ( )

p

w

h v q h v q

q

w

j j q h v q

q

w

r k k q h v q

q

Z p h v

Z A Z h v

Z B Z j

Z C Z k g

  



  



  

    



  



  



  

    

  

   







 

بأخذ محاور جديدة  
1 2h v qOZ  

   في المستويw   بحيث تتحقق دساتير
 التحويل ا تية:



 التموضع المتبادل للأغلفة الخطية لمدارات مناحي التناظر الأربعة والمتقاطعة بأربعة مستقيمات مختلفة

48 
 

                    

1 2 1 2

1 1 2 1 2

2

2 1 2

2

1 1 2 1 2

2

2

1

1

1

1

1,

1, ( )

1, 1

1,

h v q h v q

w

h v h v q h v q

q

w

j j j q h v q

q

w

r k r k k q h v q

q

Z Z q w

Z Z A Z h v

Z Z B Z j

Z Z C Z k

    

 

  





   

       



   



   



 

      

    

   







 

 :ا تحت تأثير ىذه التحويلات الشكل ا تي4) معادلة السطح تأخذ 

1

1 1

1 1

1

1 2 1 2

( )
2

1

1

1
2

2

1

2

3

1 1

2

4

1 1

( )

( )

( )

( ) (21)

k k

h v

h v h v

j j

j

h

p p r r

p k

v w

q h q v q h v q

R y Z

S y Z

T y Z Z

P y Z Z c

 

   









 





 

 

 

 

  

     









 

 

 

 

 

   

   





 

 

 

حيث 
1 2v q   :دالة خطية تعطى بالعلاقة 

            
1

1 2 1 2 2 1

2

2 1

( )
1

0

1

1
1

1 2

1

1

2

1

( )

( ) ( 1, ) (22)

( )
k

h v

v q h v q q h v

j q j

j

k q r

k

l A

l B q w

l C

 

  






  






  


     













  




 










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 : ةا تي بالعلاقة Pوبذلك يتعين كثير الحدود 

                       0 1 2 (23)P l R l S l T   

 مما سبق نحصل عمى النتيجة ا تية:

1   ليكن :(4) مبرهنة مساعدة 2 30 , 0v v v v     

1وليكن      1h v        ( 1أو 1h v       ا عندىا
1يتحقق  1v vF    

G  ذو زمرة التناظر التامة  nFا يوجد السطح 23ا ، )22العلاقتين ) وبتحقق

 .ا21) معادلةويتعين بال

 ا تية:مما سبق نخم  إلى النتيجة 

 لتكن  :(2) مبرهنة

1 2 3 4, , ,g v vp p p p
              

 

 :حيث مستقيمات التقاطع ىي

           1 1 2 2 3 1 4, , ,oz p oz p oz p oz p         

1و  2 30 , 0v v v v    
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)عندئذ من أجل أي تموضع للغمفة الخطية  1,2,3)j j


  يمكن تعيين ،
السطح 

nF زمرة التناظر التامة  ذيG ،( إذا تحقق الشرطا 21بالمعادلة:   
1g v   كثيرات الحدود  وتحقق  , , ,R S T Pلعلاقات ا: 

                              
2 1 2 1

2
1 1 2

1

,

,

R S

T P

       


   



       


   



   


  



   

 
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