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 :ص البحثممخ  
الأمثمة عمى  قابمية المفاضمة فوق العقدية معمختمفين ل تعريفين دراسة ت في ىذا البحثتم  

واستنتاج أن  كثيرات الحدود فوق العقدية ىي دوال قابمة لممفاضمة وفق أحد  كلّ منيما،
 درسنا شرط كما ىذين التعريفين في حين أن يا ليست كذلك بالنسبة لمتعريف الآخر.

غير فوق العقدية الدوال المتسامية  وأثبتنا أن   الدوال حسب مفيومي فيوتر وكولين. نظامية
 ييا.فيوتر عم-ريمان-تطبيق مؤثر كوشيمن خلال وذلك ، نظامية حسب فيوتر

 
 :الكممات المفتاحية

الة الأسية الطبيعية فوق الد –كثيراث الحذود فىق العمذيت  –قابمية المفاضمة فوق العقدية 
 – دالة الجيب المثمثي فوق العقدية –الدالة الموغاريتمية الطبيعية فوق العقدية  –العقدية 

الدوال النظامية فوق  -فيوتر -ريمان-مؤثر كوشي –دالت جيب التمام المثلثي فىق العمذيت 
 العقدية.

  

                                     
1
 قسم الرياضيات –كلية العلوم  –جامعة البعث  –طالبة ماجستير  
2
 قسم الرياضيات –كلية العلوم  –جامعة البعث  –عضو هيئة تدريسية  
3
 قسم الرياضيات –كلية العلوم  –جامعة البعث  – عضو هيئة تدريسية 
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Abstract: 

In this research, two different definitions of quaternionic 

differentiability have been studied with examples of each, and it is 

concluded that quaternion polynomials are differentiable functions 

according to one of these two definitions, while they are not for the 

other definition. We also studied the condition of the regularity of 

functions according to the concepts of Feuter and Cullen. We 

proved that the exponential, logarithmic, trigonometric sine and 

cosine functions are irregular according to Feuter, by applying the 

Cauchy-Riemann- Feuter operator to them. 
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 مةمقد   .1
عمى  3481تم  اكتشاف الأعداد فوق العقدية في السادس عشر من تشرين الأول في عام 

-William Rowan Hamilton (3481يد العالم الأيرلندي ويميام رُوان ىاممتون 
(. كان ىدفو الأساسي إنشاء نوع من الأعداد فوق العقدية مرتبطة بالفضاء ثلاثي 3481

لي الأبعاد بالطريقة نفسيا التي ترت بط بيا الأعداد العقدية بالمستوي. لقد كان تخمينو الأو 
عن الأعداد العقدية أنّيا تحتاج جزءاً تخيّمياً إضافياً، أي تصبح بجزء حقييقي واحد 

 وجزئين تخيّميين مختمفين.

بعد ما يقارب عشرة أعوام من البحث غير الناجح عن تمديد ثلاثي الأبعاد للأعداد 
أنو بدلًا من الجزأين التخيّميين، سيفترض وجود ثلاثة  ىاممتون خطر في بال، العقدية

 أجزاء تخيّمية.

ة بالأعداد فوق العقدية  اندىش ىاممتون من اكتشافو، فقام بنحت الصيغ الشييرة الخاص 
 :     باستخدام الرموز  Broome Bridgeعمى حجر من جسر بروم 

                
وىكذا وُلِدت الأعداد فوق العقدية. ماتخيّمو ىاممتون كان عدداً لو مركّبة حقيقية واحدة 

يُرمز  .  وثلاث مركبات تخيّمية مختمفة، بحيث يكون مربّع كل مركّبة تخيّمية يساوي 
 [1] ، تكريماً لمكتشفيا.ℍلمجموعة كل الأعداد فوق العقدية بـ 

 لتي متغيراتيا أعداد فوق عقدية.بدراسة الدوال ا نيتمفي ىذا البحث س

إن قوة نظرية الدوال فوق الحقل العقدي تجعل من الطبيعي أن نبحث عن نظرية مشابية 
مجموعة الأعداد فوق  ىولجبر القسمة التجميعي الحقيقي غير التافو الوحيد، والذي 

لم يتم  إنهحيث العقدية. مثل ىذه النظرية موجود، ولكن يبدو أنيا غير معروفة كثيراً. 
تطويرىا إلا بعد قرابة القرن من اكتشاف ىاممتون للأعداد فوق العقدية. حاول ىاممتون 

[ تطوير نظرية الدوال بمتغير فوق عقدي باتباع 7] Joly[ وجولي 6] Taitوأتباعو، تايت 
الأساليب العامة المستخدمة في نظرية الدوال بعدة متغيرات حقيقية. كما أنيم لم يحددوا 
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اً لمدوال النظامية من بين الدوال ذات القيمة فوق العقدية بمتغير فوق عقدي، اً خاص  صف  
 كما ىو الحال مع الدوال النظامية بمتغير عقدي.

قد يكون ىذا بسبب أن أياً من التعريفين الأساسيين لمدوال النظامية بمتغير عقدي لا 
 فوق العقدية. يمتمك نتائج مثيرة للاىتمام عندما نطبقو عمى الأعداد

عقدي والتي تمتمك مشتقات فوق عقدية ىي المتغير فوق الدوال ن حيث توصموا إلى أ
دوال ثابتة وخطية )وليس جميعيا(، حيث إن الدوال التي يمكن تمثيميا  عبارة عن

بمتسمسمة قوى فوق عقدية ىي فقط الدوال التي يمكن تمثيميا بمتسمسمة قوى بأربع متغيرات 
 حقيقية.
[ تعريفاً لمدوال فوق العقدية النظامية عن طريق ما يشبو 8، اقترح فيوتر ]1935م في عا

ريمان. وقد أوضح أن ىذا التعريف يقود إلى تعريف قريب جداً من -معادلات كوشي
[. في الاثني عشر عاماً التالية، 9نظرية كوشي، وصيغة كوشي التكاممية ونشر لورنت ]

المرجع الكامل كما يمكننا العودة إلى يل فوق العقدي. طور فيوتر ومعاونوه نظرية التحم
 [5] [.11يوجد وصف بسيط للأجزاء الأولية من النظرية في ]و [، 10ليذا العمل في ]

 هدف البحث .2
ثبات أن  دراسة تعريفين مختمفين لقابمية المفاضمة فوق العقدية مع الأمثمة عمييما. وا 

بالإضافة  كثيرات الحدود فوق العقدية ىي دوال قابمة لممفاضمة وفق أحد ىذين التعريفين.
الذوال الأسيت واللىغاريتميت والجيب المثلثي وجيب لدراسة نظامية بعض الدوال مثل 

دوال غير نظاميت حسب مفهىم فيىتر ورلك باستخذام مؤثر وإثباث أنها التمام المثلثي 

 فيىتر عليها.–انريم–كىشي

 مواد البحث .3
 [1] بعض التعاريف الهامة .1.3

 قاعدة هاممتون 1تعريف
 إنَّ لاعذة هاملتىن هي:
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 ويمكن كتابتيا بالشكل:

( )                            

 تتبادل تخالفياً مثنى مثنى.      إن  العناصر حيث 

تمثيل آخر للأعداد فوق العقدية من الناحية اليندسية، حيث يرتبط كما يمكننا استخدام 
 :العدد فوق العقدي

             
. بدايةً يجب مطابقة عناصر قاعدة (       )برباعية مرت بة من الأعداد الحقيقية 

مع  (       ) (       ) (       ) (       )، والتي ىي   الفضاء 
عمى الترتيب. سنستخدم ىنا الرمز نفسو         ، والتي ىي ℍر قاعدة الفضاء عناص

 أو لتمثيل العدد فوق العقدي المقابل ليا.   لتمثيل نقطة في 

 الجزأين السممي والمتجهي لمعدد فوق العقدي 2تعريف
          بالصيغة              يمكن تبديل الصيغة 

، ( )  ويُرمز لو بـ   بالجزء السمّمي لـ   من      . يسمّى الجزء الحقيقي   
 .( )   ويُرمز لو بـ   بالجزء المتّجيي لـ            ويسمّى 

إن الأعداد الحقيقية ىي في الواقع أعداد فوق عقدية ذات جزء متّجيي معدوم. وأيضاً إذا 
. إذا كان      عدداً فوق عقدي صرف، مثل العدد   فإننا نسمّي     كان 
إلّا       عددين فوق عقديين، فإن و بشكلٍ عام لا يمكن تعريف المتراجحة    و    

عددين حقيقين. كما أنّو لايمكننا أن نقول عن الأعداد فوق العقدية إنّيا    و    إذا كان 
 ع أعداد حقيقية.موجبة أو سالبة، إلّا إذا كنّا نتعامل م
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 العددان فوق العقديين المتساويان 3تعريف
         و                  ن ييكون العددان فوق العقدي

و       و       متساويين، إذا تساوت المركّبات المتقابمة، أي         
 .   و       إذا كان     . وىذا يعني أنّ      و       

 العمميات الحسابية عمى الأعداد فوق العقدية 4تعريف
      لدينا العددان إنّ الأعداد فوق العقدية تقبل الجمع والطرح والضرب. فإذا كان

عدد حقيقي، فإنّنا نُعرّف  𝜆و                  و             
 ىذه العمميات الحسابية بالشكل الآتي:

(i) الجمع 
    (     )  (     )  (     )  (     )  

(ii) الطرح 
    (     )  (     )  (     )  (     )  

(iii) الضرب بعدد حقيقي 
𝜆  (𝜆  )  (𝜆  )  (𝜆  )  (𝜆  )  

(iv) الضرب فوق العقدي 
   (                   )

 (                   )        
            (                   ) 

 (                   )  
يوجد عدّة طرق لكتابة القاعدة الأخيرة، فمثلًا يمكننا استخدام توزيع الضرب عمى الجمع 

 من اليسار، وعندئذ سيصبح الضرب فوق العقدي بالشكل:
   (              )(          

    )                                               
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عند تبسيط العلاقة السابقة يجب مراعاة أن  الضرب تبديمي من أجل الأعداد الحقيقية، إلّا 

لأساسية أنو ليس كذلك بالنسبة للأعداد فوق العقدية. والآن باستخدام الخصائص ا
 ، نستطيع كتابة عممية الضرب بالشكل الآتي:( )والمطابقات 

                                          

          
                                                   

      
 ، نحصل عمى قاعدة الضرب فوق العقدي.بتجميع الحدود بالنسبة لموحدات التخيمية

إذا أخذنا القواعد السابقة كتعاريف لمجمع والضرب، سيكون من السيل التحقّق من أن 
تي التجميع وتوزيع الضرب عمى الجمع محقّقتان بالنسبة للأعداد فوق العقدية:  خاص 

(v) ة التبديمية لمجمع  الخاص 
                     

(vi)  ة  التجميعية لمجمعالخاص 
  (   )  (   )                   

(vii) توزيع الضرب عمى الجمع 
 (   )             (   )                       

(viii) ة التجميعية لمضرب  الخاص 
(  )   (  )                

بينما      ، عمى الرغم من أن الجمع تبديمي، إلّا أن  الضرب غير كذلك، فمثلاً 
 .  لايساوي    . ولذلك في الحالة العامّة،      
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 حيادي الجمع وحيادي الضرب 5تعريف
ىو العنصر الحيادي                من الواضح أن  العدد فوق العقدي 

           بالنسبة لمجمع، ويسمّى حيادي الجمع. والعدد فوق العقدي 

أو يُضرَب بـ    ىو حيادي الضرب. ىذا يعني أنّ أيّ عدد فوق عقدي يُجمَع لـ     
عمى أنّو   سيبقى كما ىو. يمكننا من خلال ذلك تعريف النظير الجمعي لمعدد    
الأعداد فوق العقدية  حيث أن  . أمّا النظير الضربي فيحتاج مزيداً من التفصيل.   

 .ℍ 7و الحقل التخالفيتشكّل جبر قسمةٍ غير تبديمي، وى

 

 مرافق العدد فوق العقدي 6تعريف
   يرتبط العدد فوق العقدي 

 
    بالعدد               

مرافق   ، نسمّي العدد  ، من خلال عكس إشارات الجزء المتّجيي لـ         
 . العدد فوق العقدي 

 خواص دالة المرافق:

𝜆و       من أجل كلّ   الخصائص الآتية:    ، تمتمك الدالة   

(i)         
(ii)     
(iii) 𝜆  𝜆  
(iv)        
(v)         
(vi)    عدد فوق عقدي صرف إذا وفقط إذا كان    . 

نلاحظ من تعريف جمع وضرب الأعداد فوق العقدية أن  جمع أو ضرب عدد فوق عقدي 
 فإن:             بمرافقو ىو عدد حقيقي، فإذا كان 

    (          )  (          )     

                                     
7
 التخالفي هو بنية جبرية تحقّق جميع خواص الحقل ماعدا الخاصّية التبديلية. حقلال 
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    (          ) (          )              
 كما أن  الفرق بين العدد فوق العقدي ومرافقو ىو عدد فوق عقدي صرف:

    (          )  (          )

             
 الأولى والرابعة إلى ثلاثة أعداد فوق عقدية أو أكثر، أي أنّ:يمكن تعميم الخاصّتين 

                      
 عام: وبشكلٍ ،                وأيضاً 

                           
: إن مرافق مجموع )فرق( أعداد فوق عقدية ىو مجموع )فرق( مرافقات ىذه الخلاصة
وأيضاً مرافق جداء أعداد فوق عقدية ىو جداء مرافقات ىذه الأعداد ولكن الأعداد. 

 بترتيبٍ معاكسٍ.

 طويمة العدد فوق العقدي 7تعريف
القيمة المطمقة أو  سنعرّفو بأنّويرتبط بكلّ عددٍ فوق عقدي عددٌ حقيقي غير سالب، والذي 

وىذا الرمز  | |ونرمُز لو بـ               طويمة العدد فوق العقدي 
تمثّل المسافة بين نقطة   ، وبالتالي طويمة العدد   مطابق لرمز الطول الإقميدي في 

 بالشكل:  . تعطى طويمة العدد (       )الأصل و النقطة 

  √            
| |إذا كان   .عدداً فوق عقدي واحديّ   فإننا نسمّي العدد    

 
 المعكوس الضربي لمعدد فوق العقدي 8تعريف

 من اليمين أو من اليسار ىو   الذي ناتج ضربو بـ ىو العدد فوق العقدي 
 

. أي أنو 
 يحقّق:    يوجد عدد فوق عقدي وحيد      من أجل 
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 إن المعكوس الضربي لمعدد فوق العقدي الواحديّ ىو مرافقو.

 خواص  الطويمة والمعكوس الضربي:

(i)       | |  
(ii)     

 

| | 
            

(iii) |  |  | || | 
(iv) | |  |  |  | | 
(v) (  )                      
 

 قسمة الأعداد فوق العقدية 9تعريف
تتعمّق القسمة بمفيوم المعكوس الضربي للأعداد فوق العقدية، ونظراً لأنّ الضرب غير 

أو      بطريقتين. إم ا   و   تبديمي، فإن و يمكننا أن نعرّف قسمة عددين فوق عقديين 
 . ولذلك لن نستطيع استخدام الرمز     

 
من   لأن و لن يحدّد فيما إذا كنّا نقسّم عمى  

     اليمين أو من اليسار. لذلك نكتب 
  

| | 
وتسمّى قسمة من اليمين، و  

     
  

| | 
  و   وتسمّى قسمة من اليسار. من الميم أن نلاحظ أنو إذا كان  

 .    ىو مرافق      عددين فوق عقديين صرفين، عندئذ 

 إشارة العدد فوق العقدي 11تعريف
 ( )   بـ  اعطينا عدداً فوق عقدي واحدي، ونرمز ليتالعدد فوق العقدي  إشارةإن  
 عطى بالشكل:تو 

   ( )  
 

| |
 

 الدالة الأسية الطبيعية فوق العقدية 11تعريف
 بالشكل:الأسية الطبيعية فوق العقدية  تعرف الدالة

       (   | |     ( )    | |) 
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ثابت رياضي وىو أساس الموغاريتم الطبيعي ويعرف باسم عدد أويمر   العدد حيث 
        .  

 

 
/
 

. 
 الدالة الموغاريتمية الطبيعية فوق العقدية 12تعريف

 تعرف الدالة الموغاريتمية الطبيعية فوق العقدية بالشكل:
  ( )    | |     ( )   ( ) 

 المثمثي فوق العقديةدالة الجيب  13تعريف
 تُعر ف دالة الجيب المثمثي بالشكل الآتي:

   ( )  {
 
 

 
   ( )(     ( )        ( ))       | |   

   (  )                                                      | |   
 

 دالة جيب التمام المثمثي فوق العقدية 14تعريف
 تُعر ف دالة جيب التمام المثمثي بالشكل الآتي:

   ( )  {

 

 
(     ( )        ( ))       | |   

   (  )                                   | |   
 

 
 فوق العقدية قابمية المفاضمةدراسة  .2.3

منذ بداية القرن الماضي، كانت ىناك محاولاتٌ عديدةٌ لتعريف فئة من الدوال ذات القيمة 
تمعبو الدوال اليولومورفية فوق العقدية بمتغير فوق عقدي واحد تمعب الدور نفسو الذي 

 بمتغير عقدي واحد.
(   ) ,   إن التعريف القياسي لممشتق يتطمب دراسة سموك المقدار    ( )- ،

 ،     حيث 
 ، أي أن: . وكما نعمم أن الضرب تبديمي في    عندما 

   , (   )   ( )-  , (   )   ( )-    
، فإن      بسيولة ودون أي التباس. أما بالنسبة لمدالة  ̀ وبالتالي يمكننا إيجاد 

 العلاقة 
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، لأنو كما نعمم الضرب غير    ليس بالضرورة أن تكون محققة من أجل أي  السابقة
 . تبديمي في 

ولمعالجة ذلك فإننا سندرس نيايتين، الأولى من اليسار والأخرى من اليمين، ومن ثم 
 [2] واحدٍ. نعرف قابمية المفاضمة من جانبٍ 

 
 [2] قابمية المفاضمة فوق العقدية من جانب واحد   15تعريف

 دالة ذات قيمة فوق عقدية بمتغيرٍ فوق عقدي، عندئذٍ:      لتكن 
 إنيا قابمة لممفاضمة فوق العقدية من اليسار إذا وجدت النياية:  يقال عن  .3

   
   
*   , (   )   ( )-+ 

 .̀  أو        وعندئذٍ نرمز ليذه النياية بـ 
 إنيا قابمة لممفاضمة فوق العقدية من اليمين إذا وجدت النياية:  يقال عن  .2

   
   
*, (   )   ( )-   + 

 .̀  أو        وعندئذٍ نرمز ليذه النياية بـ 
 

 [2] 1مثال
 ىو دالة قابمة لممفاضمة فوق العقدية من اليسار:       التطبيق المطابق 

( )  حيث لدينا  (   )  و      وبالتالي:     
   
   

   ,  (   )    ( )-     
   

   (     )     
   

    

   
⁄   (  )  أي أن   (  )أو    

 
 
  . 

وبالمثل نجد أن التطبيق المطابق قابل لممفاضمة فوق العقدية من اليمين ويكون 
 (  )   ⁄ (  )أو    

 
 
  . 

 [2] 2مثال
( ) لتكن الدالة   لممفاضمة أم لا.. ولنرى فيما إذا كانت قابمة    
 لنحسب أولًا:

 (   )  (   )  (   )(   )              
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 حيث ىنا ترتيب المضاريب ىام.
 وبالتالي:

   , (   )   ( )-     (              ) 
    (        )            

 غير تبديمي، فإنو لا يمكننا اختصار المقدار السابق أكثر من ذلك.  ولأن 
 *      نلاحظ أن 

  , (   )  غير موجودة. +-( )  
 وسنحصل عمى النتيجة نفسيا إذا درسنا قابمية المفاضمة من اليمين.

 
 [2] 1مبرهنة
معرفة وقابمة لممفاضمة فوق العقدية من اليسار عمى المجموعة المفتوحة   لتكن الدالة 
 : تمتمك الشكل الآتي عمى   . عندئذٍ فإن    والمتصمة 

 ( )                                       
 ىي:حسب التعريف السابق  لممفاضمةالتي تكون قابمة  الدوالأشكال  ذاً إ

 ( )              
 .                حيث 
( )  الدالة نادرسإذا فمثلًا،   (      )

 : 
 ( )  (      )

  (      )(      )
   

                
  

   
           

    
    

 ⏟      
 

   ⏟
 

    ⏟
 

                                  

 لممفاضمة.القابمة  الدوالنتمي لأسرة ه الدالة تىذ نجد أن  
 

 : الدوال الأسية والموغاريتمية والمثمثية غير قابمة لممفاضمة حسب التعريف السابق.1نتيجة
 

 ةتعريف آخر لقابمية المفاضمة فوق العقدي 16تعريف
 لممفاضمة فوق العقدية إذا تحقق: ةقابم       الدالةكون ت

[    
           
  
    

    
 
(                 )]  ( )    
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 .                حيث 
 

  3مثال
( )  الدالة لندرس   : 

[    
           
  
    

    
 
(           

      )]                                       

 [    
           
  
    

    
 
(                 )] (      

        ) 
   

           
  
    

    
 
    

           
  
    

    
 
   

 
           
  
    

    
 
          

          
           
  
    

    
 
(           )

   
(           )

 

  
    

    
 
   

  

| | 
 

            (  )    
( )  الدالةوبالتالي   .لممفاضمة ةقابم   

 
إن ضرب ثابت فوق عقدي من اليسار بدالة قابمة لممفاضمة فوق العقدية لا  :2نتيجة

 لممفاضمة فوق عقدية، والمثال الآتي يثبت ذلك:يعطينا بالضرورة دالة قابمة 
    (              )                  

 :وبتطبيق المؤثر السابق عميو نجد أن

 (  )  [    
           
  
    

    
 
(                 )] (   

            ) 
               

           
  
    

    
 
((           )) 
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  (  

    
    

 )               
  
    

    
 

 
            

 
 (  

    
    

 )   (  
    

    
 )               

  
    

    
 

 

             
  (  

    
 )               

  
    

    
 

   
( ) وبالتالي الدالة   غير قابمة لممفاضمة.    

 
  4مثال

( )  الدالةلنرى   :وفق التعريف السابق لممفاضمة ةقابم تفيما إذا كان    

[    
           
  
    

    
 
(           

      )]  
                                            

 [    
           
  
    

    
 
(                 )] (  

    
 

   
    

                      ) 
             

           
  
    

    
 
  
   

           
  
    

    
 
  
 

  
           
  
    

    
 
  
  

              
           
  
    

    
 
         

   
           
  
    

    
 
          

   
           
  
    

    
 
                                                                                          

  (              )

  
           
  
    

    
 
(  

    
    

 )                    
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  (       

    )                                                           
  (              )   (           )

  
(           )

 

  
    

    
 
   

  (              )   (           )     
                               

( )  الدالةوبالتالي   .حسب التعريف السابق لممفاضمة ةقابم    
 

 قاعدة اشتقاق جداء دالتين: 3نتيجة
 دالتين فوق عقديتين تمتمكان مشتقات جزئية حقيقية، عندئذٍ: ( ) و  ( ) لتكن 

 (  )  [   

 
           
  
    

    
 
(           

      )] (  )                
                        (  )

 
           
  
    

    
 
.     (  )       (  )

      (  )/ 
 (    )   (    )                                                                      
                          

           
  
    

    
 
{  [(    )   (    )]

   [(    )   (    )]

   [(    )   (    )]} 
               (    ) 

 
           
  
    

    
 
[  (    )    (    )

   (    )]  



 العرنوسباسل د.     شراباتيمحمد د.    وداد المعصراني   0202 عام 5العدد  45 البعث  المجلد مجلة جامعة 

55 

 

                       (    )

 
           
  
    

    
 
 [  (    )    (    )

   (    )] 
                         ( )   (    ) 

  
           
  
    

    
 
 [  (    )    (    )    (    )] 

إذا قاعدة الاشتقاق المعروفة بأن مشتق جداء دالتين ىو مشتق الدالة الأولى بالثانية + 
الثانية غير محققة في التحميل فوق العقدي وبالنسبة ليذا الدالة الأولى بمشتق الدالة 

 التعريف.
 

( ) سنستخدم القاعدة التي توصمنا ليا في إثبات أن الدالة  قابمة لممفاضمة فوق     
 العقدية.

 
  5مثال

( ) لنرى فيما إذا كانت الدالة   قابمة لممفاضمة أم لا.    
 باستخدام الاستقراء الرياضي:

( ) لدينا     من أجل   قابمة لممفاضمة. أي أن:   

 ( )    [    
           
  
    

    
 
(                 )]  

   
( ) والآن لنفرض أن الدالة   أي نفرض أن: لممفاضمة. ةقابم      

 (    )    [   

 
           
  
    

    
 
(                 )]  

   

   
( ) ولنثبت أن   قابمة لممفاضمة. أي لنثبت أن:    
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( )  (  )    [   

 
           
  
    

    
 
(                 )]  

 

   
 

 :         لدينا
 (  )   (     ) 
               ( )      (    

   ) 
                   

           
  
    

    
 
 [  (    

   )    (    
   )

   (    
   )] 

               (    
   ) 

                   
           
  
    

    
 
(              )[  (    

   )

   (    
   )    (    

   )] 
               (    

   ) 
                   *

  (           )

  
    

    
 

  + [  (    
   )

   (    
   )    (    

   )] 
 

 ولكن لدينا:

[    
           
  
    

    
 
(                 )]  

      

      
    [

           
  
    

    
 
(                 )]  

    
 

 وبالتالي:
 (  )   (    

   )        
   

 [  (    
   )    (    

   )    (    
   )] 
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           (           )(    
   )

 [  (    
   )    (    

   )    (    
   )] 

           (           ) {(    
   )

 
           
  
    

    
 
[  (    

   )    (    
   )

   (    
   )]} 

           (           ) ( 
   )    

 
( ) محققة والدالة  ( )وبالتالي فإن العلاقة   قابمة لممفاضمة.    

 
 التي من الشكل: كثيرات الحدود فوق العقدية 4:نتيجة

∑    

 

   

            

 .السابق ىي دوال قابمة لممفاضمة حسب التعريف
 

 الدالة الأسية 6مثال
[    

           
  
    

    
 
(                 )] , 

              - 
                 
    

           
  
    

    
 
(    

                   
              

     
              ) 

                

 
           
  
    

    
 
(       

    ) 
                   

 (     ( ) )     
 لممفاضمة. ةغير قابم ةالأسي الدالةوبالتالي 
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 الدالة الموغاريتمية 7مثال

[    
           
  
    

    
 
(                 )]   (      

        ) 
 

 

              
 

     
           
  
    

    
 
(  

 

              

   
 

              

   
 

              
) 

 
 

              

 
           
  
    

    
 
(       

    )
 

              
    

 (     ( ) )
 

 
   

 لممفاضمة. ةغير قابم ةالموغاريتمي الدالةوبالتالي 
 

 دالة الجيب المثمثي 8مثال
[    

           
  
    

    
 
(                 )]    (      

        ) 
      (              ) 

    
           
  
    

    
 
,      (              )

       (              )
       (              )- 
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      (              ) 
       

           
  
    

    
 
,           -    (              ) 

   (     ( ) )    ( )    
 وبالتالي دالة الجيب المثمثي غير قابمة لممفاضمة حسب التعريف السابق.

 
 [2] الدوال النظامية .3.3

، 1935كانت في عام       إن أول محاولة ناجحة لدراسة سموك الدوال التحميمية 
ما يسمّى  Rudolph Fueterعندما عر ف عالم الرياضيات السويسري رودولف فيوتر 

بالدوال النظامية من خلال معادلات كوشي ريمان المعممة. ترك فيوتر المجال لكثيرٍ من 
عريفات البديمة. أكثر ىذه التعريفات شيوعاً يرجع إلى كولين العمماء لاقتراح العديد من الت

Cullen( .[3]،[4]) 
 

 ̅  فيوتر اليساري -ريمان-مؤثر كوشي 17تعريف

  ̅  
 

  
  

 

  
  

 

  
  

 

  
 

 
̅̅  فيوتر اليميني -ريمان-مؤثر كوشي 18تعريف ̅ 

  ̅  
 

  
 
 

  
  

 

  
  

 

  
  

 
   مؤثر كولين التفاضمي  19تعريف

   
 

 
(
 

  
 
  ( )

 

 

  
) 

( )   و              حيث       و           

     . 
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 الدالة النظامية من اليسار حسب مفهوم فيوتر عند نقطة 21تعريف
( ) ̅  إذا وفقط إذا كان     نظامية من اليسار عند       تكون    . 

 
 نقطةالدالة النظامية من اليمين حسب مفهوم فيوتر عند  21تعريف

̅  ( ) إذا وفقط إذا كان     نظامية من اليمين عند       تكون    . 
 

 الدالة النظامية حسب كولين عند نقطة 22تعريف
( )   إذا وفقط إذا كان     نظامية حسب كولين عند       تكون    . 

 
 تعريف مكافئ لمدالة النظامية حسب كولين 23تعريف

، أي ىو مجموعة جزئية متصمة  نطاقاً في فضاء الأعداد فوق العقدية  Ωليكن 
 ومفتوحة من:

             
 ولتكن:

  *               + 
كرة من الوحدات التخيمية فوق العقدية، نعرّف مفيوم الدالة النظامية -2ترمُز إلى الـ 

 كالآتي.
، ليكن    . من أجل كل Ωدالة ذات قيمة فوق عقدية معرفة عمى النطاق   لتكن 

Ω
 
 Ω  Ω|    وليكن     

Ωعمى   مقصور  
 

   . عندئذٍ يقال عن المقصور 
 إنو ىولومورفي إذا امتمك مشتقات جزئية مستمرة، وكان:

  ̅ (    )  
 

 
(
 

  
  

 

  
)   (    )    

 .   ىولومورفياً من أجل كل    إنيا نظامية، إذا كان   ويقال عن 
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  9مثال
  ولكنو ليس  ىو دالة نظامية حسب كولين في     التطبيق المطابق ،

 كذلك حسب فيوتر.
  كل كثير حدود من الشكل              

     حيث     
 . ىو دالة نظامية حسب كولين في   من أجل كل 

 
 مشتق-Iالـ  24تعريف

Ω  لتكن  Ωمشتق عمى -I، يُعر ف الـ    دالة نظامية. من أجل كل    
 

 
 بالشكل الآتي:

   (    )  
 

 
(
 

  
  

 

  
)   (    ) 

 
 مشتق الشريحة 25تعريف

 ىو الدالة:  إن مشتق الشريحة لـ 
 ̀      Ω    

فة من خلال  Ωعمى     المعر 
 

 .   ، من أجل كل 
 

Ω   حسب كولين من أجل أية دالة نظامية: 1ملاحظة ، يكون مشتق الشريحة   
 أيضاً. Ωدالة نظامية في  ̀ 

( ) وبالتالي بتكرار عممية الاشتقاق نصل إلى المشتق النوني   
   

   
    لكل  

 وعندىا سيكون ىذا المشتق دالةً نظاميةً أيضاً.
 

 دراسة نظامية الدالة الأسية الطبيعية فوق العقدية .4.3
 اليساري عمى الدالة الأسية الطبيعية فوق العقدية:فيوتر -ريمان-لنطبق مؤثر كوشي

   
  (

 

  
  

 

  
  

 

  
  

 

  
)                                                   
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 وبالتالي فإن الدالة الأسية الطبيعية فوق العقدية غير نظامية حسب فيوتر.
 

 دراسة نظامية الدالة الموغاريتمية الطبيعية فوق العقدية .5.3
 فيوتر اليساري نجد:-ريمان-بتطبيق مؤثر كوشي

    ( )  (
 

  
  

 

  
  

 

  
  

 

  
) (  | |     ( )   ( )) 

         (
 

  
  

 

  
  

 

  
  

 

  
) (  √           

 
        

√        
   ( )) 

 
 

| |
  

 

| |
     ( )

 | |   
 
| |

| | 
  

 

| |
     ( )

 | |   
 
| |

| | 

  
 

| |
       

     ( )
 | |   

 
| |

| | 
                                                                                          

      
          

| |
 , ( | |    )   ( | |    )

  ( | |    )-
   ( )

| | 
 

 
 

| |
 ( | |      | |      | | 

    )
   ( )

| | 
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| |
 ,  | |  (        ) -

   ( )

| | 

 
 

| |
 (  | |    )

   ( )

| | 
    

 
 

| |
 (    )

   ( )

| |
 
 

| |
  

   ( )

| |
                                                          

( )   لدينا حيث            . 
 وبالتالي الدالة الموغاريتمية الطبيعية فوق العقدية غير نظامية حسب مفيوم فيوتر.

 
 فوق العقدية نظامية دالة الجيب المثمثيدراسة  .6.3

 فيوتر اليساري نجد:-ريمان-بتطبيق مؤثر كوشي

     ( )  (
 

  
  

 

  
  

 

  

  
 

  
) [ 

 

 
   ( )(     ( )        ( ))] 

  
 

 
(
 

  
  

 

  
  

 

  
  

 

  
) (   ( )     ( ))                              

 
 

 
(
 

  
  

 

  
  

 

  
  

 

  
) (   ( )      ( ))                       

 لنحسب الحد الأول بدون الثابت:

   (
 

  
  

 

  
  

 

  
  

 

  
) (   ( )     ( )) 

     (
 

  
  

 

  
  

 

  

  
 

  
) (

        

√        
 
(          )

        

√        ) 
 لنوجد المشتقات:

(
 

  
)
        

√        
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)
        

√        

  

 √         (        )
 

√        

        
 

  
 | |   

 
| |

| | 
 
 | |       ( )

| | 
          

( 
 

  
)
        

√        

  

 √         (        )
 

√        

        
 

  
 | |   

 
| |

| | 
 
 | |       ( )

| | 
          

( 
 

  
)
        

√        

  

 √         (        )
 

√        

        
 

  
 | |   

 
| |

| | 
 
 | |       ( )

| | 
    

 

(
 

  
)  

(          )
        

√        

 
        

√        
 
(          )

        

√         
    ( )     ( )                   

( 
 

  
)  

(          )
        

√         
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          ( ) * 
| |       ( )

| | 
    ( )+      ( )

 
| |       ( )

| | 
     ( ) 

 ,   
   ( ) 

| | 
, | |       ( )       ( )       ( )-   

 
 

| | 
, | |       ( )       ( )

      ( )--      ( )     

 ,  
   ( ) 

| | 
, | |      ( )-

 
 

| | 
, | |      ( )--      ( )             

 والآن لنحسب الحد الثاني بدون الثابت:

   (
 

  
  

 

  
  

 

  
  

 

  
) (   ( )      ( )) 

 (
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 المثلثي فىق العمذيت غير نظاميت حسب فيىتر. إذاً دالة الجيب

 دراسة نظامية دالة جيب التمام المثمثي فوق العقدية .7.3
 فيوتر اليساري نجد:-ريمان-بتطبيق مؤثر كوشي
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 دالة جيب التمام المثمثي فوق العقدية غير نظامية حسب فيوتر.إذاً 

 الاستنتاجات والتوصيات .4
كثيرات الحدود فوق العقدية قابمة لممفاضمة حسب أحد تعريفي  أن   نجد كما سبمن خلال 

قابمية المفاضمة بينما ىي غير كذلك بالنسبة لمتعريف الآخر، كما أنيا دوال نظامية حسب 

 الدالة الأسية والدالة الموغاريتمية ودالة الجيب المثمثي أنتعريف كولين. وأيضاً وجدنا 

 غير نظامية حسب مفيوم فيوتر.دوال  ىيفوق العقدية  وجيب التمام المثمثي

ا. كما يمكن البحث منوصي بدراسة نظامية تمك الدوال حسب مفيوم كولين والمقارنة بيني

 عن طرق أخرى لتعريف الدوال النظامية ودراستيا.
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