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 :ممخص البحث
 

الاستقطاب، مركزي التناظر والمتجانس يتعمق البحث بالجسم الصمب المرن دقيق 
 وريضمن ما يسمى حالة التناظر المح ثوابت مادية، خمسةوالمعيّن ب المناحيوالمتماثل 

، ] [5نوفاتسكي البولندي  من خلال الباحثين: والمناقش رياضيا   المرنة للانفعالات الثانية
 بداية  تم مايمي: .(E-N:5)، والذي نرمز لو اختصارا  بالرمز] [6 إرينغن :والتركي

 الرياضي النموذجعرض ثانيا :  ،أولا : عرض النموذج الرياضي التقميدي لمجسم المذكور
شيفر لأجل مسألة القيم تطريقة متجو عرض ثالثا :  ،دوراني لمجسم المدروسال -الإزاحي

 الدورانية لمجسم المدروس.  –الإزاحية  ،الحدية والإبتدائية
العام( لمجسم الصمب المرن  شيفر إلى الشكل التقميدي )تطريقة متجو  في البحث، عممنا
 المرنة. وتلانفعالاانية ضمن حالة التناظر المحوري الث ،(E-N:5) دقيق الإستقطاب

  بعدىا أنيينا البحث بسرد عدد من المسائل لممناقشة.
 
 

حالة  -الجسم الصمب المرن دقيق الإستقطاب  -الكممات المفتاحية: طريقة متجو تشيفر 
 التناظر المحوري الثانية للانفعالات المرنة.

                                                 
  .دكتورة في الريبضيبث التطبيقيت ، عضو هيئت تذريسيت في الجبمعت الوطنيت الخبصت 
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Abstract 

  

 The paper relates to the mathematical model of the centro-symmetric, 

homogeneous, and isotropic micropolar elastic solid of 5 material 

constants in the second axially symmetric state of elastic strains, 

discussed by Nowacki [5] and with Erigen [6], and shortly called 

(E-N:5). First, we introduce the following: 

1) The traditional model of such a body in frame of the second axially 

symmetric state of elastic strains.   

2) The displacement- rotation model of the above mentioned  body. 

3) The Schafer vector method for the displacement – rotation initial-

boundary value problem of the above mentioned micropolar elastic solid. 

In paper ,first we generalized the Schafer vector method to the traditional 

(general) description of the considerable body in the frame of the second 

axially symmetric state of elastic strains. Finally ,we end the paper by 

some problems for discussing . 

 

 
Key words: Schafer vector method –The micropolar elastic solid – The second axially 

symmetric state of elastic strains. 
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 :  مقدمة -1
م الحدية )التوازن( لمجسم المرن شيفر لحل مسائل القيتمتجو طريقة تمت مناقشة  4] [في 

المرنة ، وضمن  للانفعالاتضمن الحالتين المستويتين الأولى والثانية  الاستقطابدقيق 
 المرنة.  للانفعالاتحالتي التناظر المحوري الأولى والثانية 

مسائل القيم الحدية في حل شيفر الباحث ديشميفيتش بمناقشة طريقة متجو تقام   1] [في 
)التحريك( من نوع لامي لمجسم الصمب المرن دقيق الإستقطاب، ضمن  ائيةوالابتد

 الأولى والثانية لتناظر المحوريوكذلك ضمن حالتي االحالتين المستويتين الأولى والثانية 
 يذا الجسم. ل المرنة تللانفعالا

 : هدف وأهمية البحث -2
موذج الرياضي التقميدي مسألة النإلى شيفر تطريقة متجو  عميمييدف البحث إلى ت -أ
ضمن حالة التناظر المحوري الثانية للانفعالات المرنة ليذا ،  (E-N:5) لمجسم )العام(

من  سيلأالأولى معادلاتيا  ؛مسألتينتؤول المسألة الأساسية إلى مجموع  ثيبح الجسم،
 نيا أسيل)أي أ ةمتجانس والابتدائية التي منشأىا القوة،، والثانية شروطيا الحدية الأصمية

 (. من حيث الشروط الحدية والابتدائية
كونيا تعطي طريقة تسيل إيجاد الحل يمكن أن تممك نتائج البحث أىمية كبيرة  -ب
لمسموك الديناميكي لمجسم الصمب المرن دقيق الاستقطاب ضمن حالة التناظر  ناظمال

و نحاسية أو فولاذية أو أسطوانة حديدية، أ(المحوري الثانية للانفعالات المرنة ليذا الجسم 
 في ميكانيك المواد )مخبر المواد(.  أىمية، الأمر الذي يممك )من الألمنيوم ... الخ

 :  طرق وأدوات البحث -3
( لمجسم  العام سنعمم طريقة متجو شيفر إلى الوصف التقميدي ) 1] [ باستخدام نتائج البحث

 للانفعالاتمحوري الثانية الاظر ضمن حالة التن (E-N:5) الاستقطاب دقيق المرن الصمب
 . ليذا الجسم المرنة
    المتمثمة، ] page 187 ;1 [ البحث نتائج عرض مايمزمنا منن البحث متطمبات أجل من

 يمي:  بما
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المتجانس  دقيق الاستقطاب، الوصف التقميدي )العام( لمجسم الصمب المرن: 1 -3
، والذي لو المرنة للانفعالاتالثانية  المحوري حالة التناظر ضمن ،والمتماثل المناحي

 :3R] [1,3بسيطة الترابط والمحدودة فيالمحدودة و  يشغل في لحظة البدء المنطقة
 توطئة: 

321العطالية المقارنة نعتبر جممة xxxO 1الديكارتية ذات القاعدة 2 3( , , )e e e ولنعتبر ،
)الموافقة الاسطوانية القاعدة , , )r ze e e، الاسطوانية الاحداثيات أيضا   ولنعتبر , ,r z 

لممنطقة بسيطة الترابط  لنرمز بـ لنقطة مادية لاغرانجية من الجسم المدروس.
لمحدود   بـلنرمز و  البدء، لحظة في المعتبر م، والتي يشغميا الجس3Rوالمحدودة في

Tز أيضا  بـ مولنر الممساء ليذا الجسم،  ]0, [   بـوT [0, [ .  تتحدد الحالة
ر من خلال مجموعة الحقول الديناميكية المرنة دقيقة الاستقطاب، لمجسم المعتب

) التنسورية: , , , , , )μ κu  ، :حيث أن u و  حقلان متجييان مستقلان، ىما
, :كما أن حقل الإزاحة وحقل الدوران، عمى الترتيب، , ,μ κ ، من تنسورية حقول 

عمى الترتيب: حقل إجيادات القوة وحقل إجيادات العزم، وحقل  نية، ىيالثا المرتبة
 الانفعالات، وحقل الانفعالات دقيقة الاستقطاب.

 (E-N:5)المرنة لمجسم المدروس للانفعالاتمن أجل حالة التناظر المحوري الثانية    
 ةمستقم لمجسم نةالمر  الديناميكية الحالة تحكم التي التنسورية الحقول كافةبالتعريف  تكون
 في السابقة الحقول تمثلفي ىذه الحالة أن  ويمكن ،الثاني الأسطوانيالإحداثي  عن

)الأسطواني  الإحداثي النظام , , )r ze e e وفيT :عمى النحو التالي 
(1.3)                         0, ,0 , ,0, ,r zu   u  
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لمموضع فقط وىنا ننوه بأن المركبات الموجودة في العلاقات السابقة تتبع  ,r z          
 . tولمزمن

 : )العام( الوصف التقميدي أولا  : 

المرنة لمجسم  للانفعالاتلحالة التناظر المحوري الثانية  )العام( يتألف الوصف التقميدي
من المعادلات والعلاقات الأساسية والشروط الحدية  ،(E-N:5) المدروس المرن الصمب

 [: [1,3التالية  والابتدائية

T معادلات الحركة في   : 

(4.3)     
   12 ,r r r z z r r r r rz

r Y J
             

(5.3)             
   12 ,r r z z z z z zr

r Y J


          

(6.3)                 
 

12 ,r r z z r
r X u   

         

حيث :         
1 1 1

, , ,
2 2 2

z z r r r r rz r       
              

, ,r z
r z

 
   

 
 

و، الدورانية ل العطالةو ،  الكتمة الحجمية لمجسمىما  عمى الترتيب، ،Jو كلا  من كما أن
فإن: موىما مقداران ثابتان؛ لأن الجسم متجانس. إضافة  إلى ما تقد 0, ,0X X   

و ,0 ,r zY Y Y ،ر، تبالقوة الحجمية والعزم الحجمي لمجسم المع ماى ،عمى الترتيب
  ، رمز النقطة يعني الاشتقاق الجزئي بالنسبة لمزمنكما أن 

Tفي الانفعالاتمعادلات توافق     : 
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(7.3)           
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Tفي العلاقات التأسيسية، المحققة    : 

(8.3)                 
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rحيث: r z z      ، :كما أن , , , ,     R .ثوابت المرونة لمجسم 

Tالعلاقات اليندسية المحققة في     : 

(9.3)                
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 :ةالتالي والابتدائيةالحدية الشروط  ونضيف إلى ماتقدم 
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Tعمى الشروط الحدية  : 

(10.3)     , ,

,

r r r z z r r r r z z z z z

r r z z

n n m n n m

n n p  

   

 

   

 
 

,حيث الدوال: , : Tz zm p m   R و ،فروضةم ,0,r zn nn ىي
 .المركبات الاسطوانية لمتجو واحدة الناظم الخارجي عمى السطح 

 :{0}في  ةلابتدائيالشروط ا

(11.3)            , , , , , , , , , ,r z r z r z r zu h h h u        

, حيث الدوال: , , , , :r z r zh h h  R فروضةم. 

الوصف التقميدي )العام( لمجسم الصمب المرن دقيق الاستقطاب، المعتبر، ىدف مسألة   
وعة الحقول الفيزيائية إيجاد مجم ىو الثانية لانفعالاتو المرنة، المحوري ضمن حالة التناظر

( , , , , , )μ κu   (1.3) -(11.3)، المحققة لممسألة.  
 

 : [[1 الدوراني -الإزاحي: الوصف  ثانيا   

,  :نحصل عمى ىذه المسألة بحذف الحقول الفيزيائية   , , κ μ  من الوصف التقميدي
 -الوصف الإزاحيعمى مسألة  والاختصار التبسيط بعد فنحصل ،(1.3) -(11.3) )العام(

  التالية: والابتدائية الحدية والشروط المعادلات مجموعة من المكوّنة التالية، الدوراني

T ، المحققة فيالإزاحات والدوراناتمعادلات       : 

(12.3)      
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 حيث:
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(13.3)  
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Tعمى لشروط الحديةا  : 
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1[( ) ( ) ( ) ( )]

[( ) ( ) ( ) ] ,

r r z z

z z r r

n u r u

n u p

 

 

     

     

      

      
 

 روطالشو  (8.3) العلاقات التأسيسيةو  (9.3)اليندسية العلاقات ،  مما تقد إلى نضيف
الإزاحية  والابتدائية،ونسمي المسألة الناتجة بمسألة القيم الحدية  ،(11.3) الابتدائية

ضمن حالة التناظر المناحي،  والمتماثل المتجانس ،(E-N:5) المدروس الدورانية لمجسم
 المرنة.  لانفعالاتوالمحوري الثانية 

يق الاستقطاب، المعتبر، الدوراني لمجسم الصمب المرن دق -الوصف الإزاحيىدف مسألة  
إيجاد مجموعة الحقول الفيزيائية  ىو الثانية لانفعالاتو المرنة، المحوري ضمن حالة التناظر

( , , , , , )μ κu   (9.3)و (8.3)و  (11.3) -(16.3)، المحققة لممسألة.  
 

الدورانية لمجسم        - الإزاحية والابتدائيةشيفر في حل مسألة القيم الحدية تطريقة متجو ثالثا : 
 المرنة:  لانفعالاتضمن حالة التناظر المحوري الثانية المعتبر 

لمناقشة ىذه الطريقة، نعرَّف متجو تشفير: ,0,r z   :بالشكل التالي 

(17.3)        11 1
, ,

2 2
r z r z r zu r u            

 ونفرض أن: 
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(18.3)            

0 0 0

0 0 0

0

, , ,

, , ,

,

r r r z z z

r r r z z z r r r

z z z

u u u

Y Y Y

Y Y Y

       

     

       

       

 

 

: الحقول حيث 0 0 0, ,r zu  إطار المرونة الخطية  في الصمب المرن تعمق بالجسمت
 أما ،للانفعالات المرنة التقميديةالتقميدية ضمن حالة التناظر المحوري الثانية 

:الحقول , ,r zu    الزائدة عن  :ي)أممة )الزائدة( تالم ،تسمى بالإزاحات والدوراناتف
لمحقول  الكلاسيكية، والابتدائيةالتقميدية(. فيما يمي سنناقش كلا  من مسألة القيم الحدية 

 الكلاسيكية 0 0 0, ,r zu  ، ( لمحقول ممة )الزائدةتالم والابتدائيةومسألة القيم الحدية
 )الزائدة( ممةتالم , ,r zu   . 

 الكلاسيكية المتعمقة بالحقول كلاسيكية،ال ،والابتدائيةمسألة القيم الحدية  : 1 -ثالثا         
 0 0 0, ,r zu  : يما يمنحصل عمى ىذه المسألة باتباع : 

0:نوضع 0 0r z   نحصل عمى المعادلة ، (12.3) في المعادلة الثالثة من المعادلات
Tالمحققة في التالية ،الكلاسيكية  : 

(19.3)                                   00
   

2 0 ,u X 



  

0حيث المؤثر: 
   

2



0 9هو المؤثر النبتج عن وضع   0في المؤثر

 ؛ 2

التقميدية  الحدية الشروط عمى ، نحصل)(10.3)أو( (14.3)-(16.3) ديةالشروط الح ومن
Tالتالية، المحققة عمى : 

(20.3)                    0 0 ,r r z zn n p     

0حيث : 
r 0 و

z  لكل من ىي الجزء الكلاسيكي ،عمى الترتيب r  وz :؛ حيث 

(21.3)                            
0 0 0 02 , 2 ,r r z z          
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 عمما  أن: 

                               1 0 00 01 1
( ) , ,

2 2
r r z zr u u         

 كلاسيكية،ال ،ط الإبتدائية، نحصل عمى الشرو (11.3) من الشروط الإبتدائيةأخيراُ، 
 : {0}التالية المحققة في

(22.3)                      0 0, ,u h u     

 ، المتعمقة بالحقول)الزائدة(، المتممة : مسألة القيم الحدية والابتدائية 2 -ثالثا         
   )الزائدة (المتممة  , ,r zu   :  

 المتممة لمحقول ناظمةال والعلاقات المعادلات استنتاج أجل من   , ,r zu     يمزمنا إثبات
Tالمحققتين في ، التاليتين،صحة المعادلتين  : 

(23.3)                                  00
   

2

1

2
0 ,r z X 



   

(24.3)                         0 1

2

1

2
  0 ,z rr X  



    

:المؤثر حيث
2

  



0 :وضع عن ينتج  المؤثر في:   2
2: t      . 

 الإثبات:     

0لأجل ،   (17.3)من العلاقة  0  ،بحصل عمى: 

(25.3)                   0 0 0 1 01 1
,

2 2
r z z ru r u         

 ، نجد:z، جزئيا  بالنسبة لـ(19.3). باشتقاق طرفي المعادلة 1

(26.3)                            00
   

2 0 ,z zu X 



    
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 بالتالي:

(27.3)                      00
   

2

1 1
( ) 0 ,

2 2
z zu X 



     

و (27.3)مباشرة  عن المعادلتين  (23.3)تنتج 
1

(3.25).  

، نطبق المؤثر(24.3). أما لإثبات صحة المعادلة9 11

2
rr     عمى طرفي المعادلة

T، فنحصل عمى المعادلة التالية، المحققة في(19.3) : 

 (28.3)          1 0 10
   

2

1 1
0 ,

2 2
r rr u r X 

 



      

  :1,3] [وبما أن 

(29.3)                 1 10
   

2 2
  ,r rr r 

 

     

 بالشكل:   (28.3)فتصبح المعادلة  

(30.3)            1 0 1

2

1 1
  ] 0 ,

2 2
[ r rr u r X 

 



      

و (30.3)مباشرة  من المعادلتين  (24.3)تنتج المعادلة 
2

(3.25) .  

 بالحقول المتممة )الزائدة( المتعمقة التفاضمية المعادلات جممة اجلاستنت الآن , ,r zu   ، 

0نطبق المؤثر
   

2



عمى طرفي المعادلة
1

، والمؤثر(3.12)
2

  



عمى طرفي المعادلة 

2
Tنحصل عمى جممة المعادلتين التاليتين المحققتين فيف ،(3.12)  : 
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(31.3)
 

  1

0 0 0
      

2 4 2

    

42 2

2 0 ,

2 ( ) 0 ,

r r z r

z z r z

u Y

r r u Y





     

      

 

 

        
 

         

 

ينتج عن المعادلتينالآن، 
1

، وعن المعادلتين (23.3)و  (3.31)
2

 ،(24.3)و (3.31)

المعادلتين وعن
3

وعن كون أن: ،(19.3) و (3.12) 0 0 أن الثلاثية ، , ,r zu     

Tتحقق جممة المعادلات التفاضمية المتممة، التالية في : 

(32.3)        0 0
   

2 4
ˆ2 0 ,r r z ru Y     



          
 

 

(33.3)   1

  

42
ˆ2 ( ) 0 ,z z r zr ru Y      



            

3.34))               0

2
ˆ2 0 ,z r r zu X           

حيث :  1

r r z zr r        :كما أن ،  

 10 0
          

2 4 2 4

1 1ˆ ˆ ˆ, , 0
2 2

r r z z z rY Y X Y Y r X X  



   

       

التالية الناتجة عن الشروط الحدية  والابتدائيةالحدية  الشروط السابقة المعادلات إلى نضيف
  :الأصمية، وذلك باتباع مايمي والابتدائية

، نحصل عمى الشروط الحدية المتممة (14.3)-(16.3)الأصمية  من الشروط الحدية
Tالتالية المحققة في،  )أو الزائدة( : 

(35.3)       
1[( ) ( ) ( ) ( )]

[( ) ( ) ( ) ] 0 ,

r r z z

z z r r

n u r u

n u

 



     

     

         

        
 

(36.3)           1

0

{ 2 [ ]}

[( ) ( ) ] ,

r r r r r z z

z z r r z r r

n r r

n m m

    

     

       

        
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(37.3)   
 1 0

[( ) ( ) ]

{ 2 [ ]} ,

r r z z r

z z z r r z z z z

n

n r r m m

     

    

      

         
 

 التالية المتممة الإبتدائية الشروط عمى نحصل ، (11.3) الأصمية الإبتدائية الشروط ومن

المحققة في 0: 

(38.3)             0 0, 0 , ,r r r z z zh u h          

(39.3)                   0 0, 0 ,r r r z z zu          

 المقادير:  السابقة والابتدائيةفي الشروط الحدية ىنا نشير إلى أنو حيث 

(40.3)              0 0 0 0 0 0,r r r r z z r z r r z z z zm n n m n n        

0والمقادير 0 0 0, , ,r z r z     الكلاسيكية والابتدائيةتنتج عن مسألة القيم الحدية 
 وعن العلاقات:( 3.22)–(19.3)

                      0 0 0 1 01 1
,

2 2
r z z ru r u         

 :كما أن

(41.3)       

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

2 , 2 , 2 ,

, ,

0 ,

r r r r z z z z

r z r z z r z r z r r z

r r z z

 



             

             

   

     

       

   

 

 و9

(42.3)               

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0

, , ,

, , ,

, ,

r r r r r z z z z

r r r r r z z z z

r z r z z r z r

r

r





     

     

   





    

    

   

 

 أن: ومع العمم

              0 00 0

0 0
, lim , , , , lim , , ,rr z zt t

r z r z t r z r z t   
 

  



 للانفعالات المرنة  حالة التناظر المحوري الثانيةل) العام(مسألة الوصف التقليدي لأجل  تشيفرطريقة متجه 
 الاستقطابللجسم الصلب المرن دقيق 

 199 

             
0 0

0 0

0 0
, lim , , , , lim , ,

r z

r zt t
r z r z t r z r z t

t t
 

 
 

 
 

    
 

، (19.3)–(3.22التقميدية ) والابتدائيةحل مسألة القيم الحدية ب آلية حل المسألة:     
نحصل عمى الحل التقميدي 0 0 0, ,r zu الزائدة(  والابتدائيةحل مسألة القيم الحدية ، وب(

 نحصل عمى الحقول المتممة الزائدة، (32.3)–(3.39) , ,r zu    .عوض ماتقدم ن
في العلاقات

1-3
 نحصل عمى الثلاثية، ف(3.18) , ,r zu . نعوض  , ,r zu  في 

ذاالانفعالات عمى نحصلفالأصمية  اليندسية العلاقات  الناتجة الانفعالات ىذه عوضنا ، وا 
 في العلاقات التأسيسية الأصمية، نحصل عمى الإجيادات. 

 :لنتائج والمناقشةا 4 )

لمجسم   (1.3) -(11.3) امعالوصف التقميدي ال مسألة حل إلى شيفر متجو طريقة تعميم   
 للانفعالات الثانية ضمن حالة التناظر المحوري (E-N:5) الإستقطاب دقيق الصمب المرن

 :المرنة ليذا الجسم

 أن:  (1.3) -(11.3)ليذا الغرض نفرض في المسألة 

(1.4)           
0 0

0 0 0

0 0

+  ,  +  ,

+  ,  +  ,  +   ,

+   , +  , 

 

    

  



μ μ μ

κ κ κ Y Y Y

u u u

     

  

 

0 حيــث الحقــول 0 0 0 0 0( , , , , , )μ κu   0و
Yبالمرونــة الخطيــة ، الكلاســيكية  ، تتعمًّــق

الثانيــة للانفعــالات المرنــة  التنــاظر المحــوريضــمن حالــة (  Hookeوالديناميكيــة ) موديــل 
)الحقـول أما ليذا الجسم، , , , , , )    μ κu    وY عـن الزائـدة أو المتممـة، الحقـول فيـي 

 الإبتدائيـــــةلا  مــــن مســــألة القـــــيم الحديــــة فيمـــــا يمــــي سنســــتنتج كـــــ. Hookeحقــــول الجســــم 
0 ــالكلاسيكية المتعمقة ب 0 0 0 0 0( , , , , , )μ κu    المتممـة  الإبتدائيـةومسـألة القـيم الحديـة

)بالحقول المتممة )أو الزائدة( المتعمقة )أو الزائدة(  , , , , , )    μ κu    . 
 

 المتعمقة بالحقول الكلاسيكية الكلاسيكية الإبتدائية: مسألة القيم الحدية  1- 9       
0 0 0 0 0 0( , , , , , )μ κu  : نحصل عمييا باتباع مايمي.  
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 نحصل عمى: (6.3) من المعادلة

Tالتالية المحققة في الكلاسيكية معادلة الحركة     :  

(2.4)                   0 0 1 0 02 ,r r z z rr X u             

الكلاسيكية الانفعالات  توافق معادلات عمى نحصل ،(7.3) الإنفعالات معادلات توافق من   
Tالتالية المحققة في :  

 0 1 02 2 0 ,z r r zr       

 1 0 0 0 0 0 00 , 0 ,o

z r z z z r r r r zr r r                   
0 0 0 1 0 0 00 , 0 , 0 ,r r r z z z z z zr                

 ىي:  ، حدة فقطالتقميدية نحصل عمى معادلة وا ،نفعالات العزمامنيا  حذفناوالتي إذا 

Tالمحققة في لكلاسيكيةنفعالات امعادلة توافق الا   : 

(3.4)                       2 0 2 0 2 0 ,o

r z z z r z zr r          

( نحصل عمى العلاقات اليندسية الكلاسيكية التالية 3.9) ومن العلاقات اليندسية   
Tالمحققة في :  

(4.4)             

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

, , ,

, ,

, ,

, ,

r r r r r z z z z

r z r z z r z r

r r z r z

z r z r z r

r

u r u

u



   

 

     

   

   

   





    

   

    

    

 

0 ين:عمى تعريف الدورانين الكلاسيكي بالاعتمادوالتي 

r 0و

z: 

(5.4)                   0 0 0 1 01 1
,

2 2
r z z ru r u         

 ، تعطينا:(4.4)فإن العلاقات الأربعة الأخيرة في 
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Tالعلاقات اليندسية الكلاسيكية التالية المحققة في       : 

(6.4)                
 

0 0 0 0

0 1 0 0 01 1

2 2

, ,

, ,

r r z z

r r z zr u u

   

   

   

 

 

    
 

 الكلاسيكي.  ،نفعالات التنسوريويتضح ىنا تناظر حقل الا

المحققة  ،ليةالتا ،الكلاسيكية التأسيسية العلاقات عمى نحصل (8.3) التأسيسية العلاقات ومن  
Tفي : 

(7.4)       

       

       

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2 , 2 , 2 ,

0 ,

, ,

, ,

, ,

r r r r z z z z

r r z z

r z r z z r z r z r r z

r r r r r r

z z z z z z

 



     

     

              

   

             

             

             

     

   

       

       

       

 

 عطينا:ت( 4.7) في الأخيرة الأربعة العلاقات فإن متناظر، الكلاسيكية الانفعالات تنسور وكون

Tالمحققة في ،التالية كلاسيكية،العلاقات التأسيسية ال     : 

(8.4)                   
0 0 0 0

0 0 0 0

, ,

2 , 2 ,

r r z z

r r z z

   

   

   

    

 

 
 

 ( ، نحصل عمى: 3.10ومن الشروط الحدية )   

Tالتالية المحققة عمى ،الشروط الحدية التقميدية     : 

 (9.4)                    0 0 ,r r z zn n p     

 نحصل عمى: ، (11.3)بتدائية أخيرا  من الشروط الا   

 : {0}المحققة في  ،التالية ،الكلاسيكية ،بتدائيةوط الاالشر   

(10.4)                      0 0, ,u h u     
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( E-N:5) لمجسم العام التقميدي لموصف الكلاسيكية مسألةالب (4.2)-(4.10) المسألة ندعو   
 . لوالمرنة  لاتللانفعاضمن حالة التناظر المحوري الثانية 

 الزائدة( المتعمقة بالحقول الزائدة المتممة)أو والابتدائية: مسألة القيم الحدية 9-9      
( , , , , , )    μ κu  :  ثبات من أجل الحصول عمى ىذه المسألة يمزمنا صياغة وا 
 المبرىنة المساعدة التالية.

0 الكلاسيكية الحقول نإ مبرىنة مساعدة:    0( , )μ في تحققT  المعادلتين:  جملت 

(11.4)      1 0 0 1 0 00 0
      

2 4

1

2
,r r r z z r r zr r J X     

 

        
 

 

(12.4)        1 0 0 0 1

    

2 4

1

2
,r r z z z z z rr J r X    

 

         
 

 

 الكلاسيكية والعلاقات اليندسية (7.4) الكلاسيكية التأسيسية العلاقات باستخدام الإثبات:   
 ، بسيولة نحصل عمى: (4.4)

(13.4)        1 0 0 1 0 0 00
   

4 ,r r r z z r r rr r J     



       

(14.4)                    1 0 0 0 0

  

4
,r r z z z z z zr J   



      

0بتطبيق المؤثر ،الآن
   

2



من المعادلة  بالاستفادة( ،ومن ثم 4.13عمى طرفي العلاقة )  
 .(11.4)، نحصل مباشرة  عمى المعادلة (23.3)

المؤثر قوبتطبي
2

  



 (24.3) المعادلة من بالاستفادة ثم من ،(14.4) المعادلة طرفي عمى

، وبذلك يكون قد انتيى اثبات صحة (12.4) نحصل مباشرة  عمى المعادلة الثانية
  المبرىنة المساعدة.

)ممة تلمحقول الم لناظمةلمحصول عمى المعادلات ا ، الآن     , , , , , )    μ κu   
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 )الحقول الزائدة(، نتبع مايمي: 

0المؤثر نطبق
   

2



والمؤثر ، (4.3) المعادلة طرفي عمى 
2

  



، (5.3) المعادلـة طرفي عمى

Tفنحصل عمى المعادلتين التاليتين المحققتين في : 

(15.4)    10 0

0 0 0

      

2 2

         

2 2 2

1 1

2 2

2

,

r r r z z r r r rz

z z r

r Y

X X J



 

    





 

  

        
 

    

 

(16.4)  
1 1

1

      

2 2 4

    

4 2

1

2

1

2

2 ( ) ( )

( ) ,

r r z z z z z rr

r Z

r Y r X

r X J





  



 



  

 

          
 

   

                

، وعن (4.12) ( و4.16وعن المعادلتين ) (4.11) و (4.15عن المعادلتين ) ،ينتج الآن 
)الحقول المتممة )الزائدة(  أن ، (4.2و) (3.6) المعادلتين عن , , , , , )    μ κu   ،

Tتحقق نظام المعادلات المتمم التالي في  : 

4.17))     10 0
      

2 2
ˆ2 ,r r r z z r r r r rz

r Y J
     

 

             

4.18)     )        1

    

2 2
ˆ2 ( ) ,r r z z z z z zr

r Y J


   

 

          

4.19)                       )
 

1 ˆ2 ,r r z z r
r X u   

            

 ( نحصل عمى: 3.7) الانفعالاتومن علاقات توافق    

T المحققة في، الزائدة، التالية توافق الانفعالات علاقات    : 
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(20.4)           

    

 

1

1

1

0 ,

0 ,

0 ,

0 , 0,

0 ,

z r r r z z

z r z z z

r r r r z

r r r z z

z z z z

r

r

r r

r

   

  

 

  



   

   

  

   

 







         

       

     

       

   

 

    ، نحصل عمى:(9.3)ومن العلاقات اليندسية   

Tفي ، المحققة العلاقات اليندسية، الزائدة، التالية  : 

(21.4)
1

1

, , , , ,

, , , ,

r r r r r z z z z r z r z z r z r

r r z r z z z r z r

r

u r u u



      

         

       





                 

                   
 

    ، نحصل عمى:(8.3)يسية الزائدة ومن العلاقات التأس  

Tفي ، المحققة العلاقات التأسيسية، الزائدة، التالية  : 

(22.4)       

       

       

2 , 2 , 2 ,

, ,

, ,

, ,

r r r r z z z z

r z r z z r z r z r r z

r r r r r r

z z z z z z

 

     

     

              

             

             

             

             

            

            

            

 

rحيث: r z z         ، 

 التالية، ،الزائدة والابتدائية، الحدية الشروط نضيف السابقة المتممة والعلاقات المعادلات إلى  

 : (11.3) و (10.3) الناتجة عن الشروط الحدية والابتدائية، الأصمية

Tعمى ، الزائدة، المحققةالشروط الحدية   : 

(23.4)    
0

0

0 , ,

,

r r z z r r r z z r r r

r r z z z z z z

n n n n m m

n n m m

    

 

       

   
 

التالية ، المحققة في ،)أو الزائدة( بتدائية المتممةالشروط الا  0: 
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(24.4)             0 0, 0 , ,r r r z z zh u h          

(25.4)                   0 0, 0 ,r r r z z zu          

لموصف  )الزائدة أو( المتممة والابتدائية الحدية القيم بمسألة (4.17)-(4.25) المسألة تسمى  
 الثانيةالمحوري ضمن حالة التناظر  (E-N:5) لمجسم الصمب المرن )العام( التقميدي

 نفعالات المرنة. للا

 : ألية حل المسألة  

عمى  ، فنحصل(4.2)-(4.10)الكلاسيكية  والابتدائيةنحل مسألة القيم الحدية  -1
0الحقول الكلاسيكية: 0 0 0 0 0( , , , , , )μ κu  . 

، نحصل  (4.17)-(4.25)بحل مسألة القيم الحدية والإبتدائية المتممة )الزائدة(  -9
)متممة )الزائدة( عمى الحقول ال , , , , , )    μ κu   . 

(، نحصل عمى الحل النيائي: 4.1وأخيرا  بالتعويض في العلاقات )  -3
( , , , , , )μ κu   (3.1)-(3.11)  )العام(الوصف التقميدي  لمسألة . 
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 :  . النتائج والمقترحات5 -4

 : ج: النتائأولا 

مسألة الوصف التقميدي )العام( لمجسم  لح شيفر إلىتفي ىذا البحث عممنا طريقة متجو 
 .  الجسم ليذا المرنة نفعالاتللا الثانية المحوري التناظر حالة ضمن (E-N:5) الصمب المرن

 المقترحات:  ثانياا:

 في نياية ىذا البحث نوصي بمناقشة المسائل الأتية: 

تشمل وصف شيفر لتشيفر المتجيية إلى طريقة تنسور تتعميم طريقة متجو  :1مسألة  
 المرنة ونفعالاتلا الثانية المحوري التناظر حالة ضمن (E-N:5) غناتشاك الإجيادي لمجسمإ

 . 

مسألة الوصف التقميدي العام طريقة متجو تشيفر المتجيية غي حل مناقشة  :9مسألة  
 . لوضمن حالة التناظر المحوري الأولى للإنفعالات المرنة لكن  ،لنفس الجسم

 مسألة الوصف الإجيادي لنفس الجسمطريقة تنسور تشيفر في حل شة مناق :3مسألة  
(E-N:5)  ليذا الجسم، ضمن حالة التناظر المحوري الأولى للإنفعالات المرنة . 
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