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السوية بين  F–الشكل الجديد في التطبيقات 
 الفضاءات المتناظرة

(1)د. ميشيل حداد
  

 ملخص البحث

السوي وتم تحديد  – Fنعرف فضاء كيمير والفضاء المتناظر والمتضمن التطبيق 
 السوية.  – Fالعلاقات الأساسية في التطبيقات 

أن الشرط اللازم والكافي كي يكون الفضاء المتناظر  (3)ومن ثم نثبت في المبرىنة 
سوي ىو أن يوجد فيو تنسور متناظر غير معدوم يحقق الخواص  – Fمنطمقاً لتطبيق 

 . (18)و  (17)

سوي متناظر غير مبتذل من  F –إثبات أنو إذا وجد تطبيق  (4)وأخيراً تم في المبرىنة 
1إلى الفضاء  nSالفضاء 

nS  ذوي الاتصالh

ii F,  عمى الترتيب، فإنو يتواجد تطبيق

1F-  1سوي متناظر غير مبتذل جديد من الفضاء

nS  1في الفضاء

nS  ذوي الاتصال
n

ه F 1

1
1,  (11) ,(16) ,(20) ,(23)تحققق العلاقات . 

 كممات مفتاحية : 

 الفضاء المتناظر –التطبيق السوي  -فضاء كيمير        

 

 

 
                                                           

1
 .أستاذ مساعد في قسم العلوم الأساسية جامعة الوادي الخاصة - 
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New method of F - planimetric mapping 

between symmetric spaces 
D. Michael Haddad 

Docent at Wadi international university 

 

Abstract 

In this research defined Khlerre space and symmefrie space , and F – 

planimetric mapping , and in the theorem (3) proved that the necessary and 

sufficient conditions.  

The symmetie space to be premise to F – planimetric mapping, that exist in 

it symmetric tensor equal Zero investigate (17), (18) . 

In theorem (4) proved if exest nontreval F – planimetric ametric symmetric 

space, from nS  space to 
1

nS  space with affine comection , i

h

iF ,   respectivly, 

then exist . new treveal F – planimetric symmetric from space 
1

nS  to space 
1

nS  

with affine connections 
n

ه F 1

1
1,  respectivel relation ships (23), (20), (16), (11)  

 

: Key word 
       Khler space, symmetric spaces, Planimetric mapping . 
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 ىدف البحث : 

( السوية بين الفضاءات المتناظرة ، F-) ييدف البحث إلى دراسة خواص التطبيقات 
يجاد المعادلات الأساسية ليذه التطبيقات وتحديد الشروط اللازمة و الكافية لوجود مثل  وا 

يجاد قاعدة يمكننا من خلاليا إنشاء متتالية من الفضاءات المتناظرة  ىذه التطبيقات، وا 
 . ( سوية F-المتواجدة بينيا تطبيقات )

 مقدمة البحث :

 ذوات الاتصال الأفيني.يدرس موضوع البحث نوعاً خاصاً من المنطويات 

* تطورت في الآونة الأخيرة نظرية التطبيقات الديفيومورفية بين فضاءات ريمان ذوات 
الاتصال الأفيني ، و من ىنا ظير مفيوم التطبيقات اليولومرفية بين فضاءات كمير التي 

 [1]اداماشيف ش ميك –[6]ميكش –[9]يانا  –[8]تاسيرو –درست في أعمال ) اتسوكي 
  ]  [ . وشيحة

 .[    ]والتي تعتبر تعميم لمفيوم التطبيقات الجيوديزية في أعمال سينسكوف و غيرىا 
ات الاتصال و بين فضاءات ذنظرية التطبيقات شبو الجيوديزية  سينيوكوفكما درس 

 .[4] الأفيني عديم الالتفاف
أنواع خاصة من التطبيقات شبو الجيوديزية بين فضاءات [6] ميكش وكورباتفا كما درس 

 .[10-2]ريمان 

ات الاتصال و كوف نوعا خاصاً من التطبيقات بين الفضاءات ذميكش وسينيودرس 
 .[3] ( السويةF-الأفيني عديمة الالتفاف أطمقوا عمييا تسمية التطبيقات ) 
التطبيقات وشروط وجودىا بين نتابع في ىذا البحث دراسة العلاقات الأساسية ليذه 

 الفضاءات المتناظرة .
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 التعاريف الأساسية:أولًا: 

o 1( تعريف( 

 من الصف Vnالمنطوي التفاضمي  nC   ًإذا وجد فيو اتصال أفيني،  ذايدعى منطويا

1تنسور من النوع  

1

 
 
 

F
h
i .  

F) التركيبوللاختصار نرمز لجداء 
h

i )بأي تنسور ( ...

...jA) من النوع 








q

p
وأي ،  

       :بالشكل A( لمتنسور j مرافق الدليل )
...

...

...

... ii AFA 
 

...   :بالشكلA  ( لمتنسور hو لمرافق الدليل )

...

...

...

hh AFA 
 

o (2) تعريف 

و التركيب gij) ) التنسور المتري وفضاء كيمير ىو فضاء ريمان ذ h

iF  بحيث تتحقق
 الشروط : 

(1) 

,0)

0)

)

, 





h

ji

jiij

h

ii

h

a

Fc

FgFgb

FFa







 

 

h حيث

ji , رموز كريستوفل لمفضاء nV  تعني المشتق موافق التغيير  << ,>> و
 لمتركيب h

iF   . 

o  3 )(تعريف  

الخطي  ( إذا كان تركيبوفضاء ذا تركيب )متناظر nV مى فضاء ريمانيس h

iF 
 معدوم يحقق الشروط :الغير و متناظر تخالفياً ال

(2) 
a)   F(ij,h) = Fij,h+ Fhi,j + Fjh,i=0 
b)  det || Fij"|| ≠0        
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c)  Fij = -Fji 

 :بالشكل Vn يعرف عمى Fijحيث التركيب المتناظر 
        F

h
i = Fαi g

αh
                                                                                   (3) 

 : عمى اعتبار أن

         0
F                                                                                       (4) 

 :السوية بين الفضاءات ذوات الاتصال الأفيني F-التطبيقات ثانياً: 

xفيني عديم الالتفاف المنسوب إلى النظام الإحداثيا اتصال آفضاءً ذ nA ليكن 
1
,. - ,x

n  
 :المحقق لمشرطو 

           h

i

h

i xF                                                                                    (5) 

h : حيث

i  و ،دلتا كرونيكرα  ثابت ما. 

o ( 4 )عريفت :  

xمنحنياً معرفاً بالمعادلة الوسيطية  Lليكن 
h
= x

h
(t)  (t و متجو بالمماس لو ) وسيط: 

     nh
dt

dx
t

h
h ,....,2,10  

λالمماس لو  ( سوياً ، إذا بقي متجوF-( منحنياً ) Lيسمى )
h
 (t) بالانتقال الموازي 

 (t) :في المنطقة المستوية ، المحددة بالمتجيين متوضعاً 
h

λ  ،h
λα

h
F

α
λ  . 

 :أي يحقق العلاقة

(5) λ
h
,αλ

α
= 1 (t)λ

h 
+ 2 (t)λ

h
 F

h
α 

 .  tدوال ما في   , ,21 :حيث

F,  A– ن مجال الفضاءاتإ
n ، ًعمى اعتبار أنو في أي نقطة و وفق السوية واسع جدا 

 . أي منحى يمر دوماً مجموعة غير منتيية من المنحنيات
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 السوية يتضمن :F- ل او دن وصف الإ

 .المنحنيات الجيوديزية 1-
 .المنحنيات شبو الجيوديزية 2-
 .المنحنيات السوية 3-
 .المنحنيات التحميمية السوية 4-

o  [3]  ) 4(تعريف 

nn ليكن AA iفضائين ذوي الاتصال الأفيني  ,
h

, Fi 
h

F تركيبيا الأفيني عمى الترتيب، 
nn: يسمى التطبيق AAF :  F -  سوي إذا صور كل منحني-F  سوي من

 .  nA سوي من الفضاء F بمنحني An الفضاء

nn ينن الفضاءالآن لنفرض أ AA سوي، عندئذ تتحقق  F-متواجد بينيما تطبيق  ,
 : الآنية المبرىنات

o [3] (1) مبرهنة 

 و يحقق الشرط :nA (n>3  )إلى الفضاء  Anسوي من الفضاء  F-التطبيق 

 (6) i

h

jj

h

ii

h

jj

h

i

h

ij FFP   

: حيث    xx ji   رموز كريستوفل.  ,

o  [4]( 2 )مبرهنة 

يحافظ عمى تركيب nA (n>3  )إلى الفضاء  Anالفضاء سوي من  F-إن أي تطبيق 
 : الفضائين ، أي

   xFxF
h

i
h

i  
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  :سوية بين الفضاءات المتناظرة F-التطبيقات  ثالثاً:

ن ليكن الفضاءان المتناظرا   ijijnijijn FgSFgS ، سوي F-بينيما تطبيق  الموجود ,,,
 :تأخذ الشكل (hx)عندئذ فإن المعادلة الأساسية ليذا التطبيق في نظام إحداثي مشترك

 (7) 
   

0

)()()( )()(





h

i

h

ji

h

ji

h

ij

h

ij

F

xFxxxx  

(8) 
ijijijijijij gFFgFFFF 




  ;;0)()( 
(9) 0)/()/(  kijkij FF 

 .  ذي الاتصال nAتعني المشتق موافق التغيير في الفضاء  (/) حيث

 : ψiو φi ة الآتية بين المتجيينتحقق العلاقتو 

(10) 
iii F  

  
 :نجد ,hj( بالدليل  7( بتقميص )   10استناداً إلى )

 (11)  
i

ii
n






 

 2

1     

)α)ψأي يوجد صامد متجو تدرج ،  iψ=  iφ ىذا يعني أن
  بحيث 

(12) 
1x

ii 





     

 العلاقة:( تكافئ 7السوية ) F-إن العلاقة الأساسية في التطبيقات 

(13) kjikjiijkkij
Fggg ))(,

2       
  :السوية بين الفضاءات المتناظرة F-الصيغة الجديدة للعلاقات الأساسية للتطبيقات رابعاً: 

تطبيقاً سوياً من الفضاء المتناظر F-ليكن  
ijijn FgS إلى الفضاء المتناظر  ,

 ijijn FgS كما  cx فإن العلاقات الأساسية ليذا التطبيق في نظام إحداثي مشترك ,
 . ( 13 ) , ( 12 ) , ( 9 ) , (8 ) وجدنا تأخذ الشكل
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تفاضمية جزئية من المرتبة الأولى بالنسبة لمتنسور  ( جممة معادلات 13تمثل العلاقة ) 
gij ،  الجممة ، نستخدم طريقة التحويل لمعالم لإيجاد شروط وجود حل وحيد ليذه و

ولننطمق من  في نظرية التطبيقات الجيوديزية بين فضاءات ريمان [4]كوف و سيني
 التنسور : Sn( و لنأخذ في الفضاء  13المعادلة )
(14)                                                                                     jβgi.αg

. αβ
g

ψ.2
= e  ija 

 : Snلنأخذ المشتق موافق التغيرلو في 

 



  ggggggea ikijkij ,

2

, 2  

  :و باعتبار أن

h

i

h

i gg 
  

 :ينتج

0,,  h

ki

h

ki gggg 



 

:أو
                                        

hi

k

ih

k gggg 
 ,,  

 (:13من ىنا ينتج استناداً إلى ) 

 
  

 
 kjikji

ikjjkiikjjki

jikkkjik

jikjikkij

Fgggge

FggFgggggggge

gggFggggge

ggggggggea

)()(

2

2

)()(

2

,

2

,

22

2

















































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 :أي أن

 kjikjikij Fggggea )()(

2

, 



   

 :لنفترض أن

(15) h

ii

h Agge 
2     

(16) 1

iiA  
      

iiن حيث إ   ، ( 9فإنو من ) نجد: 

12

22

ii

ii

gge

ggegge



























 

 و منو نجد :

(17) kjiikjjkikij Fgga )

1

(

11

,       
 :حيث

Fjk = F
α

kgαj = - Fkj . 

 : aijجل التنسور ( من أ 8و يتحقق الشرط ) 

(18) ajαF
α

i = - aiαF
α

j     
 :حقيقة لدينا

ajαF
α

i = e
2ψ

F
α

i gαβḡ
βδ

gδj = 

= - e
2ψ

F
α

β gαiḡ
βδ

gδj = e
2ψ

F
δ
β gαiḡ

βδ
gδj = 

= - e
2ψ

F
δ
j gαiḡ

βδ
gδj = -aiαF

α
j . 
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تنسوراً متناظراً غير صفري من النوع  aij( يكون  16)  ( و  14واستناداً إلى العلاقات ) 

0

2

 
 
 
φiو  

g( بالتنسور  17متجو موافق التغير، و بتقميص )  1
ij : نجد 

= 
αβ

gαkF
1

jβφ  - 
αβ

gβkF
1

αφ - 
αβ

gαkg
1

βφ- 
αβ

gβkg
1

αφ -= 
βα

gαβ,k a 

1 .
k4φ-= k 

β
F

1
βφ -k 

β
F

1
βφ - 

1
kφ -

1 
kφ-=  

 

gوباعتبار أن المشتق موافق لممتغير 
ij : مطابقاً الصفر يكون لدينا 

1
k4φ-= k),

αβ
gαβ( a

 

φkمن ىنا نجد أن 
φk≠0( أن 16يتضح من ) أنو  حيثمتجو تدرج ،  1

عمى اعتبار أن  1

0≠φk وبالعكس. 

فيو  يوجدل فإنو بتذغير م سوي F–منطمقاً لتطبيق   Snإذا كان الفضاء  ومن ىنا نجد أن

φi≠0 :( حيث 18( و )  17يحقق الخواص)  aijتنسور 
1 . 

 .[ 4 ]العكس صحيح أيضاً ، كما ىو موضح في  و بسيولة نلاحظ أن

  ( 3مبرهنة ): 

 سوي  F-منطمقاً لتطبيق  Sn (gij,Fij)إن الشرط اللازم والكافي كي يكون الفضاء المتناظر

 فيو تنسور متناظر غير صفري من النوع يوجدىو أن 








2

 ( 18)و( 17يحقق الخواص ) 0

φi≠0بشرط أن يكون المتجو 
1. 
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 - Fالمتناظرة ساسية في نظرية التطبيقات( تمثل الشكل الجديد لممعادلة الأ17أي أن )
 (13ة )قالسوية ، وىي تكافئ العلا

 :السوي -Fالتحويلات الثابتة في الفضاءات المتناظرة و المتواجد بينها تطبيق خامساً: 

 ( متناظر غير صفري من النوع14المعرف بالعلاقة ) aijباعتبار أن التنسور 








2

0 

Sن لمفضاء يمكننا القول إ
1

n تنسور متري ، لنحدده: 

 : ( أن17ينتج من )

ij

k

a

x




 - Γ

α
ki aαj - Γ

α
kj aαi = 

j)kF(i
1

φ –  jkg 
1

jφ –jk g 
1

iφ -=                                 
  أي أن :

ij

k

a

x




j)kF(i

1
φ -jk g 

1
iφ -αi akj 

α
Γ+αj aki 

α
Γ 

Γالأخيرة نحصل عمى رموز كريستوفل من النوع الأول العلاقة استناداً إلى 
1

ij,k   لمفضاء

S
1
n . 

Γ
1
ij,k = 

1

2

jk ijik

j i k

a aa

  

  
  

   
= 

+ijFk
1

φ - kjFi
1

φ - ijgk
1

φ-kjgi
1

φ- iαajk
α

+ Γk αaiji

(  
1

2
=  

– jiFk
1

φ - kiFi
1

φ - jigk
1

φ-ki gj
1

φ-j αaik
α

+ Γ kαaij
α

Γ+  

) =ik Fj
1

+ φ jkFi
1

+ φ ikgj
1

+ φjk gi
1

φ+i αakj
α

Γ -j αaki
α

Γ - 
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kiFj
1

φ -kj Fi
1

φ - ijgk
1

φ-kαaji
α

Γ=  

aمستخدمين التنسور  kبرفع الدليل 
kh  فيS

1
n : نجد 

= 
βh

aβiFj
1

φ -
βh 

aβjFi
1

φ - 
βh

aijgβ
1

φ - 
βh

aβαaji

=  
βh

aij,β
1

Γ 

.
βh 

aβiFj
1

φ - 
βh

aβjFi
1

φ -ij g
βh

aβ
1

φ -
h

ji= 

 :أو

1k

ij, kα
aiαFj

1
φ - 

kα
ajαFi

1
φ -ij g

kα
aα

1
φ - 

k

ij=   

1kحيث 

ij -  رموز كريستوفل لمفضاءS
1
n  . 

 ( :15( و )14ينتج من )

) = 
μk

gσμḡ
ασ

g
ψ2

-e) ( γα g
βγ

ḡβφ
ψ2

e= ( 
k α

aα
1

φ 

.
k 

= ψ 
βk

gβ= ψ
βk

gβφ=  

 نرمز بـ :

     (20)                  , 
k

j

1
F 

def 
= β

K
ÃjF 

= 
γk

gβγg
αβ

gαjF
ψ2

-= e 
kα

ajαF 

Ã )حيث : 
K

i ) =( Ã
K

i
1) . 

 ن : أمن الواضح 

F
1 k

j  = jF 
Ã

K
β= 

kF Ã
β

j                                             .(21)           

 :( نجد8) العلاقة من  حقيقةً 
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jF 
Ã

K
β = e-

2ψ
F

β
jḡβαḡ

αk
 = - e-

2ψ
F

β
αḡβjg

αk
 = 

= e-
2ψ

F
k
aḡβjg

αβ
 = 

k

aF Ã
a

j . 

 ( تأخذ الشكل : 18العلاقة ) إن 

      
1k

ij = 
k

ij  - ψ
k
gij - φ

1
(iF

1
j)

k
                                        (22) 

Sليكن 
1

n التنسور المتري : فضاء ريمان ذا 

      aij = e
2ψ

gij .                                                               (23) 

إلى  Sn( تعني وجود تطبيق توافقي من الفضاء 23معموم أن الأخيرة )وكما ىو 

Sالفضاء
1

n  ،: لذلك فإن مركبات كريستوفل تأخذ الشكل 

       Γ
1h

ij = Γ
h

ij + ψ(iδ
h
j) – ψ

h
gij                                        (24) 

 ( نجد :22و استناداً إلى )

=ijg
h

ψ - j)
h

δ(iψ + j)
1h

F(i
1

φ+ ijg
h

+ψij 
1h

= Γij 
1h

Γ 

= Γ
1h

ij+ ψ(iδ
h

j) + φ
1

(iF
1h

j) 

 أي أن:

    )5(2.                                         j)
1h

F(i
1

φ+  j)
h

δ(i+ ψij
1h

= Γij 
1h

Γ 

 حيث:

F
1h

j = F
h

αÃ
α

j . 
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 ( أن :16( و )10يتضح من )

      (26)                                      i
1α

F
1

α= φi 
β

Fβ
α

Ã
1

α= φi= φi ψ 

S و Sn( نجد أنو في   23( و )  20) و استناداً إلى 
1
n : 

F
1
ij = 

def
 F

1α
jaαi = Fβja

βα
aαi = Fij ;                            (27)        

     F
1

ij = 
def

 F
1α

jaai = Fβja
βα

aαi =                                 (28) 

= Fβj ( e
-2ψ

g
βγ

gγδg
δα

 ) (e
2ψ

gαi ) =   Fij ; 

 ( أن : 8 ىذا يعني استناداً إلى )

= 0 (ij)
1

F= (ij) 
1

F 

h≠ 0نباعتبار أو 

iF  0و ≠h

iA : نجد 

         0                                (29)≠ 
h

a iF Ã 
=

1h

iF 

 ( نجد :29( و )28( و )27أخيراً من )

  F
1
(ij1k)≡

1 1 1
ij jk ki

k i j

F F F

x x x

  
  

  
                        (30)         

= 
ij jk ki

k i j

F F F

x x x

  
  

  
F (ij,k)= 0 ; 

      (31)
                                     

1 1 1
ij jk ki

k i j

F F F

x x x

  
  

  
≡ k)-1(ij

1
F 

= 0 ; k)\(ij
1

F
ij jk ki

k i j

F F F

x x x

  
  

  
=  



 حدادميشيل د.                               0202  عام 6 العدد  45  البعث  المجلد مجلة جامعة 

147 
 

nتعني المشتق موافق التغير في الفضاء  "1"و "1"حيث 
1

S   وn
1

S .عمى الترتيب 

ij( أن 27) و( 31تعني العلاقات )
1

F وij
1

F  والفضائين ىي تركيب متناظر(ij
1

,Fij (an 
1

S ،

(ij
1

,Fij (an 
1

S متناظران. 

 نصل إلى المبرىنة الآتية: (10)و  (7العلاقات )مع ( 32)و ( 25بمقارنة العلاقات )

 ( 4مبرهنة: ) 

 بين فضائين متناظرين:  سوي غير مبتذل F-إذا وجد تطبيق 

),(),(: ijijnijijn FgSFgSF  

F)الآفيني  للاتصالالموافقة 
h

i( والمتجو )iφ ) ، تطبيق فإنو يتولد عمى الترتيب-F  سوي

1 ين المتناظرينالفضاءغير مبتذل جديد من 

nS  1إلى

nS: 

   1111

1 ,,: ijijnijijn FaSFaSF  

Fلمتركيب  ةالموافق
1h

i  1)و المتجو
:φ) حيث التنسورات:  

ijiji

h

iijij aaFFF ,,,,, 1111  

 (21( ، )20( ، )28( ،)17( ،)26) ,(18،)(14موضحة بالعلاقات )
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( قد توصمنا إلى قاعدة 23( و )20( و )16( و )14بذلك استناداً إلى العلاقات )نكون 

انشاء زوج من الفضاءات nS و nS تطبيق  بينيا الموجود-F 11 سوي: nn SSF   

 والزوج الجديد من الفضاءات المتناظرة 1

nS  و 1

nS 11 المتواجد بينيا

1 : nn SSF  

 . سوي F-تطبيق 

 ليا و نرمز لو بالشكل: السوي الموافق F-التحويل الثابت 

Г ( g , g , φ , F ) ≡ ( a
1 
, ā

1
 , φ

1 
, F

1
 ) 

a حيث رمزنا لـ
1
ij = aij , ā

1
ij = ā ij  

 التي يوجدن التحويلات الثابتة ىي تطابق بين الفضاءات المتناظرة بذلك يمكننا القول إ
 .سوية F-بينيا تطبيقات 
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