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 الحدوديات المتعامدة في فضاءات سوبوليف 

 عمي وطفة طالب الدراسات العميا: 
 معة البعثجا – كمية العموم - قسم الرياضيات

 محمد عامر الدكتور المشرف:
 

 الممخص:

 في فضاء  حدودياتال بعض الخوارزميات  لبناء وتطبيق    بتعميمسنقوم في ىذا البحث 

مجس يست خوارزمية   العودية وىاتين الخوارزميتين ىماالعلاقات سوبوليف باستخدام 

نستخدم وسوف من حيث سرعة التنفيذ  بينيماتشبيشبف المعدلة وسنقارن خوارزمية و 

يجاد اصفار ىذه   ومنظمة متعامدة لجعل ىذه الحدوديات  طريقة غرام شميدث وا 

وكتابة الاكواد ات في تربيعيات غاوص وسنقوم أيضا بتطبيق ىذه الحدوديالحدوديات 

 . MATHEMATICAمج باستخدام برنا اللازمة لمحسابات الرقمية

  مفتاحية:كممات 

 ., فضاء سوبوليف  الحدوديات المتعامدةي , الجداء الداخم
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Orthogonal Polynomials in Sobolev 

Spaces 

  

Summary : 

In this paper, we will generalize some algorithms for building 

polynomials  in Sobolev space using recurrence  relations ,Steljes, 

and the modified  Chebshev, and we will implement the 

orthognlazation method of the Gram-Schmidth method to make 

these polynomials  and search for the zeros or roots of theese 

polynomials and implement Gauss quaderature to approximate 

integrals and find solutions and write codes for calculations digital, 

using MATHEMATICA software. 

 

Key words : orthogonal polynomial, inner product ,Sobolev spaces 
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 مقدمة:

وثيقة الصمة في الرياضيات أو توأم مجالات ال من تعتبر نظرية التقريب والتحميل العددي 
تقع نظرية التقريب في الحقيقية   Orzalk) [1]الرياضيات عمى حد تعبير العالم أورزاك)

الرياضيات البحتة والتطبيقية. وىي تشمل مجموعة واسعة من بين طرق المفترق  عمى
التطبيقات  إلى والتابعي مجردة في التحميل الحقيقيالمشكلات ال من تمتدالمجالات التي 

المباشرة في اليندسة والصناعة. لذلك , تستخدم نظرية التقريب مجموعة كبيرة ومتنوعة 
, وحساب التفاضل والتكامل , التحميل العددي , والتي تنشأ في التحميل , و  الطرائقمن 

 يات , ومجالات أخرى من الرياضيات. والخوارزم

العالية عمى  القدرةوالحدوديات المتعامدة بمثابة قمب نظرية التقريب لعدة أسباب أىميا 
في  نشر التوابع باستخدام ىذه الحدوديات بالإضافة انيا تقوم بتسييل الحسابات العددية

 . باستخدام تربيعيات غاوصالتكامل 

 تعاريف ومفاهيم أساسية : -1

 : انو تابع وزن اذا حقق    ( ) نقول عن التابع :  (1)  [1] [7]تعريف

1- w تابع مستمر عمى المجال,   - 

2-  ( )        ,   - 

3-    ,   -     ∫           
 

 
 

(: ىو صف كل التوابع  (-   ,  )  الموزون  )فضاء ليبيغ: [1] [7]  (2)تعربف
 التي تحقق : -   ,عمى المجال القيوسة

‖ ‖  (  ,   -)  (∫   ( )  
 

 

  ( )  )
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 (-   ,  )  نحصل عمى حالة خاصة  الفضاء :      من أجل 

بفرض التابعين  ) (-   ,  )  )الجداء الداخمي في الفضاء  :(3)  [1][7]  تعريف
 ( )  ( )  سنعرف الجداء الموزون بالشكل :عندئذ  -   ,  

       ∫  ( )  ( )   
 

 

 

   ( )    حيث 

التوابع  (: ىو فضاء (  -   ,)    )فضاء سوبوليف  : [5] [1]( 4)تعريف
 وتحقق : (-   ,  )  ضاء ليبيغ التي تنتمي ىي ومشتقاتيا لف

‖ ‖
    (,   -  )

 
 ∑∫| ( )|

 
    

 

   

   

      و   (          )  و          حيث 

 الشكل :لو     من أجل : الجداء الداخمي في فضاء سوبوليف (1)ملاحظة 

     
 

(       ) ,   -
     

∫  ( )  ( )   

 

 

 ∫   ( )   ( )    

 

 

   ∫  ( )( )  ( )( )    

 

 

 

              ( )      حيث :

 سنرمز لمجداء بالشكل :     من أجل الحالة الخاصة 

      (     ) ,   -
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 : [7] (-   ,  )  في الفضاء  الكلاسيكيةالحدوديات المتعامدة  -2

وذلك لعدة أسباب أىميا  إنّ من أىم الطرق لبناء الحدوديات ىي العلاقات العودية
سيولة كتابة البرامج والمرونة في التعامل مع الكثير من الفضاءات وتعتبر الطريقة 

 المفضمة لدى مبرمجي الرياضيات المحوسبة والباحثين في التحميل العددي

 (-   ,  )   بناء الحدوديات المتعامدة في الفضاء في  العلاقة العودية

{

    
     

     (    )  ( )        ( )
 

 :حيث 

   
          

        

 

   
        

            

 

الحدوديات  من  اسرة ةأيمن أجل  : [7] طريقة غرام شميدث لبناء الحدوديات المتعامدة
 كمايأتي : +        *يمكن بناء الحدوديات المتعامدة  +          *
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 وبشكل عام :

      ∑
       

       
  

   

   

 

 والجممة النظامية تكون : 

   
  

‖  ‖
     

  

‖  ‖
       

  

‖  ‖
 

 :(-   ,  )    الفضاء مدة في االحدويات المتع -3

 بعض المبرىنات  سنقوم بتعميم[6]و  [4]بالاعتماد عمى المرجع 

 مجس:يطريقة ست

 : العلاقة العودية لبناء حدوديات في فضاءات سوبوليف تعطى بالشكل :(1) مبرهنة 

    ( )      ( )  ∑  
      

 

   

( )   ( ) 

 حيث إنّ:

  ( )    

  
  

            

            

                        

 حيث : 

       (     ) ,   -
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  :الاثبات 

 k+1( من الدرجة 1)أمثال أعمى حد فييا ىو      من أجل أي  كثيرة حدود واحدية 

 : يمكن كتابتيا بشكل تركيب خطي من الشكل 

          (   
 )     (   

 )  ⏟                

 تركيب خطي

 

             لنضع و 

 بشكل تركيب خطي بالشكل :   عندئذ يمكن التعبير عن 

             ∑  
     ( )

 

   

  

  حيث 
 ثوابت يطمب تعيينيا     

      نضرب طرفي العلاقة السابقة بـ ل

                             
             

 ومنو :           حيث 
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 :  طريقة تشيبشيف المعدلة

 تسييلا لمكتابة سنضع :

              

 الحدود في فضاء سوبوليف  كثيرة   كثيرة حدود كلاسيكية و   حيث 

 : المعاملات في بناء كثيرات حدود ليا الشكل : (2) مبرهنة

      من أجل  -1

  
  

    

    

    

              و            من أجل  -2

  
  

      

    

    
      

         

 

    
  

      

    

   

    

    

   

      

    

 
      

        

 ∑    
 

    

    

   

   

 

  
  

      

    

   

    

    

   

      

    

 ∑  
 
    

    

   

   

 

 : الاثبات

                       لدينا 

∑      ولدينا أيضاً :
    

    
  

   
        منأجل     
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 عندئذ : 

                                       

                                          

               (   ∑
    

    

  

   

   

)               

          

                (  )   ∑
    

    

   

   

                         

 لكن : 

    
  

         

       
                

      

     
      ∑

    

    

   

   

                         

        و       بوضع 

       
             

 ومنو : 

  
  

    

    

    

     أجل  من
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 : عندىا

  
  

      

    

   

    

    

   

      

    

 ∑   
 
    

    

   

   

 

            يكون :       من أجل 

                          ويكون أيضاً : 

           
      

      

        
     ∑

    

    

   

   

       

                  

    بعزل 
  

    
  

      

    

   

    

    

   

      

    

 
      

        

 ∑     
 

    

    

   

   

 

الحالات الاتية أو سنقوم ببناء حدوديات سوبوليف في  انطلاقا من الخوارزميتين السابقتين
باستخدام  عمماً ان ىذه التطبيقات العددية قمنا بكتابة برامج لحسابياالجداءات الاتية 

 تحتاج لحواسيب  n>5اما من اجل   n=5 من أجل  MATHEMATICAبرنامج 
 :  بقدرات عالية جداً  عملاقة 

  )وزن ليجندر(  : الأولىالحالة 

      
((     ) ,   -) 
    ∫  ( )  ( )    

 

  

 ∫   ( )   ( )    
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 )وزن تشيبيشف( : الحالة الثانية

      
((     ) ,   -) 
   

 ∫  ( )  ( ) (
 

√    
)   

 

  

 ∫   ( )   ( ) (
 

√    
)   

 

  

 

 )وزن لاجير ( : الة الثالثةالح

      
((     ) ,   -) 
    ∫  ( )  ( )     

 

 

 ∫   ( )   ( )      
 

 

 

 : )وزن ىرميت ( الرابعةالة الح 

      
((     ) ,   -) 
   

 ∫  ( )  ( )    
  

 

  

 ∫   ( )   ( )     
  

 

  

 

 تطبيقات :

( )  *  : لنأخذ  الحالة الأولى      ( ) -   ,والمجال   +    

,    - 

 :تكون الحدوديات ىي  n=5ومن أجل   (1عندىا باستخدام الكود )

  ( )    

  ( )                     

  ( )                                    

  ( )                                  
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  ( )                                 

                                  

  ( )                                        

                            

 : ىي المنظمة دام طريقة غرام شميدث لمتعامد نجد الحدوديات المتعامدة وباستخ

   ( )  
 

√ 
 

   ( )  
 

 
√

 

 
  

   ( )   

√
 

 

 
 

 

 
√

 

 
 
  

   ( )   
 

 
√

 

   
   √

 

   
 
  

   ( )  
  

 √    
 

    
 

 √    
 

    
 

 √    
 

  ( )  
    

 
√

  

       
  

    

 
√

  

       
  

 
  

 
√
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1.0 0.5 0.5 1.0

0.6

0.4

0.2

0.2

0.4

0.6
 

 

 

 

 

 

 (1الشكل )

 نجد أن اصفار ىذه الحدوديات  ىي :  ( 1وباستخدام الكود )

 كثيرة الحدود الاصفار
Non     
      

                   
                     

  
                                     
                                         

  

 

 : ملاحظة

 -    ,ومتموضعة ضمن المجالمتناظرة و  حقيقيةنلاحظ أن أصفار الحدوديات 

  :ملاحظة

في ماثيماتيكا قمنا بالمقارنة بين زمن تنفيد   AbslutTimingباستخدام تعميمة  
الخوارزمية الأولى والخوارزمية الثانية ووجدنا أن الخورازمية الأولى اسرع من الخواررزمية 

 الثانية 
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 زمن التنفيذ بالثانية من أجل
 الخوارزمية االثانية)بالثانية(

 زمن التنفيذ بالثانية من أجل
 الخوارزمية الأولى)بالثانية(

n 

1 sec 0.4 sec 2 
3 sec 0.6 sec 3 
5 sec 0.7 sec 4 
9 sec 0.9 sec 5 

 

 :  الحالة الثانية

( )  *  لنأخذ   
 

√    
   ( )  

 

√    
-   ,والمجال   +  ,    - 

 :تكون الحدوديات ىي  n=5ومن أجل   (2عندىا باستخدام الكود )

  ( )    

  ( )         

  ( )                    

  ( )                          

  ( )                                  

  ( )                                              

 المنظمة ىي  : و  وباستخدام طريقة غرام شميدث لمتعامد نجد الحدوديات المتعامدة

   ( )  
 

√ 
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1.0 0.5 0.5 1.0

0.4

0.2

0.2

0.4

0.6

   ( )  √
 

  
  

   ( )   √
 

   
  √

 

   
 
  

   ( )    √
 

   
   √

 

   
   

  
 ( )   √

  

     
    √

 

      
 
 

  √
  

     
 
 

 

   ( )      √
 

        
      √

 

       
 
 

   √
   

      
 
  

  

 

 

 

 

 

 

   

 

 (2الشكل )
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 نجد أن اصفار ىذه الحدوديات  ىي :  ( 2وباستخدام الكود )

 كثيرة الحدود الاصفار
non     
      

                           
    

  
                              

                                
  

 

ومتموضعة ضمن ومتناظرة حقيقية   الحدودياتنلاحظ أن أصفار  ملاحظة : 
 -    ,المجال

 الحالة الثالثة :

( )  *  لنأخذ         ( )  ,    ,والمجال   +    

 :تكون الحدوديات ىي n=5ومن أجل   (3عندىا باستخدام الكود )

  ( )    

  ( )         

  ( )                

  ( )                       

  ( )                              

  ( )                                      
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 و المنظمة ىي  :  وباستخدام طريقة غرام شميدث لمتعامد نجد الحدوديات المتعامدة

   ( )    

   ( )   
 

√ 
 

 

√ 
 

   ( )  
 

√  
 

  

√  
 

  

√  
 

   ( )   
 

√  
 

  

√  
 

   

√  
 

 

 
√

 

  
   

  
 ( )  

 

√   
 

   

√   
 

 

 
√

  

  
   

  

 
√

 

   
   

 

  
√

  

  
   

   ( )   
 

√    
 

   

√    
 

  

 
√

  

   
   

  

 
√

 

    
   

     

  √    
 

 

  
√
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1 2 3 4 5

2

1

1

2

3

 

 (3الشكل )

 نجد أن اصفار ىذه الحدوديات  ىي :  ( 3وباستخدام الكود )

 كثيرة الحدود الاصفار
non     
      

                         
                 

  
                                
                                        

  

 

  حقيقية ومتناظرة  نلاحظ أن أصفار الحدوديات ملاحظة : 
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 : الحالة الرابعة

( )  *  لنأخذ        
   ( )      

-   ,والمجال   +  -  

    , 

 :تكون الحدوديات ىي  n=5ومن أجل   (4باستخدام الكود )عندىا 

 

  ( )    

  ( )         

  ( )                      

  ( )                             

  ( )                                       

  ( )                                             

    

 و المنظمة ىي  :  وباستخدام طريقة غرام شميدث لمتعامد نجد الحدوديات المتعامدة

   ( )  
 

   ⁄
 

   ( )  
√

 

 
 

   ⁄
 

   ( )  
 

√     ⁄
 

√
 

 
  

   ⁄
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2 1 1 2

1.5

1.0

0.5

0.5

1.0

1.5

   ( )   
√

 

 
 

   ⁄
 

   

√     ⁄
 

  
 ( )  

 

 √    ⁄
 

√
 

 
    

   ⁄
 

√
 

 
   

    ⁄
 

   ( )  
√   

 √     ⁄
 

 √
 

  
  

   ⁄
 

   

√      ⁄
 

 

 

 )4الشكل )
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 نجد أن اصفار ىذه الحدوديات  ىي :  ( 4وباستخدام الكود )

 كثيرة الحدود الاصفار
non     
        

                            
                                              

  
                                             

              

    

                                      
  

  عقدية  أصفار الاصفار غير متناظرة وىناك   نلاحظ أن ملاحظة : 

في ىذه الفقرة سنستخدم  كثيرة حدود لوجندر التي قمنا ببنائيا في إيجاد القيمية التقريبية 
 لمتكاملات باستخدام طريقة غاوص التربيعية 

 تستخدم ىذه الطريقة لايجاد قيمة تقريبية لمتكاملات بدقة عالية   : [8] تربيعيات غاوص

 ويعطى الشكل العالم لعلاقة غاوص التربيعية :

∫  ( ) ( )   ∑   (  )

 

   

 

  

 

عقد العلاقة التربيعية وىي اصفار لكثيرات حدود متعامدة )قد تكون لوجندر أو    تسمى 
و)التي عمينا ايجادىا حتى تكون  الثوابت الموافقة ليذه النقاط   تشبشيف او غيرىا ( و 

, تتحول العلاقة السابقة الى مساواة صحيحة من أجل كل  المساواة السابقة مضبوطة (
     كثيرة حدودة درجتيا لاتتجاوز 

 أي ان الشرط اللازم والكافي لتكون المساواة السابقة صحيحة ىو أن يكون : 

 ( )                 
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 :الان سنقوم بإيجاد القيمة التقريبية لمتكامل

∫
 

     
  

 

  

 

من الدرجة  سنستخدم كثيرة حدود لوجندر التي قمنا ببنائيا في فضاء سوبوليف السابقو 
 أي :    

  ( )                                        

                            

 

 وأصفارىا ىي :

                                            

          

 ومنو:

  ( )    ∫     ∑    

 

   

 

  

 

                 ( ) 

  ( )    ∫     ∑     

 

   

 

  

 

                           ( ) 

 ( )     ∫      ∑   (  )
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 ( ) 

 ( )     ∫      ∑   (  )
 

 

   

 

  

 

  
      

      
      

      
      ( ) 

 ( )     ∫      ∑   (  )
 

 

   

 

  

 

  
      

      
      

      
    

 

 
 ( ) 

 بحل جممة المعادلات السابقة  نجد :

∫
 

     
  

 

  

 ∑   (  )

 

   

       

  1والقيمة الحقيقية لو ىي 

 توصيات ومقترحات : 

من النتائج السابقة نوصي بكتابة علاقات عودية لبناء حدوديات سوبوليف في الفضاء  
وتعميم عمى اوزان كوزن جاكوبي ودراسة اصفار ىذه     حيث  (-   ,  )    

 الحدوديات 
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