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بالشكل التنسوري  Navier-Stokes (N-S) مائع
 حداثي منحني كيفي الناطق في نظام إ
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 :ملخص البحث
 

 المتجانس  Navier-Stokesلمائع  الهيدروديناميكية لمحالة الرياضي بالنموذج البحث يتعمق
(Homogeneous) والإيزوتروبي (Isotropic)   الغير ضغوط و(Incompressible) 

 (.N-S)اختصارا  بــ يُرمز له الذي و  ،Stokes و Navierمن الباحثين  رياضيا   والموضوع
 التقميدي ولنموذج لمنموذج الرياضي لشكل التنسوري الصامد،في البحث، سنعرض أولا  ا

Lame  لمائعالرياضي Navier-Stokes  (N-S) والغير  المتجانس والإيزوتروبي
 في حالته التحريكية. ضغوطم
الشكل التنسوري الناطق في نظام إحداثي منحني كيفي في ة و مناقشه جديد البحث  

لمحالة ،الحاكمين  Lameلكلٍ من النموذج التقميدي ونموذج  ،3Rالمتنوعة الإقميدية
 ضغوط، والغير والإيزوتروبي المتجانس ، Navier-Stokes (N-S)لمائع الهيدروديناميكية

 لممناقشة.    ينتلأفي النهاية سننهي البحث باقتراح مسو 
 
 
 

                                                 
1
 جاهعة البعث.  –كلية العلىم  –أستار في قسن الشياضيات   
2
  جاهعة البعث.  -كلية العلىم  -طالبة هاجستيش في قسن الشياضيات   

 

والواااطل للووااىرر الشياضااي  ذصاااهال ، الشاايليا التوسااىسييا، Navier-Stokes (N-S): هااا   الكلماااا الماتاحيااة

 .  هيذسوديواهيييالNavier-Stokes (N-S) لوا    Lameولووىرر  التقليذي
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The paper concerns the mathematical model of the homogeneous , 

isotropic and incompressible hydrodynamical state governing the   

Navier-Stokes fluid ,which was discussed by Navier and Stokes and 

shortly called by (N-S). In the paper, we firstly present the 

invariable tensorial form of the mathematical traditional and Lame 

models of the homogeneous, isotropic and incompressible Navier-

Stokes (N-S) fluid. 
  The new thing in paper is discussing the variable form in an 

arbitrary curvilinear coordinate system of the hydrodynamical state 

of the tow traditional and Lame descriptions that governing the 

hydrodynamical behavior of the Navier-Stokes (N-S), homoge-

neous , isotropic and incompressible fluid . Finally, we end the 

paper by proposing tow  problems for discussion. 
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   :مقدمة .1

،  Heinbockel (1996)و Łukaszewicz (1999) مثل: العديد من الباحثين ناقش
التنسوري  بالشكل ذلكو Navier-Stokes  (N-S) مائعل التقميدي، النموذج الرياضي

 الشكل التنسوري ،Heinbockel (1996) مثل كما ناقش بعض هؤلاء الباحثين .دالصام

 ، Navier- Stokes  (N-S)مائعل التقميدي لموصف ارتيالديك حداثيالا ظامالن في الناطق
. )أي متساوي درجات الحرارة( والمتجانس والإيزوتيرمي (متماثل المناحي)ال الإيزوتروبي

 ،صغيرة تشوهات يعاني منالجزيئية و  مهمل البنية بالمائع البحث الحالي يتعمق
 والمناقش ينيية وثابتين ماددرجات حر  ثلاث وله والغير ضغوط، ،يزوتروبيالإو  متجانسالو 

 أي يتعمق .(N-S) بالرمز اختصارا   له رمزيوالذي ، Stokes و  Navier الباحث خلال من
والمعين  ، والغير ضغوط المتماثل المناحي،المتجانس بالهيدروديناميك الخطي،  البحث

0بثابتين ماديين , 0  .  الحالة الابتدائية أن الحالة  المائعهذا  أجل مننفترض(
. قميدية ثلاثية البعدالإمتنوعة المنطقة بسيطة الترابط في  تشكل ،  له (اللاغرانجية

مركباتها  تنسورية، مقاطع هي ، (N-S) المائع تمثل التي الفيزيائية الحقول أن نفترض أيضا  
    .tلمزمنو  ـنقاطلتتبع ،  حقيقية ممساء بالقدر الكافي دوال

 هدف البحث:  .  2
 
 

لكلٍ كيفي  استخراج الشكل التنسوري الناطق في نظام إحداثي منحني إلى البحث يهدف
 Navier-Stokesلمحالة الهيدروديناميكة لمائع Lame ووصف لوصف التقميديمن ا

(N-S) منطقة اليشغل في لحظة البدء  والذي والغير ضغوط المتجانس والإيزوتروبي
 .3Rفي المتنوعة الإقميدية ثلاثية البعد  بسيطة الترابط

 لبحث:اطرق . 3
 

 ،[4] المستخدمة الطريقة وتعميم،  Heinbockel [1] المستخدمة في طريقةالسنعتمد تعميم 

لمحالة  التقميدي لموصف )حداثي منحني كيفيفي نظام إ( الناطق التنسوري الشكل إيجاد في
 ضغوط، والغير ،والإيزوتروبي المتجانس Navier-Stokes (N-S) لمائع الهيدروديناميكية
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قميدية ثلاثية في المتنوعة الإ بسيطة الترابط منطقةاليشغل في لحظة البدء الذي و 
 .3Rالبعد

لمحالة  وصف التقميديلم دالصامي التنسور  الشكل بداية  سنعرض هذا الغرض، ل
والغير  ،المتجانس والإيزوتروبي Navier-Stokes (N-S)لمائع  الهيدروديناميكية

 .3Rقميديةفي المتنوعة الإ الترابط بسيطة  منطقة البدء لحظة في يشغل الذيو  ، ضغوط
 

لمــــــائع   الهيدروديناميكيــــــةلمحالــــــة  د، الصــــــامالتقميــــــدي التنســــــوري مســــــألة الوصــــــف 3-1
Navier-Stokes (N-S) والــذي يشــغل فــي  ، والغيــر ضــغوط،المتجــانس والإيزوتروبــي

 :3Rفي المتنوعة الاقميدية ثلاثية البعد  منطقة بسيطة الترابطاللحظة البدء 
 

ـــــــة ـــــــعســـــــنفترض أن  :توطئ ـــــــة جمي ـــــــة  الأدل ,,,....اللاتيني kji   ـــــــيم     3,2,1تأخـــــــذ الق
321 لــتكنو  ،3Rالبعــد  ةثلاثيــ ةالإقميديــ المتنوعــةفــي  Einsteinوســنعتمد رمــوز  xxxO 

1 تها هــيقاعــدوعطاليــة، و  ومباشــرة، ، جممــة إحداثيــة ديكارتيــة قائمــة 2 3( , , )e e e.  إن
، المتجـــــانس والإيزوتروبـــــي Navier-Stokes (N-S)لمـــــائع  الهيدروديناميكيـــــةالعمميـــــة 

ـــــاطع التنســـــوريةتوصـــــف بواســـــطة مجموعـــــة  ، والغيـــــر ضـــــغوط }المق  ,  ,   }E T  u ،
مقطعــــان فهمــــا  Tو E الإزاحــــات، أمــــاحقــــل  يمثــــل فيزيائيــــا  ، متجهــــي مقطــــع uحيــــث

ــا  و  متنــاظران،و  تنســوريان مــن المرتبــة الثانيــة، الترتيــ ، حقــل الانفعــالات عمــى  همــافيزيائي
ــــفـــ ذا رمزنـــا بـ. جهـــاداتوحقـــل الإ [ــ 0 , [:B   ـــ ]، و ب 0 , [:B  ،يمكن أن فـــ

Bالسابقة في الحقول تمثل   ، الديكارتي الإحداثي النظام فيو 
ie  :بالشكل التالي ، 

(1.3)         ˆ ˆ, ,î i j i jE Tu    i i j i ju e E e e T e e 
تمثــل مصــفوفة المركبــات  (1.3) الأولــى فــي ةلعلاقــافــي الطــرف الأيمــن  ةالمصــفوف حيــث

فــي الطــرف  تــانالموجود انأمــا المصــفوفت ،uالإزاحــات مقطــعل،  ie الديكارتيــة فــي القاعــدة
 عمـــى الترتيـــ   نلا، وتمـــثتـــانمتناظر  مـــافه  (1.3) تـــين الثانيـــة والثالثـــة فـــيالأيمـــن لمعلاق

لممقطـع  الديكارتيـة المركبـات ومصـفوفة ،Eلممقطـع التنسـوري الديكارتيةالمركبات  ةمصفوف
       .Tالتنسوري

لمــــائع             الحاكمــــة الهيدروديناميكيــــةلمحالــــة  ،دالتنســــوري التقميــــدي، الصــــاموصــــف ال يتــــألف          
Navier-Stokes (N-S) فــي  والــذي يشــغل والغيــر ضــغوط، ، المتجــانس والإيزوتروبــي
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يتــألف  ،3Rقميديــة ثلاثيــة البعــدفــي المتنوعــة الإ  ظــة البــدء المنطقــة بســيطة التــرابطلح
 الأساســية ة،دالتنســورية الصــام والعلاقــات  ،التفاضــمية ة،دالتنســورية الصــام مــن المعــادلات

 :[2] التالية والابتدائيةوالشروط التنسورية الصامدة، الحدية 
  

Bمعادلات الحركة، المحققة في   : 
(2.3)                                 div T+ b = u 

ــــــــــــــــــــث                        Navier-Stokes (N-S                                                     )تمثــــــــــــــــــــل الكثافــــــــــــــــــــة الحجميــــــــــــــــــــة لمــــــــــــــــــــائع  حي
فيزيائيـــا  قـــوة الكتمـــة، رمـــز النقطـــة يـــدل عمـــى المشـــتق الجزئـــي  ،مقطـــع متجهـــي، يمثـــل bو

2بالنســـــــــبة لمـــــــــزمن:  2( / )t  u u, ( / )t  u u. الرمـــــــــزdiv  :يرمـــــــــز لمتفـــــــــرق
)ˆ

j j iT idiv T = ( eحيـــــــث ،
k يمثـــــــل المشـــــــتق الجزئـــــــي بالنســـــــبة لمموضـــــــع

kX؛ 

,

ˆ
ˆ ˆj i

k j i j i k
k

T
T T

X






. 

 مع العمم أن مقطع الإجهادات التنسوري يكت  بالشكل:

(3.3)
                                 

   P  T  I P
                

 

،  مـن المرتبـة الثانيـة وهو مقطع تنسوري متناظر بمقطع المزوجة التنسوري، P جزءندعو ال
 يتبـع فقـط ، وهو مقطع تنسوري مـن المرتبـة الصـفرية،ستاتيهيدرو بالضغط ال Pكما ندعو

لمموضع اللاغرانجي، كما أن:
i j i j
 I e e  ،)؛هو التنسور المطابق )أو المتري 

Bمعادلة الاستمرار بالكتمة، والتي هنا تأخذ الشكل التالي في    : 
(4.3)                                     0div u = 

بـــــــار أن: ،آخـــــــذين بعـــــــين الاعت (2.3)بــــــــ (3.3)بتعـــــــويض  العلاقـــــــة التنســـــــورية  أخيـــــــرا :
( )P Pdiv I ،الشكل التالي في (2.3) فتأخذ معادلة الحركة التنسوريةB    : 

(5.3)                               P   div P  + b = u 
 

B، المحققة فيتوافق الانفعالات معادلات      : 
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(6.3)                   ) 2 ˆ(tr div    E E E 0 
:أن العمم مع

i i  e، أن كماE التنسوري المقطع عمى المطبًّق للابلاسيان يرمزE ؛ 

    
,

ˆ ˆ) divgrad ( )( i j i j i j k k i jE E      E = E E = e e e e، 
ـــة المقطـــع ا ـــه هـــي نفـــس مرتب ـــدور  مقطـــع تنســـوري، مرتبت  . كمـــا أن:Eلتنســـوريوهـــو ب

) grad grad )(tr (tr E E،  :عممــا  أنtr E هــو أثــر المقطــع التنســوريE حيــث ،
tr:هذا الأثر هو مقطع تنسوري من المرتبـة الصـفرية، يعطـى بالعلاقـة: E = I E وحيـث ،

I:الرمـــز E يمثـــل الجـــداء الـــداخمي لمتنســـور المتـــريI مـــع المقطـــع التنســـوريE،  وبحســـ 

ˆ بـ : يعطى تعريفه ˆ: i j i j k kE E I E. 
 وكذلك: 
                 

1
: sym [ ( ) ]

2
ˆ div div div div T     E E E E 

graddivحيث: div E E. رمزأخيرا  الT
A التنسوري منقول المقطع عمى يدلA

3
. 

 

Bالهندسية، المحققة في ةالعلاق     : 
((3.7                             1

: [ ( ) ]
2

T  E u u 
uحيث:  grad u. 

Bية، المحققة فيالتأسيس ةالعلاق       : 
(8.3)                          2 )(tr P E+ E I 

 

Bالشروط الحدية، المحققة عمى       حيث(  هي الحدود الممساء لـ:) 
(9.3)                 ( ; )  ( ) ( ; ) ( )t P t X X  I P X XQ n 

)ˆحيــــث:  ) ( )i inn X X e  متجــــه واحــــدة النــــاظم الخــــارجي لمســــط  فــــي النقطــــة
1 2 3( , , )X X XX  ،  و منه:          

                  
ˆ ˆ ˆ( ; )  ( ) ( ; ) ( )

ˆˆ ˆ ( ) ( ) ( ; ) ( )

i i j i j j

i i j j

Q t P P t n

P n P t n

   
 

  

X X X X

X X X X
 

                                                 
3
 .6صفحة  [5]انظش  
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)ˆ: عمما  أن المقطع المتجهي  ; ) ( ; )i it Q tQ X X e  عمىمعطىB . 
}0في، المحققة الشروط الابتدائية      }: 

(10.3)                            ,     u f u g 
) :حيث المقطعان المتجهيان ) ( )ˆ

i iff X X e و( ) ( )ˆ
i iX X eg g في انمعموم . 

  Navier-Stokesإن هــــــــدف الوصــــــــف التنســــــــوري التقميــــــــدي، الصــــــــامد، لمــــــــائع       
وط، هـــو إيجـــاد الســـموك غوالغيـــر ضـــ ، المتجـــانس والإيزوتروبـــي،(N-S)الهيـــدروديناميكي 

}: التنســــوري، الهيــــدروديناميكي  ,  ,   ,   ,  }PE T Pu  فــــيB   ـــــ المحقــــق لـ
(10.3) - (1.3). 
 
 

الهيـــدروديناميكي ، الحاكمـــة لمســـموك  Lameمعـــادلات الصـــامد ل تنســـوريال الشـــكل  3-2
والـذي يشـغل فـي لحظـة البــدء  والغيـر ضـغوط، ، المتجـانس، والإيزوتروبـي،(N-S) لممـائع

 :3Rفي المتنوعة الاقميدية ثلاثية البعد منطقة بسيطة الترابط
التنســورية الهندســية  العلاقــةبتعــويض  .[4]المعــادلات ب تبــاع مــايمي  نحصــل عمــى هــذ   
العلاقــة التنســورية الصــامدة نحصــل عمــى  (8.3)التنســورية التأسيســية  العلاقــة فــي 3.7))

Bفي، والمحققة u، بالمقطع المتجهيPالتالية التي تربط المقطع التنسوري  : 
(11.3           )      [ ( ) ] )(T   P u u + divu I 

 حيث هنا استفدنا من العلاقة:
(12.3           )1

{ ( ) [( ) ]}
2

tr tr tr T  E u + u divu 

 نحصل عمى:،  (11.3)بأخذ تفرق العلاقة التنسورية 
(13.3     )    ( ) )(T   

 
 divP div u div u + div divu I 

 :  [4] وبما أن
(14.3 )    : , ( )T    

 
div u div grad u u div u grad div u 

(15.3                ) ) )( (div divu I grad divu 
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، نحصــــل عمــــى (13.3) فــــي (15.3)و (14.3)فبتعــــويض  هــــو اللابلاســــيان، حيــــث 
Bالعلاقـــــة التنســـــورية الصـــــامدة التاليـــــة، المحققـــــة فـــــي   لمقطـــــع  طـــــي، والتـــــي تع

divالمتجهي P  بدلالة المقطع المتجهيu:   
(16.3               ))  div P u +( + grad divu 

فنحصـل عمـى  (،5.3)بمعادلة الحركـة  (16.3) الصامدة من ثم نعوض العلاقة التنسورية
Bفي، المحققة العلاقة التنسورية الصامدة  : 

(17.3         ))   P    u +( + grad divu grad +  b = u 
(  16.3(. إلى المعادلتين )4.3نضيف إلى المعادلة السابقة، معادلة الاستمرار بالكتمة )

B(، نضيف الشروط الحدية التالية، المحققة عمى4.3و ) : 
(18.3)            ( )TP       

 
   divu I u uQ n 

 (.10.3كما نضيف الشروط الابتدائية)
. كمـــــا نـــــدعو  Lameبالشـــــكل التنســـــوري الصـــــامد لمعـــــادلات (4.3)و (17.3)نـــــدعو   
لمقــــيم  Lame بالشـــكل التنســـوري الصــــامد لمســـألة (10.3)و (18.3)و  (4.3)و (17.3)

ـــــــــــدعو ـــــــــــرا  ن ـــــــــــة. أخي ـــــــــــة والابتدائي  (7.3)و  (10.3)و (18.3)و  (4.3)و (17.3)الحدي
، (N-S)لممــــــــــائع  Lame وبالشـــــــــكل التنســـــــــوري الصــــــــــامد لوصـــــــــف (3.3)و (11.3)و

   .والغير ضغوط المتجانس، والإيزوتروبي،
  
     

 (17.3)لمقـيم الحديـة والابتدائيـة  Lameبحـل مسـألة  :السابق Lameآلية حل وصف    
 3.7)). نعــــــوض فــــــي كــــــلٍ مــــــن Pو u، نحصــــــل عمــــــى(10.3)و (18.3)و  (4.3)و
   .Tنحصل عمى (3.3)وبالتعويض في  .Pو E، فنحصل عمى كلٍ من(11.3)و
 النتائج والمناقشة:. 4

في النظام ) التنسوري الناطق الشكل بمناقشة المتمثل الجديد، الشيء عمى الفقرة هذ  تحتوي
لمحالة  Lameولوصف  التنسوري التقميدي، موصفل )iالإحداثي المنحني الكيفي

 ضغوط، والغير  ،والإيزوتروبي المتجانس ، Navier-Stokes (N-S) لمائع الهيدروديناميكية
في المتنوعة الإقميدية ثلاثية  منطقة بسيطة الترابط الوالذي يشغل في لحظة البدء 

،  4] [و 2] [ و 1] [تعميم الطريقة المستخدمة في كلٍ من هي الطريقة المستخدمة.3Rالبعد
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في نظام إحداثي منحني كيفي في  ينالسابق ينالصامد ينالتنسوري ينذلك ب سقاط الشكم
 التحميل التنسوريالهندسة التفاضمية و  في ذلك خدمينمست ،المتنوعة الإقميدية ثلاثية البعد

، نفرض وجود نظام إحداثي منحني كيفي في .، ذلك ب تباع ما يمي6] [و 7] [و 8] [
وسطاء 

i 1 هي وقاعدته موافقة التغير 2 3( ) ( , , )i ip   g g ة التغير ، وقاعدته مخالف
هي

1 2 3( ) ( , , )i ip   g g.  عندئذٍ يمكن أن تُمثًّل مجموعة المقاطع التنسورية
{  ,  ,   ,  }E T Pu في النظام الإحداثي المنحنيi:عمى النحو الآتي ، 

(1.4               )             ,i i
i iu u u g g 

(2.4)            ,
i j j ji i

i j i j j iE E E     E g g g g g g 

(3.4)              ,
i j j ji i

i j i j j iT T T     T g g g g g g 

(4.4)              
i j j ji i

i j i j j iP P P     P g g g g g g  
 حيـث

iuوiu ييـر ، عمـى الترتيـ  تمثـل المركبـات موافقـة التغييـر والمركبـات مخالفـة التغ
 ، كمـا أن:u  لمقطع الإزاحـة iفي النظام الإحداثي المنحني

i jE وi j
E وi

jE هـي ،
ر والمركبــــات مخالفــــة مصــــفوفات متنــــاظرة، تمثــــل عمــــى التراتيــــ  المركبــــات موافقــــة التغييــــ

التغييــر والمركبــات المختمطــة فــي النظــام الإحــداثي المنحنــي
i لمقطــع الانفعــالE ، كمــا

 أن:
i jT وi j

T وi
jT ،وتمثــل عمــى التراتيــ  المركبــات  تنــاظرة هــي أيضــا  مصــفوفات م

موافقــــة التغييــــر والمركبــــات مخالفــــة التغييــــر والمركبــــات المختمطــــة فــــي النظــــام الإحــــداثي 
المنحنــــي

i لمقطــــع الإجهــــادT. : أخيــــرا 
i jP وi j

P وi
jP هــــي مصــــفوفات متنــــاظرة ،

وتمثــــل عمــــى التراتيــــ  المركبــــات موافقــــة التغييــــر والمركبــــات مخالفــــة التغييــــر والمركبــــات 
 .Pلمقطع المزوجة، التنسوري iالمختمطة في النظام الإحداثي المنحني

 

فـــــي النظـــــام الاحـــــداثي المنحنـــــي  (لوصـــــف التنســـــوري التقميـــــدي، النـــــاطقمســـــألة ا   4-1
، المتجــــــانس Navier-Stokes (N-S)   ، لمحالــــــة الهيدروديناميكيــــــة لمــــــائع )iالكيفــــــي

 والــذي يشــغل فــي لحظــة البــدء منطقــة بســيطة التــرابط ، والغيــر ضــغوط، والإيزوتروبــي،
 :3Rنوعة الاقميدية ثلاثية البعدفي المت
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فـــي النظـــام  (1.3) - (10.3)الصـــامد التقميـــدي التنســـوري الشـــكل ب ســـقاط ذلـــك عمـــى نحصـــل  
الاحـــــداثي المنحنـــــي

i الحســـــا  التنســـــوريالهندســـــة التفاضـــــمية و  مســـــتخدمين فـــــي ذلـــــك         

  ب ســـقاطها  ،(1.3) - (10.3) فـــي الظـــاهرة الصـــامدة ســـوريةالتن الكميـــات . فب ســـقاط6,7,8] [
فـــي النظـــام الإحـــداثي المنحنـــي

i فـــي (التقميـــدي، النـــاطق  التنســـوري الوصـــف، ســـنجد أن
النظــام الاحــداثي المنحنــي الكيفــي

i(،  لمحالــة الهيدروديناميكيــة لمــائعNavier-Stokes 
(N-S) يتــــألف مــــن المعــــادلات التنســــورية  تجــــانس والإيزوتروبــــي، والغيــــر ضــــغوط، الم ،

الناطقة، التفاضـمية، والعلاقـات التنسـورية الناطقـة، الأساسـية، والشـروط التنسـورية الناطقـة، 
 :6,7,8] [  4الحدية والابتدائية التالية

Bمعادلات الحركة، المحققة في     : 

(5.4)                
2

2
0  

i
j i i

j

u
T b

t
 


   


 

، فــــي النظــــام bتمثــــل المركبــــات مخالفــــة التغييــــر لمقطــــع قــــوة الكتمــــة المتجهــــي ibحيــــث
الاحـــداثي المنحنـــي

iوالرمـــز ، k لنســـبة لموســـيط يـــدل عمـــى المشـــتق موافـــق التغييـــر با
kفي النظام الإحداثي المنحني ،

i ؛   
(6.4)          j i j i m i i j mj

k k k m k mT T T T      

؛ kيرمـــــــــز المشـــــــــتق الجزئـــــــــي بالنســـــــــبة لموســـــــــيط kوحيـــــــــث
j i

j i
k

k

T
T







 .

kالرمـــوز
i j  تــــدل هـــي رمــــوزChristoffel :مــــن النـــوع الثــــاني؛ وهـــي تعطــــى بالعلاقــــة

 
kk

i j i jg بأن: العمم ، معi j  هـي رمـوزChristoffel  ،مـن النـوع الأول
 : بالعلاقة تعطىهي و 

1
( )

2
.i j k j i k j i k i j k k i jg g g       g g، 

.i j i jg  g g     و.
i j jig  g g  الحــــد العــــام لممصــــفوفة المتريــــة  همــــا عمــــى الترتيــــ

 .موافقة التغير والحد العام لممصفوفة المترية مخالفة التغير
 

                                                 
4
فاي الوظاام  (1.3) - (10.3)تعطي اليويات التوساىسية الصااهذا الظااهشا فاي هوا استخذهوا العذيذ ها العلاقات التي  

div. ها هزه العلاقات هثلاُ:iالاحذاثي الووحوي الييفي )
j i

j iTT = ( g.الخ... ، 
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، المحققــــــة علاقــــــة مقطــــــع الإجهــــــاد بالضــــــغط الهيــــــد وســــــتاتي وبمقطــــــع المزوجــــــة       
Bفي  : 
(7.4)

                           
  

i j i j i j
PT g P   

           

 مع العمم أن:
      i j j j ji i i

i j i j j i i jg g         I g g g g g g g g 
المحققـــة  ومقطـــع الإزاحـــة، ،معادلـــة الحركـــة بالضـــغط الهيـــد وســـتاتي وبمقطـــع المزوجـــة   
Bفي  : 

(8.4)
               

2

2
0  

i
j i i

j
i u

P P b
t

 


    



                                        

 

حيث:
i i j

jP g P  . 

Bمعادلة الاستمرار بالكتمة، والتي هنا تأخذ الشكل التالي في     : 
(9.4)                                     0i

i t u  = 

 حيث:
k k k j

i i i jt t tu u u       . 
Bفي ، المحققةتوافق الانفعالات معادلات    : 
(10.4)          ( ) 0k k

i j i j k i j k j i kE E E E        
i:حيث: j i j    . 

 

B، المحققة فيالعلاقة الهندسية       : 
(11.4)                  1

( )
2

ii j i j jE uu  

ـــــــــث هنـــــــــا: )حي )
ji

i ju  u g g        و      ( ) ( )
jT i

j iu  u g g :كمـــــــــا أن ،
m

mi j i j j iu u u    . 
 

B، المحققة فيالعلاقات التأسيسية      : 
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(12.4)      
[ ( ) ]

2

j i i j i j k j i kk
k

j i i j k
k

P g g g g g g E

E g E

 

 

 

 


 

Bعمى، المحققة الشروط الحدية            : 

(13.4)          
( ; )  ( ) ( ; ) ( )

 ( ) ( ) ( ; ) ( ) ,

j i j ii
j

i j i
j

Q t P P t n

P n P t n

g    
 

  

 

 

   

   
 

 حيث: 

                     
( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

j i
j i

j i i
j i i

t P t n

g n n





P g

I g  g

n

n

    

    
 

النظــام الاحــداثي  فــي ،nالتغييــر لممقطــع التنســوري الواحــدي مخالفــة المركبــات تمثــل inو
المنحني

iالناطق:  عمما  أن المقطع المتجهي ، و( ; )iQ t معطى عمىB . 
}0في، المحققة الشروط الابتدائية      }: 

 

(14.4)                        ,    i i i iu f u  g 
 .في انمعموم igو if :الناطقان حيث المقطعان المتجهيان

 

النظـام الاحـداثي المنحنـي فـي(إن هدف الوصف التقميدي، التنسوري النـاطق        
i (، 

والغيــــر  ، المتجــــانس والإيزوتروبــــي،(N-S)الهيــــدروديناميكي   Navier-Stokesلمــــائع 
}ضغوط، هو إيجاد السـموك التنسـوري، الهيـدروديناميكي:  , , , ,  }

i j i j i j i
u E T P P 

Bفي  (1.4)-(13.4)لـ  المحقق. 
 

ــــاطقالشــــكل    4-2 ــــي (التنســــوري الن ــــي الكيف ــــي النظــــام الاحــــداثي المنحن مســــألة ل )iف
Lame  لمحالــــة الهيدروديناميكيــــة لمــــائعالحاكمــــة   Navier-Stokes (N-S) المتجــــانس ،

فـي  والذي يشغل في لحظة البدء منطقة بسـيطة التـرابط ، والغير ضغوط والإيزوتروبي،
 :3Rالمتنوعة الاقميدية ثلاثية البعد

 

 فـي العلاقـة التنسـورية، الهندسـية jنحصل عمى هذ  المسألة ب تباع مايمي. برفـع الـدليل  
ـــ  jكــل ، وذلــك بتبــديل [4] (11.4) النــات   بــــ ، مــن ثــم ضــر  طرفــي (11.4)   فــي kب

j k
gفنحصل عمى العلاقة التنسورية التالية، المحققة في ،B  : 
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(15.4)                     1
( )

2

i i i
j j jE u u  

:حيث هنا: 
i i k

kg   و:
i i k

ku g u وi i i m
j j j mu u u    . 

0واستخدمنا هنا خواص المشتق موافق التغيير، والعلاقة: 
i k

j g . 
j، وذلك بضر  طرفيهـا بــــ (15.4)وبأخذ تقمص طرفي 

iعمـى العلاقـة التاليـة  ، نحصـل
Bالمققة في  : 

(16.4)                            
1

( )
2

k k k
k k kE u u         

 :وبما أن
(17.4)                            k k

k ku u  
 

B، عمى الشكل التالي في(16.4)العلاقة  أخذفت A : 
 

(18.4)                            k k
k kE u  

فــي العلاقــة التنســورية الهندســية  jو     i، برفــع الــدليمينأخــر ، ومــن جهــة  هــذا مــن جهــة
، متبعــين فــي ذلــك الطريقــة ذاتهــا التــي اتبعناهــا مــن قبــل، فنحصــل عمــى العلاقــة (11.4)

Bالتالية المحققة في  : 
(19.4)                       1

( )
2

i j i j j i
E u u   

نحصــــــل عمــــــى العلاقــــــة التنســــــورية ف، (12.4)فــــــي  (19.4)و  (18.4)الآن، بتعــــــويض 
التـــي تعطينـــا مقطـــع المزوجـــة التنســـوري النـــاطق، بدلالـــة مقطـــع الإزاحـــة المتجهـــي  التاليـــة،

Bالمحققة فيالناطق، و  A   : 
(20.4)      ( )

j i j i i j i j k
kP u u g u      

، واســـتخدام خـــواص (20.4) ، عمـــى طرفـــي العلاقـــةjوبتطبيـــق المشـــتق موافـــق التغييـــر
Bالمشتق موافق التغيير، نحصل عمى العلاقة التالية، المحققة في A   : 

(21.4)   
( )

( )

j i j i i j i k
j j j k

j i i j
j j

P u u u

u u

 

  

        

      
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ـــة (21.4) عـــوضن ـــى المعف،  (8.4)الحركـــة  فـــي معادل ـــة  ادلـــةنحصـــل عم التاليـــة، المحقق
Bفي A   : 

(22.4) 
2

2
0( )  

i
j i i j i

j j
i u

u u P b
t

    


         


  

 .(9.4)التي نضيف لها معادلة الاستمرار بالكتمة 
فــي النظـــام الإحـــداثي المنحنـــي ( بالشـــكل التنســـوري النـــاطق (9.4) و (22.4)نــدعوا 

i (  
 ، المتجـــــانس والإيزوتروبـــــي،Navier-Stokes (N-S)   مـــــائع تـــــدفقل Lameمعـــــادلات ل

 .والغير ضغوط
 ، نضيف الشروط الحدية التالية:(9.4) و Lame : (22.4) إلى معادلتي 

Bعمى، المحققة الشروط الحدية              : 
(23.4)  [ ( ) ] ,

i j i i j i j ki
k jQ P n u u g u n         

 (14.4) و (23.4)و (22.4) و (9.4) . نـــدعو(14.4) مـــا نضـــيف الشـــروط الابتدائيـــةك
فــي النظـام الإحــداثي المنحنـي (النـاطق بالشـكل  (7.4)و (20.4)و (19.4)و

i (  لمســألة
Lame  الهيـــــــــدروديناميكي لمـــــــــائع التــــــــي تحكـــــــــم الســــــــموك   Navier-Stokes (N-S) ،

والــذي يشــغل فــي لحظــة البــدء منطقــة بســيطة  ، والغيــر ضــغوط ي،المتجــانس والإيزوتروبــ
 .3Rفي المتنوعة الاقميدية ثلاثية البعد الترابط

 
 

 المقترحات:الاستنتاجات و  .5
 

التنسوري  Lameوشكل  استنتجنا الشكل التنسوري التقميدي الناطق الاستنتاجات: )أولا  
 الإقميدية المتنوعة في كيفي منحني حداثيإ نظام في طقالنا

 

3R، الهيدروديناميكية لمحالة 
يشغل في لحظة و  ضغوط والغير ،والإيزوتروبي المتجانس Navier-Stokes  (N-S)لمائع

بأنه يمكن تكمن أهمية ذلك و . 3Rقميديةفي المتنوعة الإ  البدء منطقة بسيطة الترابط
  أن نختار الإحداثيات المنحنية الملائمة التي تسهل حل المسألة.

 

 : الآتيةلممناقشة، هي  تينيمكن أن نختتم هذا البحث مسائم المقترحات: )ثانيا  
 



 نتجب الحسن    ميس حسن عليم أ  .د.     2021عام  10العدد   43مجلة جامعة البعث   المجلد 

 

 

311 

 متجــــــــانسال Navier-Stokes  (N-S)مــــــــائع لأجــــــــل الدراســــــــة نفــــــــس إعــــــــادة :3مســــــــألة

   ضغوط، ويخضع لحقل كهرطيسي، ولحقل حراري.ال غيرو  ،يزوتروبيالإو 
 ضغوط. ال وغير ،والإيزوتروبي المتجانس الاستقطابيتعميم الدراسة لأجل المائع  :2مسألة
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