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لعادية الخطية دراسة استقرار المعادلة التفاضلية ا
 ةبعدة تأخيرات زمني

 جامعة البعث –كلية العلوم        : وفاء خضر شحادةطالبة الدراسات العليا

 الدكتور المشرف: د. سامح العرجة   

 

 ملخص البحث:

باستخدام  لامحدود تأخير زمنيدراسة استقرار معادلات تفاضلية ذات في هذاالبحث سيتم 
 :نظرية النقطة الثابتة من الشكل

𝑥̀(𝑡) = −𝑎(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝑔(𝑡)) + 𝑐(𝑡)𝑥̀(𝑡 − 𝑔(𝑡)) 

نعممممم الدراسمممة المممس دراسمممة اسمممتقرار معمممادلات تفاضممملية بعمممد  تمممأخيرات زمنيمممة باسمممتخدام ثمممم 
 نظرية النقطة الثابتة من الشكل:

𝑥̀(𝑡) = −∑𝑏𝐽(𝑡)𝑥 (𝑡 − 𝜏𝐽(𝑡))

𝑁

𝐽=1

+∑𝑐𝐽(𝑡)𝑥̀ (𝑡 − 𝜏𝐽(𝑡))

𝑁

𝐽=1

 

 تأخير زمني  , نقطة ثابتة استقرار تقاربي, , معادلات تفاضلية كلمات مفتاحية:

  

 

  



 دراسة استقرار المعادلة التفاضلية العادية الخطية بعدة تأخيرات زمنية

92 
 

 

Study of the stability of a linear ordinary 

differential equation with several delays 

 

Abstract 

First, we consider the linear neutral differential equation with 

unbounded delay by using the fixed point theory: 

 

𝑥̀(𝑡) = −𝑎(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝑔(𝑡)) + 𝑐(𝑡)𝑥̀(𝑡 − 𝑔(𝑡)) 

 

In addition, we consider the asymptotic stability of a generalized 

linear neutral differential equation with variable delays by using the 

fixed-point theory: 

 

𝑥̀(𝑡) = −∑𝑏𝐽(𝑡)𝑥 (𝑡 − 𝜏𝐽(𝑡))

𝑁

𝐽=1

+∑𝑐𝐽(𝑡)𝑥̀ (𝑡 − 𝜏𝐽(𝑡))

𝑁

𝐽=1

 

 

Key words: asymptotic stability, variable delay, fixed-point theory, 

differential equation. 
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 المشكلة وأهمية البحث: 

نوف للمعادلات التفاضلية من الشكل:  ستقرار باستخدام تابع ليبا الا وجدنا صعوبة بدراسة  

𝑥̀(𝑡) = −𝑎(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝑔(𝑡)) + 𝑐(𝑡)𝑥̀(𝑡 − 𝑔(𝑡)) 

𝑥̀(𝑡) = −∑𝑏𝐽(𝑡)𝑥 (𝑡 − 𝜏𝐽(𝑡))

𝑁

𝐽=1

+∑𝑐𝐽(𝑡)𝑥̀𝐽(𝑡 − 𝜏(𝑡))

𝑁

𝐽=1

 

 

لهذا النوع من   الاستقرار النقطة الثابتة أسهل لدراسة مبرهنة استخدام لذلك وجدنا أن  
    المعادلات.
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 ةدراسة استقرار المعادلة التفاضلية العادية الخطية بعدة تأخيرات زمني

 

 المقدمة:

   المباشر  وكان الطريقة الوحيدبإيجاد الطريقة  قام العالم ليبانوفئة عام امنذ أكثر من م 
ن صعوبتها في تشكيل تابع ليبانوف  مكلكن هذه الطريقة تلدراسة الاستقرار لفتر  طويلة 

لاستخدام بشكل  قابلة ل تالمناسب لكل معادلة تفاضلية وهذا يعتمد علس التجريب وليس
هي أدا  قوية لدراسة ثابتة و دراسة الاستقرار باستخدام النقطة ال عام لذلك تم مؤخرا  

  . بورتن  النقطة الثابتة الاستقرار باستخدام مبرهنة ائل الذين درسوا من او الاستقرار و 
م الأحياء كما لها تطبيقاتها  الكثير من الدراسات في ديناميكية عل للمعادلات التفاضليةو 

  تعتبر نموذج لدراسة حركة خلايا الدم الحمراء وجية وعلم البيئة والنماذج الفيزيولفي 
 وتعطس معادلتها بالشكل: 

𝑥̀(𝑡) = −𝛾(𝑡) (𝛽(𝑡) +
1

𝛽(𝑡) + 𝑥2(𝑡 − 𝜏(𝑡)
) 𝑥(𝑡) + 𝛾(𝑡)𝛽(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡) 

 [15] .𝜏(t), β(t), γ(t) ∈ C(R, 𝑅+) حيث 

دراسة استقرار المعادلة التفاضلية العادية الخطية مع التأخير اللامحدود  -1  
 

𝑥̀(𝑡) = −𝑎(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝑔(𝑡))

+ 𝑐(𝑡)𝑥̀(𝑡 − 𝑔(𝑡))…… . (1,1) 

,𝑎(𝑡)حيث   𝑏(𝑡)   و توابع مستمر 𝑐(𝑡)  مستمر وقابل للاشتقاق و تابع 𝑔(𝑡) ≥

0; 𝑡 ∈ 𝑅  .طرف الأيمن المشتق في البسبب وجود تابع مستمر وقابل للاشتقاق مرتين
سنقوم المناسب, لذلك من الصعب ايجاد تابع ليبانوف أصبح   الزمنيللمعادلة ذات التأخير 

 .باستخدام نظرية النقطة الثابتة الاستقراردراسة ب
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 : 1مبرهنة 

𝑔̀(𝑡) بفرض ≠ 1… . .    :يعطس بالعلاقة (1,1)حل للمعادلة عندئذ    (1.2)

𝑥(𝑡) = (𝑥(0) −
𝑐(0)

1 − 𝑔̀(0)
𝑥(−𝑔(0)𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 )

+
𝑐(𝑡)

1 − 𝑔̀(𝑡)
𝑥(𝑡 − 𝑔(𝑡))

− ∫(𝑟(𝑢)

𝑡

0

− 𝑏(𝑢)𝑥(𝑢 − 𝑔(𝑢))𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
𝑢 ) 𝑑𝑢………(1,3) 

𝑟(𝑢) =
(𝑐̀(𝑢) + 𝑐(𝑢)𝑎(𝑢))(1 − 𝑔̀(𝑢)) + 𝑔̀̀(𝑢)𝑐(𝑢)

(1 − 𝑔̀(𝑢))
2 …… . (1,4) 

 البرهان: 

∫𝑒بالحد    (1,1)بضرب طرفي المعادلة  𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
 نحصل علس:   tالس  0من  ةكامل والم  0

∫ [𝑥(𝑢)𝑒∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑢
0 ]

′

𝑑𝑢
𝑡

0

= ∫ [𝑏(𝑢)𝑥(𝑢 − 𝑔(𝑢)) + 𝑐(𝑢)𝑥̀(𝑢
𝑡

0

− 𝑔(𝑢))]𝑒∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑢
0 𝑑𝑢 

𝑥(𝑡)𝑒∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 − 𝑥(0)

= ∫ [𝑏(𝑢)𝑥(𝑢 − 𝑔(𝑢)) + 𝑐(𝑢)𝑥̀(𝑢
𝑡

0

− 𝑔(𝑢))]𝑒∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑢
0 𝑑𝑢 

∫𝑒بالتقسيم علس   𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 : 
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𝑥(𝑡) = 𝑥(0)𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0

+∫ [𝑏(𝑢)𝑥(𝑢 − 𝑔(𝑢))
𝑡

0

+ 𝑐(𝑢)𝑥̀(𝑢 − 𝑔(𝑢))]𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
𝑢 𝑑𝑢, . . (1,5)   

1) نضرب ونقسم علس   − 𝑔̀(𝑢)) 

∫ 𝑐(𝑢)𝑥̀(𝑢 − 𝑔(𝑢))𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
𝑢 𝑑𝑢

𝑡

0

= ∫
𝑐(𝑢)𝑥̀(𝑢 − 𝑔(𝑢))(1 − 𝑔̀(𝑢))

(1 − 𝑔̀(𝑢))
𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
𝑢 𝑑𝑢

𝑡

0

 

 : نكامل بالتجزئة حيث

𝑈(𝑢) =
𝑐(𝑢)

1 − 𝑔̀(𝑢)
𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
𝑢         , 𝑑𝑉

= 𝑥̀(𝑢 − 𝑔(𝑢))(1 − 𝑔̀(𝑢))𝑑𝑢 

 نحصل علس: 

∫ 𝑐(𝑢)𝑥̀(𝑢 − 𝑔(𝑢))𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
𝑢 𝑑𝑢

𝑡

0

=
𝑐(𝑢)

1 − 𝑔̀(𝑢)
𝑥(𝑡 − 𝑔(𝑡))

−
𝑐(0)

1 − 𝑔̀(0)
𝑥(−𝑔(0))𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

−∫ 𝑟(𝑢)𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
𝑢 𝑥(𝑢 − 𝑔(𝑢))𝑑𝑢

𝑡

0

… . (1,6) 

 يتم الاثبات. (1.5) م ب (1.6)وأخيرا باستبدال   (1.4)معطس بالعلاقة  𝑟(𝑢)حيث  

:ψ(𝑡)ليكن   ]−∞, 0] → 𝑅  ومستمر , لنعرفمحدود تابع  𝑥(𝑡) ≔ 𝑥(𝑡, 0, 𝜓) 
𝑥(𝑡)ونكتب    (1,1)حل للمعادلة  = 𝜓(𝑡)          ; 𝑡 ≤ 0. 
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𝑡من أجل   ≥ εمن أجل    𝑡0مستقر عند   (1,1) م ن الحل الصفري لانقول  0 > 0 
δ يوجد = δ(ε) > :ψ  و 0 ]−∞, 𝑡0] → 𝑅  بحيث يكون  |ψ(𝑡)| < 𝛿  علس

,∞−[المجال   𝑡0] و  𝑡 ≥ 𝑡0   يؤدي الس أن|𝑥(𝑡, 𝑡0,ψ)| < 𝜀. 

𝑅فضاء التوابع المستمر    𝐶ليكن   → 𝑅 عة:المجمو  نعرف 

𝑆:= {𝜑: 𝑅 → 𝑅;𝜑(𝑡) = ψ(t) if t ≤ 0 , φ(t) → 0, t → ∞,φ

∈ C; ‖φ‖ < 𝐾 < 1} 

,𝑆)عندئذ ‖. .‖  فضاء متري تام مع (‖  الاعظمي. النظيم  ‖

 

 أن: بفرض :2مبرهنة 

𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
0 → 0    ; 𝑡 → ∞ … (1.7) . 

αومن أجل   >  :فإن 0

|
𝑐(𝑡)

1 − 𝑔̀(𝑡)
| + ∫ |𝑟(𝑢) − 𝑏(𝑢)|

𝑡

0

𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
𝑢 𝑑𝑢 ≤ 𝛼 < 1… . (1.8) 

𝑡 − 𝑔(𝑡) → ∞; 𝑡 → ∞…(1.9) 
,𝑥(𝑡  كل حل , عندئذ  محققة (1.9),(1,8),(1.7),(1.2)اذا كان  0,ψ)   للمعادلة
𝑡محدود ويسعس نحو الصفر عندما   (1.1) → وبالتالي الحل الصفري مستقر عند  ∞
𝑡0 = 0. 

:𝑝نعرف التطبيق   البرهان: 𝑠 → 𝑠    وليكن(𝑝𝜑)(𝑡) = ψ(t); 𝑡 ≤ 0 
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(𝑝𝜑)(𝑡) = (ψ(0) −
𝑐(0)

1 − 𝑔̀(0)
ψ(−g(0))) 𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0

+
𝑐(𝑡)

1 − 𝑔̀(𝑡)
𝜑(𝑡 − 𝑔(𝑡))

− ∫ |𝑟(𝑢) − 𝑏(𝑢)|𝜑(𝑢 − 𝑔(𝑢))
𝑡

0

𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
𝑢 𝑑𝑢; 𝑡 ≥ 0 

𝜑من أجل    ∈ 𝑆  و 𝑝𝜑 مستمر و  ‖𝜑‖ ≤ 𝐾  حيث𝐾   ثابت موجب وليكنψ(t)   تابع
|ψ|ابتدائي مستمر صغير معطس بحيث   < 𝛿  في علاقة (1.8)عندئذ باستخدام  

(𝑝𝜑)(𝑡) علس نحصل : 

|𝑝𝜑| ≤ (|
𝑐(0)

1 − 𝑔̀(0)
|𝐾) +

𝑐(𝑡)

1 − 𝑔̀(𝑡)
𝐾

− ∫ |𝑟(𝑢) − 𝑏(𝑢)|
𝑡

0

𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
𝑢 𝑑𝑢

≤ |
𝑐(0)

1 − 𝑔̀(0)
| 𝛿 + 𝛼𝐾… . . (1.10) 

‖𝑝𝜑‖  يصبح  𝛿  لم  باختيار صحيح  ≤ 𝐾   وبالتالي𝑝𝜑(𝑡) محدود. 

(𝑡)(𝑝𝜑)    لنثبت أن  → 0  ; 𝑡 → ∞ : 

يسعس نحو الصفر، والحد الثاني يسعس  (𝑡)(𝑝𝜑)الطرف الأيمن من    في الحد الأول
𝜑  و (1,9) و (1,7) نحو الصفر باستخدام ∈ 𝑆  بقي أن نثبت أن التكامل يسعس نحو .

𝑡الصفر عندما   → ∞  

ϵليكن   > 𝜑معطا  و  0 ∈ 𝑆   عندئذ يوجد𝑡1 >  ن بحيث ا 0

 |𝜑(𝑡 − 𝑔(𝑡))| < 𝜖      ;      𝑡 > 𝑡1 يوجد   (1,7)الشرط   حسب𝑡2 > 𝑡1  بحيث 

 𝑡 > 𝑡2  بفرض أن  و𝑒
−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
𝑡1 <

𝜖

𝛼𝐾
tمن أجل    > 𝑡1 :يكون 
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|∫ |𝑟(𝑢) − 𝑏(𝑢)|𝜑(𝑢 − 𝑔(𝑢))
𝑡

0

𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
𝑢 𝑑𝑢|

< 𝐾∫ |𝑟(𝑢) − 𝑏(𝑢)|
𝑡1

0

𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
𝑢 𝑑𝑢

+ 𝜖∫ |𝑟(𝑢) − 𝑏(𝑢)|
𝑡

𝑡1

𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
𝑢 𝑑𝑢

≤ 𝐾𝑒
−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
𝑡1 ∫ |𝑟(𝑢) − 𝑏(𝑢)|

𝑡1

0

𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡1
𝑢 𝑑𝑢 + 𝛼𝜖

≤ 𝐾𝛼𝑒
−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
𝑡1 + 𝛼𝜖 ≤ 𝜖 + 𝛼𝜖 

(𝑡)(𝑝𝜑)عندئذ  → 0; 𝑡 → مع تطبيق ضاغط  (𝑡)(𝑝𝜑)بقي أن نثبت أن   ∞
 النظيم الأعظمي.

,ηليكن   ξ ∈ 𝑆  :بحيث 

|(𝑝ξ)(t) − (pη)(t)|

≤ {|
𝑐(𝑡)

1 − 𝑔̀(𝑡)
| + ∫ |𝑟(𝑢) − 𝑏(𝑢)|

𝑡

0

𝑒−∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡
𝑢 𝑑𝑢} . ‖ξ

− η‖ ≤ 𝛼‖ξ− η‖ 

التي تحقق  و  Sيملك نقطة ثابتة وحيد  من  𝑝  فإن باستخدام مبدأ التطبيق الضاغط
𝑡محدود  وتسعس نحو الصفر عندما    (1,1) → الاستقرار للحل الصفري ينتج . ∞
𝑡0عندما   =  يتم الاثبات.   سابقا   𝜖بم   Kاستبدال ب  0

 1مثال 

 لتكن المعادلة التفاضلية العادية الخطية

𝑥̀(𝑡) = −2𝑥(𝑡) + 𝐶0𝑥̀ (𝑡 −
𝑡

2
)… . . (1.11) 

𝑟(𝑢)عندئذ ,ثابت  𝐶0حيث   = −4𝐶0  محقق من أجل  (1.8)الشرط 
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 |𝐶0| ≤
𝛼

4
   ;   𝛼 ∈ (0,1)  

|ψ(t)|حيث   مستمر تابع ابتدائي   ψ(t)ليكن   ≤ 𝛿  وليكن 

𝑆 = {𝜑: 𝑅 → 𝑅,𝜑(𝑡) = ψ(t); 𝑡 ≤ 0; 𝜑(𝑡) → 0; 𝑡 → ∞, ‖𝜑‖ ≤ 𝐾,𝜑

∈ 𝐶} 
(𝑡)(𝑝𝜑)نعرف   = ψ(t)   ; 𝑡 ≤ 0  

(𝑝𝜑)(𝑡) = (1 − 2𝐶0)(ψ(0)𝑒
−2𝑡 + 2𝐶0𝜑 (

𝑡

2
)

+ ∫ 4𝐶0𝜑 (
𝑢

2
) 𝑒−2(𝑡−𝑢)𝑑𝑢

𝑡

0

; 𝑡 > 0 

φ  من أجل ∈ 𝑆   يكون‖𝜑‖ ≤ 𝐾      حيث𝐾 ≥
1−𝛼

|1−2𝐶0|𝛿
نحصل علس   

‖(𝜑)(𝑡)‖ ≤ 𝐾  محققة لاثبات أن   (1,9), (1,7)من الواضح أن𝑝  يعرف تطبيق
,ξمتراص ليكن   𝜂   عندئذ 

|(𝑝ξ)(t) − (pη)(t)| ≤ 2|𝐶0|. ‖ξ− η‖ + 2|𝐶0|(1 − 𝑒
−2𝑡)‖ξ− η‖ 

≤ 4|𝐶0|. ‖ξ− η‖ ≤ 𝛼. ‖ξ− η‖ 

,𝑥(𝑡كل حل    1بالاعتماد علس المبرهنة  0,ψ) حيث التابع الابتدائي   (1.11) م ل
:ψ(𝑡)المستمر الصغير    ]−∞, 0] → 𝑅   محدود ويسعس نحو الصفر عندما𝑡 →

∞. 

 من الشكل:  ةزمني ات تأخير  خطية بعد معادلة تفاضلية استقرار دراسة  -2

𝑥̀(𝑡) = −∑𝑏𝐽(𝑡)𝑥 (𝑡 − 𝜏𝐽(𝑡))

𝑁

𝐽=1

+∑𝑐𝐽(𝑡)𝑥̀𝐽(𝑡 − 𝜏(𝑡))

𝑁

𝐽=1

……(2,1) 

 مع الشرط الابتدائي: 
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 𝑥(𝑡) = ᴪ(𝑡)…… . 𝑡من أجل   (2,2) ∈ [𝑚(𝑡0), 𝑡0]  حيث ,ᴪ(𝑡) ∈

𝐶([𝑚(𝑡0), 𝑡0], 𝑅)   من أجل𝑡0 ≥ 0 . 

𝑚𝐽(𝑡0) = 𝑖𝑛𝑓{𝑡 − 𝜏𝐽(𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡0},𝑚(𝑡0) = 𝑚𝑖𝑛{𝑚𝐽(𝑡0), 1 ≤ 𝐽 ≤
𝑁}…..(2,3) 

باستخدام مبدأ التطبيق الضاغط   (2,1)للمعادلة  التقاربيهدفنا هو دراسة الاستقرار 
 ومقارنة النتائج مع ما سبق. 

 النتائج الرئيسية:

,𝑡0)من أجل كل   ᴪ) ∈ 𝑅
+ × 𝐶([𝑚(𝑡0), 𝑡0], 𝑅) 

:𝑥مستمر ال تابع ال  ليكن [𝑚(𝑡0), 𝑡0 + 𝛼[ → 𝑅
𝑛     ;   α > حل   𝑥(𝑡)  ان 0

,𝑡0]علس المجال   (2,1)معادلة لل 𝑡0 + 𝛼[   و𝑥 = ᴪ المجال علس  
[𝑚(𝑡0), 𝑡0]. نعرف  𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑡0, ᴪ) . 

,𝑡0)من أجل كل  ᴪ)  يوجد حل وحيد𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑡0, ᴪ) معرف   (2,1) لمعادلةل
,𝑡0]علس    مثبتة نعرف  𝑡0من أجل  ]∞

 ‖ᴪ‖ = 𝑚𝑎𝑥{|ᴪ(𝑡)|:𝑚(𝑡0) ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0}. 

 

 : 3مبرهنة 

𝜏̀(𝑡)قابل للاشتقاق مرتين و  𝜏𝐽بفرض   ≠ ∋∝و بفرض   1  من أجل  ]0,1[

 𝑡 ≥ ]∞,𝑚𝐽(𝑡0)]مستمر   توجد توابع   0 → 𝑅, 𝐽 = 1,2, … , 𝑁  ℎ𝐽:    من أجل
𝑡 ≥ 0  



 دراسة استقرار المعادلة التفاضلية العادية الخطية بعدة تأخيرات زمنية

102 
 

|lim
𝑡→∞

𝑖𝑛𝑓∫ 𝐻(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

| < ∞…(2,4) 

∑|
𝑐𝐽(𝑡)

1 − 𝜏𝐽̀(𝑡)
|

𝑁

𝐽=1

+∑∫ |ℎ𝐽(𝑠)|𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜏𝐽(𝑡)

𝑁

𝐽=1

+∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 |−𝑏𝐽(𝑠) + [ℎ𝐽 (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠))] (1

𝑡

0

𝑁

𝐽=1

− 𝜏𝐽̀(𝑠)) − 𝑟(𝑠)| 𝑑𝑠

+∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 |𝐻(𝑠)|

𝑡

0

(∫ |ℎ𝐽(𝑢)|𝑑𝑢
𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)𝑑𝑠

𝑁

𝐽=1

≤ 𝛼……(2,5) 
 حيث  

𝐻(𝑡) =∑ℎ𝑗(𝑡)

𝑁

𝐽=1

 

r𝑗(𝑡) =
[𝑐𝑗(𝑡)𝐻(𝑡) + 𝑐𝑗̀(𝑡)] (1 − 𝜏𝑗̀(𝑡)) + 𝑐𝑗(𝑡)𝜏𝑗̀̀(𝑡)

(1 − 𝜏𝑗̀(𝑡))
2

 

 تحقق:   اذا وفقط اذا,  مستقر تقاربيا (2,1) لمعادلة الحل الصفري ل عندئذ 

∫ 𝐻(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0 𝑡→∞
→  ∞,… . (2,6) . 

 الاثبات: 

𝑡0  أجل  محققة من (2,6)بفرض أن  >  جعل وب 0

𝐾 = sup
𝑡≥0
𝑒−∫ 𝐻(𝑠)𝑑𝑠

𝑡
0 , … (2,7) 

ᴪليكن   ∈ 𝐶([𝑚(𝑡0), 𝑡0], 𝑅)   نعرف𝑆  فضاء متري متراص حيث 
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 ρ(𝑥, 𝑦) = sup
𝑡≥𝑡0

{|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|}  :بالشكل 

𝑆 = {𝜑 ∈ 𝐶([𝑚(𝑡0),∞[, 𝑅): 𝜑(𝑡)
𝑡→∞
→  0 , 𝜑(𝑡) = ᴪ(𝑡); 𝑡

∈ [𝑚(𝑡0), 𝑡0]} 

𝑒 م ب (2,1) المعادلة نضرب طرفي  
∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑡0    ثم نكامل من𝑡0   الس𝑡  : نحصل علس 

𝑥(𝑡) = ᴪ(𝑡0)𝑒
−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡
𝑡0 +∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡
𝑠 ∑ℎ𝐽(𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠

𝑁

𝑗=1

𝑡

𝑡0

−∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 ∑𝑏𝐽(𝑠)𝑥 (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) 𝑑𝑠

𝑁

𝑗=1

𝑡

𝑡0

+∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 ∑𝑐𝐽(𝑠)𝑥̀ (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) 𝑑𝑠

𝑁

𝑗=1

𝑡

𝑡0

=ᴪ(𝑡0)𝑒
−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡
𝑡0 +∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡
𝑠 ℎ𝐽(𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

𝑁

𝑗=1

−∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 𝑏𝐽(𝑠)𝑥 (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) 𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

𝑁

𝑗=1

+∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 𝑐𝐽(𝑠)𝑥̀ (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) 𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

𝑁

𝑗=1

 

 كامل بالتجزئة :ن
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𝑥(𝑡) = ᴪ(𝑡0)𝑒
−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡
𝑡0

+∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 𝑑

𝑡

𝑡0

𝑁

𝑗=1

(∫ ℎ𝐽(𝑢)𝑥(𝑢)𝑑𝑢
𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)

+∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 {−𝑏𝐽(𝑠)

𝑡

𝑡0

𝑁

𝑗=1

+ ℎ𝑗 (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) (1 − 𝜏𝑗̀(𝑠))} 𝑥 (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) 𝑑𝑠

+∑∫
𝑐𝑗(𝑠)

1 − 𝜏𝑗̀(𝑠)

𝑡

𝑡0

𝑁

𝑗=1

𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 𝑑𝑥 (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) 

= {ᴪ(𝑡0) −∑
𝑐𝑗(𝑡0)

1 − 𝜏𝑗̀(𝑡0)

𝑁

𝑗=1

ᴪ(𝑡0−𝜏𝐽(𝑡0))

−∑∫ ℎ𝐽(𝑠)ᴪ(𝑠)𝑑𝑠
𝑡0

𝑡0−𝜏𝐽(𝑠)

𝑁

𝑗=1

} 𝑒
−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡
𝑡0

+∑
𝑐𝑗(𝑡)

1 − 𝜏𝑗̀(𝑡)

𝑁

𝑗=1

𝑥 (𝑡−𝜏𝐽(𝑡)) +∑∫ ℎ𝐽(𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜏𝐽(𝑡)

𝑁

𝑗=1

+∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 {−𝑏𝐽(𝑠) + ℎ𝑗 (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) (1 − 𝜏𝑗̀(𝑠))

𝑡

𝑡0

𝑁

𝑗=1

− 𝑟𝑗(𝑠)} 𝑥 (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) 𝑑𝑠

−∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 𝐻(𝑠) (∫ ℎ𝐽(𝑢)𝑥(𝑢)𝑑𝑢

𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)
𝑡

𝑡0

𝑁

𝑗=1

… . . (2,8) 

:𝑝 نعرف المؤثر  (2,8)باستخدام  𝑆 → 𝑆 :بالشكل 

 (𝑝𝜑)(𝑡) = ᴪ(𝑡)    ;       𝑡 ∈ [𝑚(𝑡0), 𝑡0] 
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(𝑝𝜑)(𝑡)

= {ᴪ(𝑡0) −∑
𝑐𝑗(𝑡0)

1 − 𝜏𝑗̀(𝑡0)

𝑁

𝑗=1

ᴪ(𝑡0−𝜏𝐽(𝑡0))

−∑∫ ℎ𝐽(𝑠)ᴪ(𝑠)𝑑𝑠
𝑡0

𝑡0−𝜏𝐽(𝑠)

𝑁

𝑗=1

} 𝑒
−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡
𝑡0

+∑
𝑐𝑗(𝑡)

1 − 𝜏𝑗̀(𝑡)

𝑁

𝑗=1

𝜑 (𝑡−𝜏𝐽(𝑡)) +∑∫ ℎ𝐽(𝑠)𝜑(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜏𝐽(𝑡)

𝑁

𝑗=1

+∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 {−𝑏𝐽(𝑠) + ℎ𝑗 (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) (1 − 𝜏𝑗̀(𝑠))

𝑡

𝑡0

𝑁

𝑗=1

− 𝑟𝑗(𝑠)} 𝜑 (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) 𝑑𝑠

−∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 𝐻(𝑠) (∫ ℎ𝐽(𝑢)𝜑(𝑢)𝑑𝑢

𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)𝑑𝑠… (2,9)
𝑡

𝑡0

𝑁

𝑗=1

 

(𝑡)(𝑝𝜑)من الواضح أن  ∈ 𝐶([𝑚(𝑡0),∞[, 𝑅) .لقد رأينا أن : (𝑝𝜑)(𝑡)
𝑡→∞
→  0  

 φ(𝑡) → 𝑡و  0 − 𝜏𝐽(𝑡)
𝑡→∞
εمن أجل كل  , ∞  → > 𝑇1يوجد   0 > 𝑡0   بحيث أن

𝑠 ≥ 𝑇1 يؤدي  |𝑥 (𝑠−𝜏𝐽(𝑠))| < ε  ;   𝑗 = 1,2, … ,𝑁    من أجل .𝑡 ≥ 𝑇1   الحد
 يحقق:  (2,9)الأخير من 

|𝐼5| = |∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 𝐻(𝑠) (∫ ℎ𝐽(𝑢)𝜑(𝑢)𝑑𝑢

𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

𝑁

𝑗=1

| 
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≤∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 𝐻(𝑠) (∫ ℎ𝐽(𝑢)𝜑(𝑢)𝑑𝑢

𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)
𝑇1

𝑡0

𝑁

𝑗=1

𝑑𝑠

+∑∫
𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡
𝑠 𝐻(𝑠) (∫ ℎ𝐽(𝑢)𝜑(𝑢)𝑑𝑢

𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)𝑑𝑠𝑡

𝑇1

𝑁

𝑗=1

 

≤ sup
𝜎≥𝑚(𝑡0)

|𝜑(𝜎)|∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 𝐻(𝑠) (∫ ℎ𝐽(𝑢)𝑑𝑢

𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)
𝑇1

𝑡0

𝑁

𝑗=1

𝑑𝑠

+ ε∑∫
𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡
𝑠 𝐻(𝑠) (∫ ℎ𝐽(𝑢)𝑑𝑢

𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)𝑑𝑠𝑡

𝑇1

𝑁

𝑗=1

 

𝑇2يوجد  (2,6)باستخدام  ≥ 𝑇1   بحيث أن𝑡 ≥ 𝑇2 :يؤدي 

sup
𝜎≥𝑚(𝑡0)

|𝜑(𝜎)|∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 𝐻(𝑠) (∫ ℎ𝐽(𝑢)𝑑𝑢

𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)
𝑇1

𝑡0

𝑁

𝑗=1

𝑑𝑠 < ε 

 نحصل علس:   (2,5)بتطبيق 

|𝐼5| < ε+ αϵ < 2ε 

𝐼5وبالتالي  
𝑡→∞
𝑡تسعس نحو الصفر عندما   (2,9)نرى بأن بقية الحدود في  0  → → ∞ 

(𝑡)(𝑝𝜑)وبالتالي  
𝑡→∞
 هذا يعني أن  0  →

 𝑝𝜑 ∈ 𝑆. وبما أن   (2,5)باستخدام𝑝   تطبيق متراص مع الثابتα  باستخدام مبدأ  و
𝑥نقطة ثابتة وحيد    يملك 𝑝فإن   التطبيق الضاغط, ∈ 𝑆  (3,1)وهو حل للمعادلة  

 حيث:  

𝑥(𝑡) = ᴪ(𝑡)  ;   𝑡 ∈ [𝑚(𝑡0), 𝑡0]  و𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑡0, ᴪ)
𝑡→∞
→  0. 



 سامح العرجةد.               وفاء شحادة    2023  عام  16  العدد  45   المجلد  البعثمجلة جامعة 

107 
 

ليكن   قر.تمس  (2,1)م أن الحل الصفري لالاستقرار التقاربي علينا اثبات للحصول علس  
ε > δنختار   0 > δ  ومن أجل 0 < ε   2يكونδ𝐾𝑒∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡
0 + αε < ε. 

𝑥(𝑡)اذا كان   = 𝑥(𝑡, 𝑡0, ᴪ)   حيث  (2,1)حل للمعادلة‖ᴪ‖ < 𝛿   عندئذ𝑥(𝑡) =

(𝑝𝑥)(𝑡)  وبالتالي  |𝑥(𝑡)| < ε   عندما𝑡 ≥ 𝑡0  نلاحظ أن. 

 |𝑥(𝑠)| < ε   ; 𝑠 ∈ [𝑚(𝑡0), 𝑡0]. 

∗𝑡وجد   اذا  > 𝑡0 ن  بحيث ا𝑥(𝑡∗) = 𝜀   و|𝑥(𝑠)| < 𝜀  من أجل 

  𝑠 ∈ [𝑚(𝑡0), 𝑡
 : عندئد  ]∗

𝑥(𝑡∗) ≤ ‖ᴪ‖(1 +∑
𝑐𝑗(𝑡0)

1 − 𝜏𝑗̀(𝑡0)

𝑁

𝑗=1

+∑∫ |ℎ𝐽(𝑠)|𝑑𝑠
𝑡0

𝑡0−𝜏𝐽(𝑠)

𝑁

𝑗=1

)𝑒
−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡∗

𝑡0

+ 𝜖∑
𝑐𝑗(𝑡

∗)

1 − 𝜏𝑗̀(𝑡
∗)

𝑁

𝑗=1

+ 𝜖∑∫ |ℎ𝐽(𝑠)|𝑑𝑠
𝑡∗

𝑡∗−𝜏𝐽(𝑡
∗)

𝑁

𝑗=1

+ 𝜖∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡∗

𝑠 {−𝑏𝐽(𝑠)
𝑡∗

𝑡0

𝑁

𝑗=1

+ ℎ𝑗 (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) (1 − 𝜏𝑗̀(𝑠)) − 𝑟𝑗(𝑠)} 𝑑𝑠

− 𝜖∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 |𝐻(𝑠)| (∫ |ℎ𝐽(𝑢)|𝑑𝑢

𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)𝑑𝑠
𝑡∗

𝑡0

𝑁

𝑗=1

≤2𝛿𝐾𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡0
0 + 𝛼𝜀 < 𝜖 

|𝑥(𝑡)|  وبالتالي فإن ∗𝑡وهذا يناقض التعريف علس   < ε   من أجل𝑡 ≥ 𝑡0   والحل
 . (2,6)  مستقر وبالتالي مستقر تقاربيا  اذا تحققت (2,1)الصفري ل 
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𝑡𝑛حيث   {𝑡𝑛}يوجد متتالية   (2,4)باستخدامغيرمحققة.  (2,6): بفرض بالعكسو 

𝑛→∞
 بحيث أن: ∞  →

 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∫ 𝐻(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑙, 𝑙 ∈ 𝑅+
𝑡𝑛

0
 يحقق: 𝐽. نختار ثابت موجب   

−𝐽 ≤ ∫ 𝐻(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛

0

≤ 𝐽, 𝑛 ≥ 1 

𝑠للتبسيط ومن أجل كل   ≥  نكتب: 0

𝑤(𝑠) =∑[|−𝑏𝐽(𝑠) + ℎ𝑗 (𝑠 − 𝜏𝐽(𝑠)) (1 − 𝜏𝑗̀(𝑠)) − 𝑟𝑗(𝑠)|

𝑁

𝑗=1

+ |𝐻(𝑠)| (∫ |ℎ𝐽(𝑢)|𝑑𝑢
𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)] 

∫لدينا:  (2,5)باستخدام  𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡𝑛
𝑠 𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

0
≤ 𝛼 : ومنه ينتج 

∫ 𝑒∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑠
0 𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

0

≤ 𝛼𝑒∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡𝑛
0 ≤ 𝐽 

∫}المتتالية   𝑒∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑠
0 𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

0
  يوجد متتالية جزئية متقاربة بحيث محدود , لذلك {

: 

lim
𝑛→∞

∫ 𝑒∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑠
0 𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

0

= 𝛾     ; 𝛾 ∈ 𝑅+ 

 كبير جدا :  𝑚ختيار عدد صحيح موجب اب

∫ 𝑒∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑠
0 𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

𝑡𝑚

<
𝛿0
4𝐾

 

𝑛من أجل   ≥ 𝑚  حيث𝛿0 ≥ 2𝛿0𝐾𝑒يحقق  0
𝐽 + 𝛼 ≤ 1. 
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𝑥(𝑡)نفرض أن الحل   = 𝑥(𝑡, 𝑡𝑚, ᴪ)  حيث  (3,1)حل للمعادلةᴪ(𝑡𝑚) = 𝛿0   و
|ᴪ(𝑠)| ≤ 𝛿0   من أجل𝑠 ≤ 𝑡𝑚  نختارᴪ   بحيث أن|𝑥(𝑡)| ≤  من أجل  1

 𝑡 ≥ 𝑡𝑚 : 

ᴪ(𝑡𝑚) −∑[
𝑐𝑗(𝑡𝑚)

1 − 𝜏𝑗̀(𝑡𝑚)
ᴪ (𝑡𝑚−𝜏𝐽(𝑡𝑚))

𝑁

𝑗=1

+∫ ℎ𝐽(𝑠)𝜑(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑚

𝑡𝑚−𝜏𝐽(𝑡𝑚)

] ≥
1

2
𝛿0 

𝑥(𝑡)حيث   (2,9)ينتج من  = (𝑝𝑥)(𝑡)   ومن أجل𝑛 ≥ 𝑚 أن: 

|𝑥(𝑡𝑛) −∑[
𝑐𝑗(𝑡𝑛)

1 − 𝜏𝑗̀(𝑡𝑛)
ᴪ (𝑡𝑛−𝜏𝐽(𝑡𝑛)) + ∫ ℎ𝐽(𝑠)𝜑(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

𝑡𝑛−𝜏𝐽(𝑡𝑛)

]

𝑁

𝑗=1

≥
1

2
𝛿0𝑒

−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡𝑛
𝑡𝑚 −∫ 𝑒∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡𝑛
𝑠 𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

𝑡𝑚

| 

= 𝑒
−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡𝑛
𝑡𝑚 (

1

2
𝛿0 − 𝑒

−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡𝑚
0 ∫ 𝑒∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑠
0 𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

𝑡𝑚

) 

≥ 𝑒
−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑡𝑛
𝑡𝑚 (

1

2
𝛿0 − 𝐾∫ 𝑒∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢

𝑠
0 𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

𝑡𝑚

)

≥
1

4
𝛿0𝑒

−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡𝑛
𝑡𝑚 ≥

1

4
𝛿0𝑒

−2𝐽 > 0. . . (3,10) 

𝑥(𝑡)مستقر تقاربيا  فإن   (2,1)اذا كان الحل الصفري للمعادلة  ,من ناحية أخرى  =

𝑥(𝑡, 𝑡𝑚, ᴪ)
𝑡→∞
→  0  

𝑡𝑛بحيث   − 𝜏𝐽(𝑡𝑛)
𝑛→∞
 فإن:  (2,5)تحققتو  ∞  →
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𝑥(𝑡𝑛) −∑[
𝑐𝑗(𝑡𝑛)

1 − 𝜏𝑗̀(𝑡𝑛)
𝑥 (𝑡𝑛−𝜏𝐽(𝑡𝑛)) + ∫ ℎ𝐽(𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

𝑡𝑛−𝜏𝐽(𝑡𝑛)

]

𝑁

𝑗=1

𝑛→∞
→  0 

شرط لازم من أجل الاستقرار التقاربي  (2,6)وبذلك يكون الشرط  (2,10)وهذا يناقض 
 .(2,1)للحل الصفري للمعادلة 

 : 2البديهية

𝑁من أجل   = 2, 𝜏1 = 0, 𝜏2 = 𝜏, 𝑏1 = 𝑎, 𝑐1 = 0, 𝑐2 = 𝑐   بفرض أن𝜏   قابل
𝜏̀(𝑡)للاشتقاق مرتين  ≠ 𝑡من أجل كل   1 ≥ ∋∝و بفرض   0 𝑡,من أجل   (0,1) ≥

 مستمر :  توجد توابع  0

       [𝑚𝐽(𝑡0),∞[ → 𝑅    ;   𝐽 = 1,2   ℎ𝐽: نه من أجل  بحيث ا𝑡 ≥ 0  

|lim
𝑡→∞

𝑖𝑛𝑓∫ 𝐻(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

| < ∞ 

∑|
𝑐(𝑡)

1 − 𝜏̀(𝑡)
|

𝑁

𝐽=1

+∫ |ℎ2(𝑠)|𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)

+∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 (|−𝑎(𝑠) + ℎ1(𝑠)|

𝑡

0

+ |−𝑏(𝑠) + ℎ2(𝑠 − 𝜏(𝑠))(1 − 𝜏̀(𝑠)) − 𝑟(𝑠)|)𝑑𝑠

+ ∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 |𝐻(𝑠)|

𝑡

0

(∫ |ℎ2(𝑢)|𝑑𝑢
𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)𝑑𝑠

≤ 𝛼……(2,11) 
 حيث  

𝐻(𝑡) =∑ℎ𝑗(𝑡)

2

𝐽=1
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r(𝑡) =
[𝑐(𝑡)𝐻(𝑡) + 𝑐̀(𝑡)](1 − 𝜏̀(𝑡)) + 𝑐𝑗(𝑡)𝜏̀̀(𝑡)

(1 − 𝜏̀(𝑡))2
 

 كان  مستقر تقاربيا  اذا وفقط اذا (2,1) م الحل الصفري ل 

 ∫ 𝐻(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0 𝑡→∞
→  ∞ . 

ℎ1(𝑠)عندما   : ملاحظة  = 𝑎(𝑠) , ℎ2(𝑠) = ℎ(𝑠) − 𝑎(𝑠) تنتج من   2. البديهية
 .  1المبرهنة

𝑐𝑗(𝑡)  :من أجل الحالة الخاصة =  نحصل علس:  0

 وجد توابع مستمر :قابل للاشتقاق مرتين ت 𝜏𝑗بفرض  :3البديهية

 [𝑚𝐽(𝑡0),∞[ → 𝑅, 𝐽 = 1,2, … , 𝑁   ℎ𝐽: 

|lim
𝑡→∞

𝑖𝑛𝑓∫ 𝐻(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

| < ∞ 

∑∫ |ℎ𝑗(𝑠)|𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)

𝑁

𝑗=1

+∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 |−𝑏𝑗(𝑠)

𝑡

0

𝑁

𝑗=1

+ ℎ𝑗 (𝑠 − 𝜏𝑗(𝑠)) (1 − 𝜏̀(𝑠))|

+ ∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 |𝐻(𝑠)|

𝑡

0

(∫ |ℎ𝑗(𝑢)|𝑑𝑢
𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)𝑑𝑠 ≤ 𝛼 

𝐻(𝑡)حيث   = ∑ ℎ𝑗(𝑡)
2
𝐽=1  مستقر تقاربيا  اذا وفقط (1,1) م , عندئذ الحل الصفري ل

 اذا:

∫ 𝐻(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
𝑡→∞
→  ∞ 
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ℎ𝑗(𝑠)عندما   ملاحظة: = 𝑏𝑗(𝑔𝑗(𝑠))   ;   𝑗 = 1,2, … , 𝑁  تعميم   3البديهية
 .1للمبرهنة

𝑥́(𝑡)ليكن:  2مثال = −𝑏1(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏1(𝑡)) − 𝑏2(𝑡)𝑥(𝑡 −

𝜏2(𝑡))… . (2,12) 

𝜏1(𝑡)حيث   = 0.273𝑡   𝜏2(𝑡) = 0.289𝑡   𝑏1(𝑡) =
1

1.454𝑡+2
    𝑏2(𝑡) =

1

1.422𝑡+2
 

 مستقر تقاربيا .  (2,12)عندئذ الحل الصفري للمعادلة 

ℎ1(𝑡)باختيار  البرهان: = ℎ2(𝑡) =
0.62

𝑡+1
𝐻(𝑡)وبذلك يكون   =

1.24

𝑡+1
 

∑∫ |ℎ𝑗(𝑠)|𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜏𝑗(𝑡)

2

𝑗=1

= ∫
0.62

𝑠 + 1
𝑑𝑠

𝑡

0.727𝑡

+∫
0.62

𝑠 + 1
𝑑𝑠

𝑡

0.711𝑡

= 0.62𝑙𝑛 (
𝑡 + 1

0.727𝑡 + 1
) + 0.62𝑙𝑛 (

𝑡 + 1

0.711𝑡 + 1
)

< 0.4092 

∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 |𝐻(𝑠)|

𝑡

0

(∫ |ℎ𝑗(𝑢)|𝑑𝑢
𝑠

𝑠−𝜏𝐽(𝑠)

)𝑑𝑠

2

𝑗=1

< ∫ 𝑒
−∫ 1.24 (𝑢+1)⁄ 𝑑𝑢

𝑡
𝑠

1.24

1 + 𝑠
. 𝑜. 4092𝑑𝑠

𝑡

0

< 0.4092 

∑∫ 𝑒−∫ 𝐻(𝑢)𝑑𝑢
𝑡
𝑠 |−𝑏𝑗(𝑠) + ℎ𝑗 (𝑠 − 𝜏𝑗(𝑠)) (1 − 𝜏̀(𝑠)) − 𝑟𝑗(𝑠)| 𝑑𝑠

𝑡

0

2

𝑗=1
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1

2
∫ 𝑒−∫

1.24
𝑢+1

𝑑𝑢
𝑡
𝑠

1 − 1.24 × 0.727

1 + 0.727
𝑑𝑠

𝑡

0

+
1

2
∫ 𝑒

−∫ 1.24 (𝑢+1)⁄ 𝑑𝑢
𝑡
𝑠

1 − 1.24 × 0.711

1 + 0.711𝑠
𝑑𝑠

𝑡

0

 

≤
1

2
(
1 − 1.24 × 0.727

1.24 × 0.727
+
1 − 1.24 × 0.711

1.24 × 0.711
) 

∫ 𝑒
−∫ 1.24 (𝑢+1)⁄ 𝑑𝑢

𝑡
𝑠

1.24

𝑠 + 1
𝑑𝑠

𝑡

0

< 0.1218 

 محققة حيث:   3نرى أن شروط البديهية 

α = 0.4092 + 0.4092 + 0.1218 = 0.9402 < 1 

 مستقر تقاربيا .  (2.12)وهذا يؤدي أن الحل الصفري لم 

 المقترحات: دراسة استقرار المعادلات التفاضلية اللاخطية باستخدام النقطة الثابتة. 
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