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الشروط المقاربية والتمثيلا ت التكاملية الموافقة للحل 
-E) في الجسم الترموديناميكي المرن دقيق الاستقطاب

N:6) بوجود حمول حجمية ومصادر حرارية 
  ‡ حسام شقوف                                                                           †نتجب الحسنم د.
                                                

 :ملخص البحث
يتعمق البحث بالنموذج الرياضي لمجسم الصمب دقيق الاستقطاب ذي ست درجات حرية 

 توجيات مستقمة عن ىذه الإزاحات( والمتماثل المناحي والمتجانس ة)ثلاث إزاحات وثلاث
ويشغل في لحظة البدء، منطقة  وذي التشوىات الصغيرة، والمعين بستة ثوابت مادية،

 Eringenوالمدروس من قبل الباحثين ، 3Rثنائية الترابط، محدودة في الفضاء الإقميدي
تم  ،البحث و ىذافي (.E-N:6اختصاراً سنرمز لو بالرمز ) ، والذيNowacki [1]و [2]
قوى حجمية وعزوم  حقمي كتابة نموذج لامي الرياضي لمجسم المذكور بوجود ،أولاً 

بتقنية  المكتوبة نوفاتسكي كمونات طريقة باستخدام بعدىا حرارية. مصادر حقلحجمية و 
 يالدوار لحقم زءالكموني والج زءالج لأجل المسالة كتابة تم ديشميفيتش، -إغناتشاك

أن كافة المسببات والنتائج تتغير  بافتراضو  .ولأجل الحقل الحراري اتوالدوران اتالإزح
)فقياً مع الزمن وبتردداتو  )  ، جزء الكمونيالات:لأجل سع ،الموافقة المعادلات كتبنا 

بعدىا تم  من حقمي الإزاحات والدورنات، ولأجل سعة الحقل الحراري. لكلٍ  والجزء الدوار
مبرىنتين ىامتين من أجل مؤثر ىيمميولتز البسيط ومن أجل جداء مؤثري   عرض

في النياية تمت مناقشة الشروط المقاربية من نوع  ىيمميولتز البسيطين.
Sommerfeld[3] لسعة لدراونات وكذلكلإزاحات والسعات االجزء الدوار و لمجزء الكموني 
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وتم انياء البحث بعدد من  التمثيلات التكاممية المقابمة ليذه الشروط. ناواستنتج ،لحرارةا
 المسائل لممناقشة.
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The radiation conditions and the 
corresponding integral representation    for 
the solution of the micropolar elastic body 

with no vanishing body loads and heat source 
harmonically varying in time  
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Abstract 
 

This paper concerns the mathematical, linear  model of elastic, 
homogeneous and isotropic  micropolar body, of considerable  
microstructure and of infinitesimal elastic and microelastic 
deformations, and of sixth material constants in the frame of the 
linear theory of micropolar elasticity; proposed by Eringen [2] and 
Nowacki [1],and shortly called (E-N:6).In this paper, first we introdu-
ce the mathematical Lame model for the considerable body in the 
case of the body loads and heat sources existence. Then,by using 
the Nowaki's potential method of Ignaczak-Dyszlewicz technique, 
we write the problem for the potential and rotational parts of the 
displacement and rotation vector fields and for the temperature field. 
Next,by assuming that all the causes and conclusions varying 

harmoni-cally in time with frequency ( )   we derive the 

corresponding equ-ations for the amplitudes of the potential and 

rotational parts of the displacement and rotation vector fields and for 
the  amplitude of the temperature field. Then, we introduce two 

important theorems for the simple and double Helmholtz differential 
operator. Next, we discuss the Sommerfeld radiation conditions for 

the amplitudes of the poten-tial and rotational parts of the 

displacement and rotation vector fields and for the amplitude of the 

temperature field, and we conclude the corresponding integral 
representations for these amplitudes. Finally, we end the paper by 
suggesting several problems for discussion.                  
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 :مقدمة .1
وغيااااارىم باساااااتنتاج الشاااااروط  Ignaczakو Kupradse قاااااام العدياااااد مااااان البااااااحثين مثااااال

المااااارن والمتجاااااانس  Hookeلمحااااال الموافاااااق لجسااااام  Sommerfeldالمقاربياااااة مااااان ناااااوع 
بعااادىا قاااام  .[4,10]المروناااة وذلاااك فاااي حاااال انعااادام الحماااول الحجمياااة تماثااال المنااااحيوالم

بمناقشااة ذلااك لمحالااة الحراريااة لمجساام فااي حالااة انعاادام الحمااول  Ignaczakنفااس الباحااث 
الشروط المقاربية والتمثايلات التكاممياة  تم استنتاج ] 5 [6,. وفي حجمية والمصادر الحرارية

المااارن  ولأجااال الجسااامالمااارن المتجاااانس، والمتماثااال المنااااحي،  Hookeلمحااال لأجااال جسااام 
وذلاااك عنااادما ،  Koiter-Mindlinالاساااتقطابي، المتجاااانس والمتماثااال المنااااحي مااان ناااوع 

اساتنتاج ،] 8 [ فاي فقد تام 2001عودة لعام  تكون الحمول الحجمية متغيرة توافقيا مع الزمن.
 جساام الترموديناااميكي الماارنلم الحاال الشااروط المقاربيااة والتمثاايلات التكامميااة الموافقااة لأجاال

فااااي حااااال غياااااب الحمااااول  ،المتجااااانس والمتماثاااال المناااااحي (E-N:6) دقيااااق الاسااااتقطاب
 الحجمية والمصادر الحرارية.

 هدف البحث:  .  2
والتمثيلات التكاممية الموافقة لأجل الحل لمجسم  المقاربية الشروط مناقشة إلى البحث ييدف

(E-N:6)  ةغير ، متومصادر حراريةالمتجانس والمتماثل المناحي، بوجود حمول حجمية 
 توافقياً مع الزمن.

 :أهمية البحث. 3
استنتاج معادلات الحمول لمجسم المعتبر بشكل أقل تعقيدا وىو مايمكن الاستفادة منو في 

 مخبر صناعات المواد
 طرق لبحث:.  4
 لتكاممية الموافقة وذلاك باتبااع ا والتمثيلات المعتبر لمحل لمجسم المقاربية الشروط سنستنتج  

لياذا الغاارض نعتبار الجساام الترمودينااميكي الماارن دقيااق .[8]تعمايم لمطريقااة المساتخدمة فااي
ماديااااااااااة وذي سااااااااااتة ثوابااااااااااتالمتجااااااااااانس والمتماثاااااااااال المناااااااااااحي  (E-N:6)الاسااااااااااتقطاب 

( , 0, , , )                  اللاغرانجيااة ةتااحال الااذيو  منطقااةال 

:محدودة وغير الترابط بسيطة ( , )N O a  R حيث)( , aON  هري انكررا انًوتوحرة

فرري
3

Rذات المركااز ،Oونصااف القطاار ،a . كمااا ساانفترض أن كافااة المقاااطع التنسااورية
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 ،لمجساام تممااك مركبااات ممساااء بالقاادر الكااافي الترموديناميكيااةالفيزيائيااة التااي تصااف الحالااة 
 Lame معااادلات ساانعرض البحااث متطمبااات أجاال يمااي ماان فيمااا.  tولماازمن تتبااع لنقاااط

 ،الموافقااة ،Nowacki-Ignaczak-Dyszlewicz كمونااات ومعااادلات (E-N:6)لمجساام 
 . [8,11]المستقمة المتعمقة بيا والمعادلات

، (E-N:6) دقيااق الاسااتقطاب مجساام الماارنل الترموديناميكيااة Lameإن معااادلات ( أ
[,]الجزئية التالية، المحققة في  الاشتقاقية،ىي جممة المعادلات    0: 

(3.1)    T2
ˆ ˆˆˆ ˆ( )           u grad divu curl grad     

(3.2)                  4
ˆˆ ˆ ˆ( )         grad div curl u Y    

(3.3)                                            
Q̂ˆ ˆD 


  divu 

2حيااااااااااث:  ( ) t        4و ( ) tJ          و  ىااااااااااو
  المتجيااااااي  الااااااذي يعطااااااى بالعلاقااااااة: Laplaceمااااااؤثر   grad div curl curl ،
1الماااااؤثر:

D t

  يااااااث:، ح  div gradىاااااو مااااااؤثرLaplace ،الساااااامميt 

tالمشتق الجزئي الزمني الأول  t t
    رمز النقطة، أيضاً يدل عماى المشاتق الجزئاي ،

، عمااااى الترتيااااب، يرماااازان لمكتمااااة الحجميااااة، والعطالااااة  Jو الزمنااااي الأول، الرماااازان: 
كااون الجساام متجااانس، كمااا أنيمااا موجبااان.  الدورانيااة لمجساام المعتباار، وىمااا مقااداران ثابتااان 

، عماااى الترتياااب، يااادلان عماااى مقطاااع الإزاحاااة ومقطاااع التوجاااو، ̂و ûق الرمااازان ساااب فيماااا
المتجيياااان، الرماااز: 

0
ˆ T T    ىاااو المقطاااع الحاااراري، والاااذي يااادل عماااى تغيااار الحااارارة

  Ŷو̂ لمجسم. إضافةً لماا تقادم ذكره،الرمازان:0T الطبيعية: حرارة الحالةعن  Tالمطمقة
 Q̂ الرمااز: ومقطااع العاازم الحجمااي، المتجييااان.عمااى الترتيااب، ىمااا مقطااع القااوة الحجميااة 

 ىاااو مقطاااع المصاااادر الحرارياااة الساااممي. الرماااز:
T T(2 3 )     :حياااث ،

T  ىاااو
الرماازان: معاماال التماادد الخطااي الحااراري لمجساام،

0 /c  
 ،

T0 0 0T /  :حيااث ، 

0  ىااو معاماال التوصاايل الحااراري لمجساام وc  ىااي الحاارارة النوعيااة لمجساام خاالال تشااوه
: كماااااااااا أن: ، كماااااااااا أنثابااااااااات لاااااااااو

T 0 ,  / 0    . فيماااااااااايمي سااااااااانعتمد مبرىناااااااااة  
Stockes-Helmholtz ،المكتوبة بتقنية  التاليةIgnaczak-Dyszlewicz [11]. 
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 قة بسيطة الترابط طفي المن ومستمراً  مقطعاً متجيياً معرفاً  Uإذا كان  مبرىنة: 
  عندئذ يمكن كتابة ىذا المقطع بالشكل التالي:   p s

 u u u   

              :           حيث
   s p

 0  ,   div u curlu 0  

ˆˆبيذا الشكل يمكن كتابة المقاطع المتجيية المجيولة:   , u  والمعمومة:ˆ ˆ, X Y  بالشكل
[,]في التالي   0: 

(3.4)                                      s sp p
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ   , =  u u u    

(3.5)                             
       s sp p

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ  , =  X X X Y Y Y 
 حيث:
      

 

       s sp p
ˆ ˆˆ ˆ  ,  ,  0 , 0    curl 0 curl 0 div divu φ u φ 

         
       s sp p
ˆ ˆ ˆ ˆ  ,  ,  0 , 0    curl X 0 curl Y 0 div X divY

    

   

 Ignaczakتقنية  Nowackiعمى معادلات تحريك الجسم بكمونات  لمحصول، الآن،و 
 ،(3.3و)( 3.2)و (3.1) في( 3.5و) (3.4) نعوض. [11] ، نتبع الآتيDyszlewiczو

[,] ة فيالمحقق ةيالتال تفنحصل عمى المعادلا   0: 

(3.6)
                  

   

       

Tp p2

s s sp2

ˆˆ ˆ( )   

ˆˆˆˆ 2 ,

   



   

    

u grad div u grad

u curl X



 

 
  

(3.7)
                    

     

     

sp p4 4

s sp

ˆ ˆ ˆ( )  

ˆ ˆˆ2 ,

  



   

   

grad div

curl u Y Y

   

 

(3.8)
                                                      

 p

Q̂ˆ ˆD 


  divu
 

          :يًا أٌ
       

2 2

p p p p
ˆ ˆˆ ˆ ,   grad divu u grad div     

[,]في  بالشكل التالي (3.7( و)3.6)تصبح المعادلتان    0: 
(3.9) 

          T s s sp p1 2
ˆ ˆˆˆˆ ˆ 2 ,     u grad u curl X    

(3.10) 
                    s s sp p3 4

ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 ,    curl u Y Y   

1حيث:  3( 2 ) , ( 2 )t tJ                   
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تحققت المعادلات  (، إذا3.8و) (3.10و) (3.9) المعادلات تتحقق ولنلاحظ الآن الآتي.  
[,]المتجيية التالية في   0 : 

(3.11)

 

     

   

           

Tp p p1

p p3

s s s s s s2 4

Q̂ˆ ˆˆˆ ˆ= , D ,

ˆˆ ,

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ2 , 2

 


 

    

 

     

u grad divu

Y

u curl X curl u Y

 



 

 

 Dyszlewicz و Ignaczak تقنية Nowacki كمونات بمعادلات (3.11) المعادلات نسمي
المعادلتين الأولى والثانية  . إن(E-N:6)دقيق الاستقطاب  المرن الترموديناميكي لمجسم
بالمجيولين معادلتين جممة ىما (3.11)في  pû و̂   ىي  (3.11) في الثالثة المعادلةو

اب مستقمة معادلة p̂، بالمجيولين معادلتين جممة فيما (3.11)في الأخيرتين المعادلتين أما

 sû و s̂ .السابقة المرتبطة المعادلات سنفصلمن أجل متطمبات البحث،  فيمايمي. 
 ليذا الغرض نضع: :(3.11)1,2أولأ: فصل جممة المعادلتين

(3.12) 
    

T T0 0

1

2 2
2 1 2 1

1
( 2 ) , ,

, D D

t t

t t

  


   

         

       

D

D D

 

المعادلة طرفي عمى 1والمؤثر(3.11)1المعادلة طرفي عمىDالمؤثر بتطبيق

2
 وبالأخذ بعين الاعتبار أن:(3.11)

(3.13)  

                        

1 1 , Ddiv div Dgrad = grad   
1,2من المعادلتين ةمن ثم بالاستفاد

مرة أخرى، نحصل بعد التبسيط والاختصار  (3.11)
[,]فيعمى المعادلتين المستقمتين التاليتين، المحققتين    0 : 

(3.14) 
 

     
T

0p p p2 2 1

1ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ Q , D Q t




 
       D u DX grad div X 

وىما المعادلتان المستقمتان من أجل كل من  pû و̂والمحققتان في ،[,]   0. 
عهى كهتا  curlليذا الغرض نطبق المؤثر :(3.11)4,5: فصل جممة المعادلتينثانياً   

[,]  َجصم عهى انًعاتنتيٍ انتانيتيٍ في(3.11)الأخيرتيٍ في  انًعاتنتيٍ   0:  
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           s s s s s s2 4
ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ2 , 2         curl u curl X curl u curl Y 

عمى المعادلة  2(، والمؤثر3.11في ) رابعةعمى المعادلة ال 4المؤثر بتطبيق الأن، 
(، من ثم بالاستفادة من المعادلتين السابقتين، نحصل بعد الاختصار 3.11)الخامسة في 

[,]والتبسيط عمى المعادلتين المستقمتين التاليتين المحققتين في   0 :   
(3.15)

              

     
2

s s s2 4 4
ˆ ˆˆ( 4 ) 2     u X curl Y 

(3.16)
                

     
2

s s s2 4 2
ˆ ˆˆ( 4 ) 2    curl X Y 

ومن أجل متطمبات البحث أيضأ، تمزمنا دراسة الحالة الخاصة التالية  المسماة بالحالة 
0التوافقية، حيث المسببات والنتائج تتغير توافقياً مع الزمن بتردد  ،في ىذه الحالة .

[,]التالي في تأخذ المسببات الشكل   0: 

(3.17) 

            

       

       

p p p p

s s s s

ˆ ˆ( )             ( )

ˆ ˆ( )             ( )

ˆ                     Q Q( )

i t i t

i t i t

i t

e e

e e

e

 

 



 

 



 

 



X X x Y Y x

X X x Y Y x

x

     

[,]في وتأخذ النتائج الشكل التالي   0: 

(3.18)  

         

       

       

p p p p

s s s s

ˆˆ ( )             ( )

ˆˆ ( )             ( )

ˆ                     ( )

i t i t

i t i t

i t

e e

e e

e

 

 



 

 



 

 

  

u u x x

u u x x

x

φ

 φ



 

 :في السابقة الشكل التالي وعندئذٍ تأخذ المعادلات
 :تأخذ الشكل التالي في (3.11ت )المعادلا

(3.19)                     

 p2 2
p1( )  = ,

2
m

 
    



X
u grad 

(3.20)                           
2

p

Q
( )   ,

q
q

m 
    div u

ε
 

(3.21)                                

 p2 2
p3

ˆ( ) ,
2


 

   


Y
 

(3.22)                      

 s2 2
s s2( ) ,s

 
    



X
u curl  
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(3.23)                      

 s2 2
s s4

ˆ( )  p
 

    


Y
curl u 

 حيث:
(3.24)           1 2 3 4

1 2 3 4

, , , ,
c c c c

   
       

(3.25)     
1 2 3 4

2 2
 , c , c , c ,c

J J

       

 

   
    

(3.26)T
0

2 2
 , = , = , 1 , = , = ,

2

i
s p q i m m

  


      
  

  
ε 

(3.27)     0 0 0 0
2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 4 4

4
ˆ ˆ, 2 , 0 , 0 ,

2
p


       

 
       


 

ذا وضعنا:  وا 
(3.28)                   2 2 2 2 2 2,

k k
k k      

  :الحالة الشكل التالي في ىذه في تأخذ (3.16)و (3.15)و (3.14)المستقمة  فالمعادلات
(3.29)            1 2

2 2 2
p p

1
( )  Q ,

2

m
q 

  
    


u X grad  

(3.30)            
 1 2

02 2 2 2
p1

1
( )Q ,

2

q
 




  
     


div X     

(3.31)           1 2

2 2 2 2
s s s4

1
ˆ( ) ,

s
  

   
    

 
u X curl Y 

(3.32) 
     1 2

2 2 2 2
s s s2

2
( )

( )( )

p
 

 


     


   

  
curl X Y   

 :من الدرجة الرابعة هي أصواب كثير انج طت 2و 1حيث
(3.33)              4 2 2 2 2 2

4 2 4 2 4
ˆ ˆ( ) ( )P ps           

 من الدرجة الرابعة: هي أصواب كثير انج طت 2و 1أما
(3.34)                4 2 2 2

4 1 1( ) [ (1 )]Q q q        ε 
تممك  2و 1، أن(3.26)و (3.25)و (3.24)وعن (3.27)4المتراجحة عن ينتج

   :[8,9,11] القيم الحقيقية
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(3.35)                  1/22 2
1,2 2 4 1

1
ˆ( )

2
ps       

 حيث:
(3.36)        1/2 1/22 2

1 4 2 4 2
ˆ ˆ[( ) ] [( ) ]p ps s         

 قيماً عقدية من الشكل: 2و 1في الوقت الذي تأخذ فيو 

(3.37           )           1 1 1 2 2 2

1 1

, ,

0, 0

i i     

 

   

 
 

 تممك مربعاتيا الشكل التالي:
(3.38)                      2 2

1,2 1 2

1
[ (1 ]

2
)q     ε 

 حيث: 
(3.39)                     2 2 2

2 1 1[ (1 ] 4)q q     ε 
ذا وضعنا:   وا 

(3.40)
     

 

 p2
p1

1
( )  Q , ,

2 2

m
q

    
    

 

Y
A X grad      

(3.41)                        
 

02 2
p2 1

1
A ( )Q ,

2

q


  
   


div X 

(3.42)
                   

   
2 2

s s1 4

1
ˆ( ) ,

s


   
   

 
C X curl Y 

(3.43)
     

   
2 2

s s2 2

2
( )

( )( )

p  


     


    

  
C curl X Y 

 :الشكل التالي في (3.21)و  (3.29)-(3.32)-فتأخذ المعادلات المستقمة 
(3.44) 

   1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
p p1 2 3

ˆ, A ,( )            u A    
(3.45)          

   1 2 1 2

2 2 2 2
s s1 2,      u C C           

قبل الدخول في الفقرة القادمة التي تعطينا النتائج والمناقشة تمزمنا المبرىنة التالية التي 
تعطينا تحويلان تكامميان حجميان سطحيان لأجل مؤثر ىيمميولتز الاشتقاقي ولأجل 

الترابط يشغميا جزء من الجسم في المحظة  بييمميولتز الاشتقاقي في منطقة ثنائية
0tالابتدائية    ليذا الغرض نرمز با .aS  لسطح الكرة( , )N o a  ولتكن  نقطة
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كبير بالقدر الكافي بحيث أن الكرة المفتوحة rولنأخذ  aSمادية ما تقع خارج السطح
( , )N r التي مركزىا ونصف قطرىاr تحتوي الكرة المفتوحة( , )N o r .  ًأخيرا
)لسطح الكرة المفتوحة  rSالنرمز ب , )N r ااوبr 3الترابط في  لممنطقة ثنائيةR 

في لحظة  (E-N:6)والتي يشغميا جزء من الجسم  Sr و aSوالمحصورة بين السطحين
 :] 7 [ عندئذ لدينا المبرىنة التالية .البدء

  :] 7 [ مبرىنة   
 شتقاقيةة ىيمميولتز الاالمتجيية ومعادل شتقاقيةلدينا معادلة ىيمميولتز الالتكن  1)

 :rالمحققين في المنطقة ثنائية الترابط  التاليتين ،السممية

(3.46)                            2 U( ) A( )
C

 x x 

(3.47)                           2 ( ) ( )
C

 U x E x  

)Uحيث )x دالة سممية مجيولة وA( )x و عمومةدالة سممية م( )U x  مقطع متجيي
)و مجيول )E x عندئذ المعادلة الأولى تكافئ المعادلة التكاممية  .متجيي معموم مقطع

  :rالتالية في 

(3.48)    

1

1

U( ) A( ) ( )
4

( )[ ( )
4

U( ) ( ) ] ( )

           

U

r

a r

C

r

C

S S

C

i R

i R

i R

S

e
d

R

e

nR

e
d

n R














 












 

ξ x x

x

x x

 

;حيث:   , rR   x x ،  
  :rفيي تكافئ المعادلة التكاممية التالية في (3.47) المعادلة المتجييةأما 
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(3.49) 

   

1

1

( ) ( ) ( )
4

( ) [ ( )
4

( ) ( ) ] ( )

           

r

a r

C

r

C

S S

C

i R

i R

i R

S

e
d

R

e

nR

e
d

n R














 












 

U

U

ξ x xE

U
x

x x

 

1لدينا: ،(3.49و) (3.48)في  2 3( )rd d x d x d x x ) ( 1 2 3( , , )x x xx،  

Uأما

n




1 الناظم واحدة متجو وفق Uفيو مشتق الدالة  2 3( , , )n n nn،   ٍعمى كل

و نحو ،rS  و aS  من السطحين (، ونحو aS)في حال كونو ناظماً لا aSداخل والموجَّ

U)  ( rS)في حال كونو ناظماً لا rSخارج  U
U.

i
i

n
n x

 


 
 n grad     )،      

ذا فرضنا: 1وا  2 3( , , )U U UU   :31، فإن 2: ( , , )
UU U

n n n n

 


   

U،  كما

,ةاللاتيني الأدلة أن , ,i j k رموز  حيث نستخدم ، 3 , 2 , 1    تأخذ القيمEinstein. 
 شتقاقيةييمميولتز الابيومعادلة  سمميةال شتقاقيةييمميولتز الابيلتكن لدينا معادلة 2) 
 :rالتاليتين المحققين في المنطقة ثنائية الترابط  متجيية،ال

(3.50)                        
1 2

2 2 V( ) F( )
C C

 x x 

(3.51)                       
1 2

2 2 ( ) ( )
C C

 V x L x  

)Vحيث )x و مجيولة سممية دالةF( )x معمومة و سممية دالة( )V x  مقطع متجيي مجيول
)و )L x في التالية التكاممية المعادلة تكافئ الأولى المعادلة عندئذ معموم. متجيي مقطعr : 
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(3.52)

1 2

1 2

1 2

2 1

2 1

2 2
1 2

2

2

2 2

12

2 2

12

4 ( ) ( ) F( ) ( )

) [ V( ) ]

 [ V( ) ]

( )

( ) ( )

{

}

V

          (

V
                 

          V

r

a r

C C

r

C C

C
S S

C C

C

C C

C C

i R i R

i R i R

i R i R

i R i R

i R i R

C C
R

nR

n R

C C

C C

n
S

e e
d

e e

e e

e e

nR

e e
d

R

 



















 





 

 









 

x

x

x

x

y x

x x

 

 

المعادلة التكاممية  rتكافئ في (، ف3.51) المتجيية  أما معادلة بييمميولتز الاشتقاقية
 المتجيية التالية:

(3.53)

1 2

1 2

1 2

2 1

2 1

2 2
1 2

2

2

2 2

12

2 2

12

4 ( ) ( ) ( ) ( )

) [ ( ) ]

 [ ( ) ]

( )

( ) ( ) ,

{

}

          (

                 

          

r

a r

C C

r

C C

C
S S

C C

C

C C

C C

i R i R

i R i R

i R i R

i R i R

i R i R

C C
R

nR

n R

C C

C C

n R
S

e e
d

e e

e e

e e

nR

e e
d

 



















 





 

 









 

L x

V x

V x

x

y xV

V

V x x

  

;: (3.53( و)3.52) فيحيث  , rR   x y x y :2كما أن 2 2
1 2C C C .  
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 النتائج والمناقشة:. 5 
للازاحات  ارةالدو  والأجزاء الكمونية الأجزاء سعات من لكل rفي التكاممية التمثيلات أولا: 

، عندما (E-N:6)ولسعة الحقل الحراري في الجسم الصمب دقيق الاستقطاب  والدورانات،
  ، حيث الحمول الترموديناميكية غير معدومة. تتغير الحقول الفيزيائية توافقياً مع الزمن

المبرىنة السابقة عمى المعادلات لإيجاد ىذه التمثيلات التكاممية المطموبة يكفي تطبيق 
السعات: لأجل (3.45و) (3.44) المستقمة       s sp p, , , ,u u ، مايمي باتباع وذلك. 

3بتطبيق البند الأول من المبرىنة السابقة عمى المعادلة )أ
  :حيث ،(3.44)

(4.1)  
                              p 3

ˆ, ,C  U = E  
ا التمثيل التكاممي ليأخذ  p في الشكل التاليr: 

(4.2)  
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Rحيث:  x y. 
أما بتطبيق البند الثاني من المبرىنة عمى معادلة بييمميولتز الاشتقاقية المتجيية  )ب
المتعمقة با (3.44)1 pu ، نجد:ف 
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(4.3)
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 :وبما أن
(4.4) 
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 :أن (3.19)بحسب   فينتج عن ذلك وعن 

(4.5) 
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 بالشكل: (4.3) المعادلة فتصبحوبذلك 
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 :]  [7,11تين( وعن العلاق4.6ينتج عن )ولكن 
(4.7)
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لا  التمثيل التكاممي أن pu  الشكل الأخير التالي فييممكr : 

(4.9) 
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بييمميولتز الاشتقاقية السمميةأما بتطبيق البند الثاني من المبرىنة عمى معادلة  )ج
2

 ، من ثم بالاستفادة من المعادلة:المتعمقة با (3.44)
(4.10)            
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 : rالشكل الأخير التالي فييممك   لا التمثيل التكاممي أننجد 
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(4.11)
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متجييةبييمميولتز الاشتقاقية الأما بتطبيق البند الثاني من المبرىنة عمى معادلة  )د
المتعمقة با (3.45)1 su:من ثم بالاستفادة من المعادلة ، 

(4.12   )        
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 لا التمثيل التكاممي أننجد  su  الشكل الأخير التالي فييممكr : 
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(4.13)
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متجييةبييمميولتز الاشتقاقية الأما بتطبيق البند الثاني من المبرىنة عمى معادلة  )ىا
2

 المتعمقة با (3.45) s:من ثم بالاستفادة من المعادلة ، 

(4.14           )
 

   

   

 

2 2 2
s s1 2

s2
s s2

2( )

( )  

C

p ps

 


 

    

   


Y
u curl u

 

  

 لا التمثيل التكاممي أننجد  s  الشكل الأخير التالي فييممكr : 
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(4.16)
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(4.17)
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التكاممين المتعمق با  لنختبر الآن    p ( )u y و ( ) y عندما r  باستخدام خواص .
)التكامل السطحي والاحداثيات الكروية  , , )r    :(1)فإن جزئي التكاممين السطحيين

rS
I 

(1)و
I

rS
، المتعمقين باا  rSعمى p ( )u y و( ) y  ،الشكل التالي: انيأخذ، عمى الترتيب 

(4.21)
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(4.22)
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2       حيث : sin ,   0 ,   0 2rd S r d d            

إذا كان التابعين ): أولاا من التكاممين السابقين ينتج أنو   puو  يحققان في جوار
rاللانياية )  :الشروط المقاربية ) 

(4.23) 
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(4.24) 
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):الرمز حيث ) (1)r f )أن: يعني 0 )r f rعندما  0 ، 

(1)السطحي السابقة فإن التكاملاذا تحققت الشروط 

rS
I  يؤطل إنى انصور طيأخذ انتًثيم

  : في الشكل التالي (4.16) انتكايهي

(4.25) 
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 ،yحيث: 

إذا كان التابعين )ثانياً  pu و في جوار اللانياية ) يحققانr :الشروط المقاربية ) 

(4.26) 
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 وكان التكامل الحجمي التالي متقارباً:
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(4.27)       
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):الرمز حيث ) 0(1)f r  أن: يعني( ) 0f r   عندماr ، 

(2)السطحي اذا تحققت الشروط السابقة فإن التكامل
I

rS
يؤطل إنى انصور طيأخذ انتًثيم  

  : في الشكل التالي (4.17)انتكايهي 
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ذا وضعنا الآن:   .yحيث:   وا 

(4.29)
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في باقي التمثيلات   rSبإعادة نفس العممية عمى الأجزاء التكاممية السطحية عمىف
التكاممية المتعمقة با  p ( )y و s ( )u y و s ( )y  يمكن أن  نضع نتائجنا بالمبرىنة

 التالية:
 مبرهنة:    

(1)التكاملان الحجميان كان ( إذا1  


I (2)و
I


 متقاربان، وتحققت الشروط المقاربية لتالية: 

(4.30)
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)1حيث الرمز ) ( )r r f = )يعني أن:  0 ) (1)r r f )1، والرمز0 ) 0( )f r r =  يعني
)أن:  ) 0(1)r f r :كما أن ، 

(4.31)         
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 التاليان:عندئذ يتحقق التمثيلان التكامميان 
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(4.32) 
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(4.33 ) 
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(3)( اذا كان التكامل الحجمي2


I  وحققمتقارب p الشروط المقاربية:  

(4.34)
               
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p p3
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 
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
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  التكاممي التالي: تمثيلتحقق اليعندئذ 

(4.35) 
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(4)( اذا كان التكاملان الحجميان3


I (5)و


I  وكانتمتقاربان s ( )u y و s ( )y 
  تحقق في جوار اللانياية، الشروط المقاربية:
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(4.36)   
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





  

  حيث:
(4.37)

 

1 2 1 22 2 2 2 2 2 2 2
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   
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 :التكامميتان التاليتان تمثيلانتحقق اليعندئذ 

(4.38)
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


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(4.39) 
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y I
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









  

 الاستنتاجات والمقترحات:.  6
    في البحث تم استنتاج الشروط المقاربية والتمثيلات التكاممية الموافقة أولًا: الاستنتاجات: 

الجااازء الكمااوني والجااازء الاادوار لكااال ماان ساااعة مقطااع الإزاحاااة وسااعة مقطاااع التوجاااو لأجاال 
الحاال فااي الجساام الترموديناااميكي الماارن دقيااق  ولأجاال سااعة المقطااع الحااراري، التااي توافااق

 ، متغيارة توافقيااً ماع الازمن.بوجود حماول حجمياة ومصاادر حرارياة (E-N:6)الاستقطاب 
ىاي حالاة خاصاة مان  [8]، حياث نتاائج البحاث [8] تمثل ىذه النتاائج تعمايم لنتاائج البحاث

  نتائج البحث، لأجل حالة انعدام الحمول الترموديناميكية.  
 لممناقشة: فيمايمي يمكن أن نقترح المسائل التالية، الجديدة،ثانياً: 

i.  البحث إما في إيجاد حلول المعادلات التكاملية التي تم الحصول عليها

 الطرق العددية.برق التحليلية أو طبال

ii.  إيجاد التمثيلات التكاملية والشروط المقاربية المتعلقة بها لأجل

       s sp p, , , ,u u  أعقد من الجسم  دقيق الاستقطاب، في جسم مرن

 السابق. دقيق الاستقطاب المرن

iii. ددية للمعادلات التكاملية التي يتم إيجاد الحلول التحليلية أو الحلول الع

 .ii عليها في المسألة الحصول

 
 
 



 حسام شقوف     نتجب الحسنم د.    2021عام  15العدد   43مجلة جامعة البعث   المجلد 
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