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إلى الحالة  Beltrami-Michellتعميم طريقة 
التحركية الحرارية للجسم المرن دقيق الاستقطاب 

 ومركزي التناظر

 لبانه إبراهيم    بإشراف الدكتورين : **د. منتجب الحسن   *** د. أحمد الجاعور*

 ممخص البحث:

رعياي   في ميكانيك الأوساا  اممسارم ب كلاكا  ااي وفاي م اوماا امماواخ كلاكا  اا  ي  ا 
   ي ي :الاجياخات مكال ب كيخف رصميي امماخب امم اخب وىنا امامنا 

لا ام  يااا الأوا رياا  اممكالاا   اا    يااا معاااخلات الاقاصااا وىااو   يااا صااع  ولاااا و 
-Beltramiام  يا امثاني اممكالا   ا    ياا معااخلات ، يع ي امنريجا امم اخب كسيوما 

Michell   كااا  صاااا مساااتما معااااخلات امراااي رع يناااا الاجيااااخات مكالااا ب Beltrami-
Michell صيارا(Beltrami-Michell) . 

كياا يوامصا ا ب م صاماا امرص   ا واماخو   االإقاصاامكصا  راي أولاع  ا س مساتما معااخلات  ىذا في
خ جااات  6امم نااا م جسااي امصاا   خسيااا الاساار  ا  مرماثااا اممناااصي واممرجااان  وامااذ  مااو 

. كعاخىا سان وي  Nowacki [5]و   Eringen كااصثي  ثواكات ماخياا واممنساو  م  6ص ياا و  
. ثاي إما  امرص يكياا امص ا ياا امم ناا م جساي امماخ و   Beltrami-Michell  ي اا  كرعميي
 .امكص  كعخخ م  اممسائا م مناسلا  سننيي

امجسااااي امماااا   خسيااااا   -اممعممااااا Beltrami-Michellامك مااااات امميراصيااااا: صاااايارا 
 .الاسر  ا  وم كق  امرناظ  
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Abstract:  

In MOC (Mechanics of Continuous Media) in general and in 

material resistance in particular, we need to determine the stresses, 

in order to construct certain material of some properties. To do so 

we have two ways; the first one is indirect, by the displacement -

rotation – temperature equations, but this way is very complex in 

determining the stresses; the other one is to determine the stresses 

directly from Beltrami-Michell formulas . 

In this paper, we introduce the displacement - rotation – 

temperature initial – boundary value problem for the considerable 

linear homogeneous, isotropic  micropolar thermoelastic body of 6 

freedom degree and 6 material constants, discussed by Eringen and 

Nowacki . Then, we derive the Beltrami-Michell equations for the 

Naiver displacement-rotation-temperature model of the 

Thermodynamical state of the considerable micropolar body. 

Finally, we end the paper by introducing some problem for 

discussing. 
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 :المقدمة .1

ىي ام  ائا امري رسا خنا في صا أم   Beltrami-Michellرعرك  صيارا 
ساي امكاص  كرعميي ىذه ام  ي ا  3791وفي  اي   [1]مسائا امم ونا امر  يخيا 

إم  امصاما الإيقوري ميا )مرساويا خ جات امص ا ب ( م جسي امص   خسيا 
ا في أ  نظاي اصخاثي ررمت اسرنراج ىذه امصيا 2023في  اي . الاسر  ا  

  .امرص يكي امص ا   وىو اكس  الاجساي امم نا  Hook  جسيمنصني م

 

 : هدف البحث .2

نموذج  لأجا  Beltrami-Michellمعاخلاتكاسرنراج اولاع في امكص  سن وي 
نافي  امسكوني امص ا   م جسي امم   خسيا الاسر  ا  اممعرك  . كعخىا سنوجخ 

معمما إم  امصاما امر موخيناميكيا امم نا م جسي ام Beltrami-Michellرا اصي
اع مو ا رصا  ن مق امص   خسيا الاسر  ا  اممرجان  واممرماثا اممناصي وامذ  

 . (E-N:6 ( )[2] , [8]) قكام م

  ىذه ام  ي ا رمكننا م  امرصخيخ اممكال  ملإجياخات تما أىميا امكص  ركم  كأ
 في ميكانيك اممواخ. أىميا ككي ب مولأم  امذ  ا ;وامص ا ب 

 

 :طرق وأدوات البحث .1

امصامري   لأجا امم  وكا Beltrami-Michellيخف امكص      صيارا ي
 ماىري  سنسر خي   ي  امسكونيا امص ا يا وامرص يكيا امص ا يا م جسي اممعرك ،

 . [3,4,5,7,9,10]في  ري اممسر خم م   ي ري رعميي 
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ي   س مستما ام يي امصخيا والاكرخائيا جا مر  كات امكص  ي قمنا فيما ي أم  
-Eكالاقاصات وامخو انات وامص ا ب م جسي امر موخيناميكي خسيا الاسر  ا  )

N:6 )[2] ) [8] ,) . 

ررعي  امصاما امر موخيناميكيا امم نا م جسي اممخ و  كواس ا امص وا امرنسو يا 
 ,u,φ,γ,κ,σ,μ: ص ا و ، اممرجييقاصا ص ا الإ امري رمثا     امر ري
ص ا انيعالات امعقي  ، ، ص ا انيعالات ام وب امرنسو  امروجيات اممرجيي 

 ، وص ا إجياخات امعقي امرنسو  ، وص ا إجياخات ام وب امرنسو   ،  امرنسو  
 .ص ا خ جات امص ا بإضافا إم   

مك  اممذكو ب أ لاه ري  مرناظ ب ي م  امم ركا امثانيا،   امص وا امرنسو ياإ
وفي امنظاي امع امي امخيكا ري  Tرمثي يا في  1 2 3[ , , , ]O e e e     
 : امنصو الاري

(1-3)                                        
,i i i iu u= e φ= e  

(2-3)                                    
,ij i j ij i j    γ e e κ e e 

(3-3                                 ) 
,ij i j ij i j    σ e e μ e e 

  0-T T 

 ىي خ جا امص ا ب امم   ا م جسي Tكصي  : 

        0T  ىي خ جا ص ا ب امصاما ام كيعيا م جسي 
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وىنا ،   ا    كعضيا امكعس لأجا امجسي اممذكو    امص وا امساك ا مسرأكما 
م جسي وىي رلكا من  ا كسي ا امر اك  في  امكخائياىي امصاما   أنلي  إم  

:  أكما 3اميضاء الإس يخ   ]0, [ , [0, [T T    . 

 

 المسألة التقميدية لمجسم المذكور : 3-1

مجمو ا اممعاخلات وامل و  امصخيا  Tامص وا امساك ا رص ا في  إ 
 والاكرخائيا وامعلاسات الأساسيا امراميا :

Tاا معاخما امص كا في   : 

 (3-4)                     

, ,,ji j i i ijk jk ji j i iX u Y J                             
    امر ري  ص ا يمثلا  ىما ص لا  مرجييا  مع وما  و  X ,Y: ىنا صي  

Tيمك  رمثي يما في  ، ام وب امصجميا وص ا امعقي امصجمي ام ذا       
  امنصو امرامي :

i i i iX YX ,  Y =e e 

,Jما امخو اني م جسي اممذكو  ىما     امر ري  امكر ا امصجميا و قي امع ا
رمثا مناو  ijkومع ومرا  في امجسي . ام موق ، موجكا  وىما كميرا  ثاكررا  

1وىي نصف رنسو  كاموق    يرلييير _مييي 

2
w   .ام  ي ا  ىنا اسر خمنا

 1,2,3املارينيا رت ذ ام يي  صي  الأخما ;امرنسو يا ) موق اينلراي ( في امكراكا 
ام مق و   مق امن  ا يخا     امملرا امجقئي الأوا أ ا ي اع نلي  إم   .
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امياص ا امخمي يا   أكما  كامنسكا م قم  امثاني ري  يخا     امملرا امجقئين  
 .امموضع لإصخاثيات)،( رخا     الالر اا كامنسكا 

 

  معاخما امروصيا امص ا   اممص  ا فيT  : 

 (3-5                                     )    

,, 0

1
j ji i

Q
u  

 
    

0صي  :  0

0 0

, , TTW
Q

c

 
 

 
   

Tىي خاما مع وما في  Qكما ا     في امجسي ورمثا اممصاخ  امص ا يا 

W  ىي كميا امص ا ب اممومخب في وصخب امصجي ووصخب امقم  وىي أيضا خاما
Tمع وما في     

0امروصيا امص ا   وىو ثاكت مع وي معاما. 

c  اع م خا  ثاكت يضأرلوه ثاكت م جسي وىي جا أىي امص ا ب امنو يا م، 

   واممجي يا:ت امجي يا الانيعالافي  لاسات الاسرم ا  

(3-6)                        , ,

, ,

0

0

ii h hi i khi lk kli hk

li h hi l

   

 

   

 
       

Tامعلاسات امينخسيا اممص  ا في            : 

(3-7)                      , ,,ji i j kji k ji i ju            
                                 



  0202 عام  9العدد  46وم الأساسية               المجلد مجلة جامعة البعث               سلسلة العل
 د. أحمد الجاعور        د. منتجب الحسن      لبانه إبراهيم    

36 

 ا اممص  ا في يامعلاسات امرتسيسT : 

(3-8                     )   
     

   

ji ji ij kk T ij

ji ji ij kk ij

          

        

     

    
 

) صي : , , , , , )      ىي م اخي  ثاكرا موجكا مع وما ورمثا امثواكت
 اما:، م جسي امماخيا 2 3T t     

 م جسي،ىو معاما امرمخخ امص ا   ام  ي tصي  

  امل و  امصخيا اممص  ا    T : 

(3-9                     ) 
, ,ji j i ji j in p n m      

,صي  امرواكع  , :i ip m T   امساك ا في امل و  . ع ومام 
iو   رمثا امصخوخ امم ساء ما  inn e        يمثا مرجو واصخب ناظي امس ح

 وامموجو نصو  ا ج، 

 مص  ا في امل و  الاكرخائيا ام 0 : 

(3-10                               )   
, ,

,

i i i

i i i i

u h k l

u

 

  

  

 
 

,كصي  امرواكع , , , :i i i ih k l    . ىي رواكع مع وفا 

,0إ  اموس اء  , , ,TJ    : رص ا مر اجصات ام اسا امراميا 
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 (3-11)                                                 

0

0 , 0 ,

0 , 0T

J 






 

: نسمي مجمو ا امص وا امييقيائيا  1رع يف  i i ji ji ji ji     u , , , , , , 
كاموصف امكلاسيكي م جسي نسمييا Tاممص  ا م مستما امساك ا في 

 .اممذكو 

 

 :   [1]لمجسم المذكور والحرارة والدوران  ةالإزاحمسألة  3-2

 ائياوالاكرخررتمف ىذه اممستما م  اممعاخلات امرياض يا وامل و  امصخيا 
 وامعلاسات الأساسيا امراميا :

 وامص ا ب اممص  ا في  وامخو ا  االإقاصمعاخلات اT  :  

(3-12    )      
   

   

, , ,

, , ,

, 0 ,

2

4 2

1

i jj j ji ijk kj i i T i

i jj i j ji ijk k j i i

i i j j

u u x u

u Y J

Q
u

         

         

  
 

        

        

   

 

  اممص  ا في امعلاسات امينخسياT   : 

(3-13                        ) 

, ,,ji i j kji k ji i ju      
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  امعلاسات امرتسيسيا اممص  ا فيT  :  

(3-14        )        
     

   

, , ,

, , ,

2ji i j j i kji k k k T ij

ji i j j i k k ij

u u u          

        

       

    
 

  امل و  امصخيا اممص  ا    T :  

(3-15    )     
     

   

, , ,

, , ,

[ 2 ]

[ ]

i j j i kji k k k T ij j i

i j j i k k ij j i

u u u n p

n m

         

       

       

    
 

 

  امل و  الاكرخائيا اممص  ا في 0 :   

(3-16)                      
, , ,

,

i i i i

i i i i

u h k l

u

 

  

  

 
 

 : نخ و مجمو ا امص وا امييقيائيا  2رع يف  i i ji ji ji ji     u , , , , , , 
 .م مستما امساك ا كصا اممستما الإقاصيا امخو انيا امص ا يا  اممص  ا

امري ررع ا كنموذج نافي   Beltrami-Michellكيخف امصصوا     معاخلات 
ام ياضي امسكوني امص ا   م جسي اممذكو  ي قمنا فيما ي ي   س ىذا امنموذج 

 امجقئيا)نافي ( امسكوني امص ا   امذ  نصصا   يو م   لاا إىماا امملر ات 
( ام ياضي كصي  نصصا (E-N:6وامل و  الاكرخائيا في امنموذج  امقمنيا 
:     
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  نموذج نافير الرياضي السكوني الحراري لمجسم المعتبر: 3-3 

 :الأساسيا وامل و  امصخيا امراميامف ىذا امنموذج م  اممعاخلات امرياض يا وامعلاسات تير

 معاخما امرواق  في ا : 

 (3-17)                     

, ,0 , 0ji j i ijk jk ji j iX Y                              

  معاخما امروصيا امص ا   اممص  ا في : 

 (3-18                                     )    
,i i

Q



   

   في الانيعالات امجي يا واممجي يا لاسات الاسرم ا  : 

(      , ,

, ,

0

0

ii h hi i khi lk kli hk

li h hi l

   

 

   

 
                               

      (3-19 

 

  امعلاسات امينخسيا اممص  ا في   : 

(3-20)   , ,,ji i j kji k ji i ju                               
               

  اممص  ا في  امرتسيسياامعلاسات : 

(3-21                     )   
     

   

ji ji ij kk T ij

ji ji ij kk ij
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   اممص  ا  امر موسكونيا امصخياامج  ل و    : 

(3-22                     ) 
, ,ji j i ji j in p n m      

 :   [11]و الدورانات والحرارة لمجسم المذكور  زاحاتنافير لل مسألة  3-4

 والاكرخائياررتمف ىذه اممستما م  اممعاخلات امرياض يا وامل و  امصخيا 
 وامعلاسات الأساسيا امراميا :

 وامخو انات وامص ا ب اممص  ا في  الإقاصاتمعاخلات ا :  

(3-23 )             
   

   

, , ,

, , ,

,

2

4 2 0

i jj j ji ijk kj i T i

i jj i j ji ijk k j i

i i

u u x

u Y

Q

        

        




       

        

 

 

  امعلاسات امينخسيا اممص  ا في  : 

(3-24                        ) 

, ,,ji i j kji k ji i ju      

            

  امعلاسات امرتسيسيا اممص  ا في  : 

(3-25        )        
     

   

, , ,

, , ,

2ji i j j i kji k k k T ij

ji i j j i k k ij

u u u          
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 ل و  امصخيا اممص  ا ام      : 

(3-26 )          
     

   

, , ,

, , ,

[ 2 ]

[ ]

i j j i kji k k k T ij j i

i j j i k k ij j i

u u u n p

n m

         

       

       

    
 

 

 لنتائج والمناقشة :ا .4

لنموذج نافير الترموسكوني لمجسم  Beltrami-Michellمعادلات  4-1
(E-N:6:) 

منموذج نافي  اممذكو   Beltrami-Michellكيخف امصصوا     معاخلات 
 امرو ئا امراميا : ر قمنا

امعلاسات  : إ  امعلاسات امرتسيسيا في نموذج نافي  ركافئ في  1رو ئا 
  امراميا :

 

(4-1                )
     

     

1 1 1

2 2 2

1 1

2 2 2 2 3

ji T ijji ji

ji kk ijji ji

e      
  


    

    

   

  


 

كصي  :  
1

3
2 3

kk Te   
 

 


 

ام مقا    أ كما   
,

ji ji
        امجقء امرناظ   وامجقء امرناظ   يخلا

امعكسي م مصيوفا 
ij 
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1
,

2

1
,

2

ji ijji

ji ijji

  

  

 

 

 

منموذج نافي  ام ياضي امسكوني  Beltrami-Michellم صصوا     معاخلات 
 فنصصا     :امص ا   نعوس امعلاسات امساك ا في  لاسات امروافا والانيعاا 

(4-2                  )

     

     

     

     

,

,

1 1 1
{ }

2 2 2

1 1 1
{ }

2 2 2

1 1
{ }

2 2 2 2 3

1 1
{ }

2 2 2 2 3

0 ,

T il hli li

T ih lhi hi

khi ss lklk lk

kli ss hkhk hk

e

e

     
  

     
  


   

    


   

    

  

   

  


  




 

 

(4-3                        )

     

     

,

,

1 1
{ }

2 2 2 2 3

1 1
{ }
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 .معاخما م  امم ركا الأوم  12وىي معاخلات  خخىا 
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مجاىيا ملإجياخات9 رن سي إم   19صي   خخ اممجاىيا الأص ي ىو 
ji و  

مجاىيا ملإجياخات  9
ji  أما اممجيوا الأ ي  ىو امص ا ب. 

امساك ا معاخلات نافي  امسكونيا  12ومصا ىذه امملك ا نضيف إم  اممعاخما 
ومعاخما امروصيا امص ا   فنصصا     جم ا معاخلات فييا  خخ اممعاخلات 

  .يساو   خخ اممجاىيا

Beltrami-Michell (4-2) (4-3 )جما ممعاخلات أ صصوا     صو ب وم
صي   خخ  [11]فلا يرغي   خخ اممعاخلات  hنلرا   في كلاع منيما كامنسكا ما 

 صي  نصصا      12اممعاخلات يك   مساوياع ما 

(4-4       )
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ميذه اممعاخلات م   لاا رعويس جما أيمك  امصصوا     صو ب أيضا 
 12معاخلات نافي  امسكونيا ومعاخما امروصيا امص ا   في اممعاخلات اما 

ذا ا رمخنا املكا امساكا ، و امساك ا  فإ   Beltrami-Michellممعاخلات ا 
سي يرتمف م  منموذج نافي  امسكوني امص ا   م ج Beltrami-Michellصيارا 

معاخلات نافي  امسكونيا امص ا يا ، معاخما امروصيا و اممعاخلات امساك ا ، 
 إم  امعلاسات إضافا ،(22-3) امر موسكونيا امصخيا امص ا   ، امل و  امج 

 . ( 3-4)    ( وامعلاسات امينخسيا1-4امينخسيا امعكسيا )

 Beltrami-Michellكصا معاخلات  Beltrami-Michellآميا صيارا ركم  
ضم   19 خخىا  اممقوخب كمعاخلات نافي  ومعاخما امروصيا امص ا   امري

نصصا     الاجياخات (22-3)امر موسكونيا  امصخيا امج  ل و 
ji،ji

,  ( نصصا     الانيعالات وامص ا ب 1-4كعخىا كامرعويس في )، ,ji ji   
i,( نصصا     3-4)كعخىا كمكام ا   iu   وكيذا ركو  سخ رصخخت كافا

   مجاىيا اممستما.

المعممة إلى الحالة الترموديناميكية  Beltrami-Michell: معادلات  2 -4
 [5](  E-N:6المرنة لمنموذج الرياضي الترموديناميكي )

  Ignaczakت نركع   ي ا رمثا رعميماع م  ي ا كيخف اموصوا إم  ىذه اممعاخلا
امص ا   موجوخ ف   في امجقء امرناظ     امص ا أالا ركا  آ ذي  كعي   [6]

مرنسو  اجياخات ام وب  ij
 [5]  

ij, الانيعالاتصي  نصصا     ىذه اممعاخلات اممذكو ب كصذف  ij    م
-3( وامعلاسات امرتسيسيا )1-3( ومعاخلات امص كا )3-4)امينخسيا  امعلاسات

 : ما ي ي( ومعاخما امروصيا امص ا   وذمك كإركاع 1-4)( ولك يا امعكسي 7
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( كعخ كراكريا كاملكا 9-3)نن  ا م  اممعاخلات الإقاصيا امخو انيا وامص ا يا 
Tاممؤث   امرامي واممص  ا في   : 

(4-6             )        
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(4-8                                           )0 ,j j
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D u 


   

ij,ام  وب امثانيا لإيجاخ معاخمري كلاع م  في   ( 6-4لرا اممعاخما )ن
كامنسكا ما

jX:     فنصصا 

(4-9               )
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i,كا  وكاسركخاا j j i  :     نصصا 
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(4-10            )
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 2     سما ام( وم  ثي 10-4( و  )9-4كجمع اممعاخمرا  امساك را  )   ،الآ
 نجخ :

(4-11       )
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 امعلاسا امينخسيا امثانيا نجخ : وكالاسرياخب م  

(4-12      )
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 أو كاملكا : 

(4-13    )
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 أما معاخما امروصيا امص ا   فرت ذ املكا :

 

 (4-14)                                         0 jj

Q
D  


   

   : أ نجخ 1وكالاسرياخب م  امرو ئا 

(4-15                              )     
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نصصا      1  وامعلاسا امثانيا كرو ئا ي  امساك ريامعلاسرم   يضاأوكالاسرياخب 
وامري ر    Beltrami-Michellعممرا  امراميرا  ما اممعاخمرا  امم 

,
ji
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 م معاخما الأوم  نجخ : ركسي  وك

 

(4-17         )
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 أما اممعاخما امثانيا فرك       لك يا .

اممعممرا  إم   Beltrami-Michellمثلا  معاخمرا إ  اممعاخمرا  امساك را  ر
امصاما امر موخيناميكيا م جسي اممعرك  وام را  رصكما   

,
ji

  ، أما اممعاخلات
امري ر   امكميات امرنسو يا اممجيوما      

, ,
ji ji ji

        فرك
امجسي كصي  رت ذ املكا نيسيا كما ىو امصاا في امصاما امخيناميكيا مني  

 : [5]امرامي 

(4-18    )
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(4-19   )
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(4-20                  )
   

,

2

2 ,

2
{ } 0

i ab ab j
ij i j

M



 

   
 

  


 

 توصيات :الاستنتاجات و  -5

ا امسكونيا امص ا ي Beltrami-Michellامكص  ري اسرنراج معاخلات  ىذا في
-Beltramiكعخىا ري رعميي ذمك إم  معاخلات ، موذج نافي  امسكوني امص ا  من

Michell  خيناميكي خسيا الاسر  ا  اممعرك امر موخيناميكيا م جسي امر مو. 

 : روصياتام

 نوصي كمناسلا اممسائا امراميا :

-A] , [K-M]امسكونيا امص ا يا م جسمي   Beltrami-Michellمعاخلات  -3
K]  

امر موخيناميكيا اممعمما  Beltrami-Michellا معاخلات نوصي كمناسل -2
 م جسمي 

 [K-M] , [A-K]. 
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