
 سلسلة العلوم الأساسية                                                        مجلة جامعة البعث                    
 د. محمد شراباتي                                                0202 عام  9العدد  46المجلد   

58 

أمبورىىـمعادلةىمونجىـاستمراروةىهولدرىلحلى
ىوتعلقىبالتابعىالمجهولىطرفىثانٍىذاتالعقدوةى

ى

 د. محمد شراباتي
 كمية العموم / جامعة البعث

 
 الممخص

 
وذات طرف في ىذا البحث معادلة مونج ــ أمبير العقدية في ساحة محدودة  ندرس  

حل مستمر ليذه المسألة و من ثم بالتابع المجيول ونحصل عمى  بشكل أسي  ثانٍ يتعمق
 .فقط ا  عندما يكون تابع الكثافة محدودندرس استمرارية ىولدر قرب حدود الساحة 

عمى ذلك ، نؤكد بأن الحل يكون مستمرا  وفق ىولدر عمى كامل الساحة إذا  علاوة   
 كان تابع الكثافة أيضا  يحقق شرط ىولدر.

عندما  و يحقق شرط ليبشتزأن  بونثبت  لواحدةفي كرة ا أخيرا  ندرس حالة الحل القطري 
 .يكون تابع الكثافة مستمرا  

 
 
 

التـابع المتعـدد تحـت استمرارية ىولـدر، ،  أمبير العقدية ـ معادلة مونج  الكممات المفتاحية.
 .توافقي
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hand side depending on the unknown function 
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Abstract 
 

 

We study in this paper the complex Monge-Ampère equation 

in a bounded domain with right hand side depending exponentially 

on the unknown function and we obtain a continuous solution to this 

problem and then study Hölder continuity near the boundary when 

the density function is only bounded.  

Moreover, we ensure that the solution will be Hölder 

continuous on the whole domain if the density function is also 

satisfying Hölder condition. 

 Finally, we study the radial solution on the unit ball and 

prove that it satisfies Lipschitz condition when the density function 

is continuous.   

 

 

 

Key Words: Complex Monge-Ampère equation, Hölder continuity,  
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 مقدمـة.ال

)تـابع مسـتمر ويحقـق شــرط            ولــيكن محـدودة سـاحة    مـن   لـتكن 
، ولنســتعرض المســألة   ̅        و       حيــث  ( ىولــدر بــا س 

 الآتية:

{
            ̅ 

                               
             

                    

التوابـع المتعـددة تحـت  كـلمجموعـة تشـير إلـى         ثابت حقيقـي موجـب و   حيث
 مؤثر مونج ـــ أمبير العقدي.        و   التوافقية عمى 

تعــد ىــذه المســألة مــن المســافل اليامــة فــي التحميــل العقــدي والتــي   تــزال تحظــى باىتمــام 
 ىنا بعض النتافج التي تم إثباتيا سابقا  وما سنقوم بو في ىذا البحث.الباحثين ، لذلك نقدم 

     أمبير بطرف ثانٍ   يتعمق بالتابع المجيول أي الثابت ـــــ  من أجل معادلة مونج
عمى وجود الحل المستمر  [1] في   Taylorو  Bedfordكل من قد برىن ف،     في 

  حيث      في الطرف الثاني من الشكل  عندما يكون القياس    لمسألة ديرخميو 
، و توصلا إلى أن الحل يحقق    قياس ليبيغ في     و  ̅ تابع مستمر عمى 
يحققان شرط ىولدر   و    التابعان  عندما يكون   في الساحة استمرارية ىولدر 

 للاستمرار.

 مرا  وحيدا  عندماأن المسألة تممك حلا  مست Kolodziej   [13] أثبت حقا  ، 
 Zeriahiو   Kolodziejو  Guedjقام  2002، وفي     حيث         

شريطة أن يكون         عندما  [8]بدراسة استمرارية ىولدر لمحل في البحث 
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بقرب   عن شرط محدودية  وا ستغناءوقد تم تطوير ىذه النتيجة  ،   محدودا  بقرب 
 . [3] في    

ما ، ك [5]مغاير لقياس ليبيغ في المقالة  سمت دراسة انتظام الحل في حالة قيات كذلك
دراسة مسألة الحل الجزفي أي الحصول عمى حل مستمر في من  [6]تمكننا حديثا  في 

   ̅            حيث            يحقق الشرط   حالة القياس 
 تمرار الحل في ىذه الحالة.تحديد معامل اسمن  [7]وكذلك في البحث 

فقـد تمـت دراسـة ،   أما من أجل حالة الطرف الثاني من المعادلة يتعمـق بالتـابع المجيـول 
ــــابع  يتعمــــقالمســــألة عنــــدما  والتــــابع        الشــــكل  مــــنالمجيــــول الطــــرف الثــــاني بالت

ه الحالـة تحديد أس ىولدر لمحل ليذ كما تمو   في ساحة ذات حدود ممساء         
 .[11] البحثفي 

 الهدف من البحث.

مـــن أجـــل الطـــرف الثـــاني يتعمـــق بالتـــابع المجيـــول     يتركــز بحثنـــا حـــول دراســـة المســـألة 
في ساحة ذات حدود غير ممساء سيتم تعريفيـا   ̅      بشكل أسي و من أجل تابع 

فـي  جـود الحـل المسـتمرسـنقوم بثثبـات و  بدايـة   لـذلكىـو قيـاس ليبيـغ ،    والقيـاس   ، حقـا  
سـتنتاج ومن ثـم ا  بالقرب من حدود الساحة ودراسة إمكانية تحقيقو لشرط ىولدر  الساحة 

 .  متابع ل ىولدر استمرارية ىولدر لمحل عمى كامل الساحة عند إضافة شرط استمرارية
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 .بعض المفاهيم الأساسية

 .فــــــتعريـ

 plurisubharmonic حــت تــوافقيإنــو متعــدد ت           نقــول عــن التــابع 
مـع أي مسـتقيم عقـدي   إذا كـان ىـذا التـابع تحـت تـوافقي عمـى تقـاطع المجموعـة   عمى 

 .ثوابت        حيث                من الشكل 

 . خصافص ىذه التوابع من أجل  [9,12]جعايمكن لمقارئ العودة إلى المر 

 المــؤثرين التفاضــميين  بــد لنــا مــن تعريــف ولتوضــيت تعريــف مــؤثر مــونج  أمبيــر العقــدي 
̅ )      و  ̅       يكون  و (  

         ̅ 

 بالشكل:   ويُعطى قياس ليبيغ في 

   (
 

 
)

 

       ̅           ̅  

مـؤثر إلـى توابـع متعـددة مـن تعمـيم تعريـف ىـذا ال [1]فـي بحثيمـا  وتـايمور بيدفوردتمكن لقد 
ثبـات أن  )أي لتوابـع ليسـت ممسـاء( تحت توافقية محـدودة محميـا   يشـكل قياسـا          وا 

 .  عمى المجموعة 

بــين تـابعين متعــددين  العلاقـة، تعب ـر عــن بمبــدأ المقارنـة  ، والتــي تُعـرف المبرىنـة التاليـة إن  
 مونج ــــ أمبير ليما. تحت توافقيين عن طريق المقارنة بين قياسي
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  [12]مبرهنة

(         )           بحيــــــث            لــــــيكن  ذا كــــــان     ، وا 
 . Ωفي      ، عندفذ فثن  Ωعمى  قياسالبمعنى                 

 ل معيا في بحثنا ىذا.نذكر الآن تعريف الساحة ذات الحدود غير الممساء التي نتعام

 .فــــــتعريـ 

إنيـــا ســـاحة ليبشـــتز فـــوق محدبـــة بقـــوة إذا وجـــدت      نقـــول عـــن الســـاحة المحـــدودة 
       وتـابع متعـدد تحـت تـوافقي يحقـق شـرط ليبشـتز  Ω̅تحوي    مجموعة مفتوحة 

 بحيث يكون:   

                   و                  . 
         فيΩ  حيث       ∑        ̅

 
    . 

 .مثال

تـابع  وذلـك يعـود لوجـودكل ساحة محدبة بقوة ىي ساحة ليبشتز فـوق محدبـة بقـوة،  .1
محـدب حيـث   | |   يحقـق وىـو تـابع ليبشـتز   تعريف لمساحة المحدبة بقوة 

 ثابت موجب.  
ىـي سـاحة ليبشـتز فـوق   strictly psuedoconvex كـل سـاحة شـبو محدبـة بقـوة .2

 محدبة بقوة.
تقاطع أي عدد منتوٍ من ساحات ليبشـتز فـوق محدبـة بقـوة ىـو أيضـا  سـاحة ليبشـتز  .3

 فوق محدبة بقوة.

بما أن مؤثر مونج ــــ أمبير ىو مؤثر غير خطي ، لذلك سيكون من المناسب تعريف 
 مبير العقدي.في الحسابات ويرتبط بمؤثر مونج ــــ أ نايُساعدمؤثر خطي 
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 .فــــــتعريـ

 ولنعرف المؤثر:  تابع متعدد تحت توافقي في الساحة    ليكن 

     ∑
   

      ̅

 

     

    

 .   موجبةمن أجل أي مصفوفة ىرميتية معرفة 

ـــ أمبير يتطابق مع أن تحت الحل الناتج عن استخدام مؤثر مونج ـ تبُين التمييدية التالية
 .   تحت الحل الناتج عن المؤثر 

  [10] .1تمهيدية 

. عندفذٍ فثن الشرطين التاليين            و               ليكن 
 متكاففين:

1.      
 

 
   

 

     موجبةىرميتية معرفة   من أجل أي مصفوفة       
 .     ومحددىا 

2.                    . 

 .النتائج ومناقشتها

عندما يكون تابع     وجود الحل المستمر لممسألة نريد بداية  في ىذا البحث إثبات 
ىذه المبرىنة تعميما  لممبرىنة  محدودا  وليس بالضرورة أن يكون مستمرا  وتُعد    الكثافة 

 . [3] المقالة  في 3.2
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 .1مبرهنة

          و           وليكن    ساحة ليبشتز فوق محدبة بقوة محدودة في   لتكن 
 حلا  وحيدا  مستمرا .    المسألة  تممكقياس ليبيغ ، عندفذٍ   و   ̅        

 الإثبات.

، عندفذ  ̅ في      لنجعل ،  [2]مقالة البعة في نعتمد في الإثبات عمى الآلية المت  
 ،   ولنرمز لو بـ  [3]في  3.2استنادا  إلى المبرىنة     ل مستمر لممسألة يوجد ح

̅     لممعادلة ىو كذلك إذا كان الطرف الثاني حل يوجد  فثن و | |        
 .   ولنرمز لو بـ  [3]في  3.2استنادا  إلى المبرىنة كذلك     مستمر لممسألة 

 :لنعرف المجموعة

                ̅           

أي أنو من أجل أي متتالية  التبولوجيا الضعيفة وفقىذه المجموعة محدبة ومتراصة  إن  
    توجد متتالية جزفية   من      

    متقاربة في   من   
    من تابع       

. 

 ىو الحل المستمر لممسألة     حيث يكون ب      ف المؤثر كما نعر  

 

                               
              

 . [4]في  3.3.2بناء  عمى المبرىنة  ومستمر ىذا الحل موجود إن  
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 نتتقارب م     ، لتكن       ـــلنثبت الآن أن  ىذا المؤثر مستمر وفق تبولوجياــ
الحصول عمى متتالية جزفية متقاربة تقريبا  في كل  نايمكنعندىا        في   التابع

 .  مكان من التابع 

من  .                        و                          لنفرض 
الحمين المستمرين   ̂ و   ̃ ، وليكن                        الواضت أن  

عمى الترتيب. وبالتالي    و    الموافقين لمتابعين و  العقدية مونج ــــ أمبير   لمعادلة
   ̃  و كما نجد أن المتتالية   ̃         ̂                     نستنتج أن

متزايدة و بحسب خواص التوابع المتعددة تحت التوافقية يكون    ̂  متناقصة و المتتالية 
̂ و     ̃       ̃         ̂   

 تابعين متعددين تحت توافقيين ويكون  

     ̂        ̃               

̃ يكون وبحسب مبدأ المقارنة  ̃          وبالتالي   في   ̂     ̂  

     

 مستمر وفق التبولوجيا الضعيفة.  تقريبا  في كل مكان وبالنتيجة المؤثر 

، أي نكون قد        بحيث      بحسب مبرىنة شاودر لمنقطة الثابتة يوجد 
 محدود ومتعدد تحت توافقي ويحقق   حصمنا عمى تابع 

                                  
   

                

 : لنأخذ المسألة

{
            ̅ 
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د وبالتالي يكون لممسألة حلٌ وحيد مستمر بما أن الطرف الثاني من المعادلة تابع محدو 
   ىو  الوحيد ، وبالتالي فثن حل ىذه المسألة [4]في  3.3.2با ستفادة من المبرىنة 

 يكون مستمرا  أيضا .و 

       ، لنفرض جد   وجود حمين مختمفين     أخيرا  لنثبت وحدانية الحل لممسألة 
   المجموعة غير خالية. وبالتالي يتحقق في          بحيث تكون المجموعة 

 :بنتيجة تزايد التابع ا سي ، مايمي  ،

                   

 :أي أن  

       
         

  

إثبات  تم  يكون قد  ، وبيذا و ىذا تناقض   في       وبحسب مبدأ المقارنة يكون 
 المبرىنة.

أس  قيمة الوصول إلىو دراسة استمرارية ىولدر لمحل ىو المبرىنة الثانية  فيالآن ىدفنا 
 .  ̅ في   متابع لشرط استمرارية ضافة قرب حدود الساحة بدون الحاجة لإ يةأمثم

 .2مبرهنة

حيث           وليكن    ساحة ليبشتز فوق محدبة بقوة محدودة في   لتكن 
    المسألة  حل يحقققياس ليبيغ ، عندفذٍ   و   ̅        و        

 :      شرط ىولدر التالي في الساحة 

|           |    | |
 
      | |                 

‖    ‖و   ثابت موجب يتعمق بالساحة      حيث
    ̅ 

 و بحيث         ‖ ‖و  
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 ليا دور أساسي في ىذه المبرىنة فثننا بحاجة إلى التمييدية التالية والتي  بثثباتقبل البدء 
 .    تشكيل تحت حل لممسألة 

 .2تمهيدية

من  و         وليكن    ساحة ليبشتز فوق محدبة بقوة محدودة في   لتكن 
 بحيث  ̅ تابع متعدد تحت توافقي ومستمر في    عندفذٍ يوجد       أجل أي نقطة 

                             

 الإثبات.

 كبير بقدرٍ كافٍ بحيث يكون        يمكننا إيجاد ثابت  بحسب تعريف الساحة 

                                         |   |   

 الآتي :التابع ف . ولنعر    ىو تابع متعدد تحت توافقي في 

      (     )
 
       

و           يحقق كما و          مستمر في المتعدد تحت توافقي و ال
 .           في جوار صغير           

|   |بحيث              من أجل   يحقق:  التابع  فثن     

|         |  |         |
 
 
  

 لكن

|         |  | (         )  |   |  |   | | 

تابع تعريف الساحة يحقق شرط ليبشتز   وبما أن الساحة ىي ساحة ليبشتز فثن 
 وبالتالي:
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|         |        |   | 

  ومنو نجد

|         |   |   |
 
 
  

 كبير بقدرٍ كافٍ بحيث يكون    لنختار عدد موجب 

                    |   |       

 يمكن اختيار  بشكل أكثر دقة ،و              من أجل 

   
         

  
  

 نجد: وبالتالي

                        

 . ̅           من أجل 

 وكذلك

                     |   |               

 .            من أجل 

 ف التابع:لنعر  

      {
                                          ̅

                                                           ̅            
 

 .   عمى            و يحقق  ̅ و المستمر في   المتعدد تحت توافقي في 

 .    يحقق شرط ىولدر وأس ىولدر ىو    ومما سبق نستنتج أن 
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 أس ىولدر لو وحسابل عمى تحت حل لممعادلة سنقوم بالحصو    بعد تشكيل التابع 
 .2وذلك في إثبات المبرىنة 

 .2 المبرهنة إثبات

   ̅             أي     لممسألة      ولنوجد تحت حل     لنأخذ 

      و    عمى      و 
 

 
    

 

           و بالإضافة إلى      
. 

̅       لنضع   
 

    
 

 
 :عندفذٍ يكون      أخذولن  | |   

     |    |
        |    |

    
 
       

 
 

   | | 

 بالشكل    المستمر عمى    لنعرف التابع 

              |    |
    |    |

  
وبالتالي          بالنسبة للتابع يحقق شروط التمهيدية السابقة     عندئذٍ  يوجد تابع 

 يكون تحت الحل المراد تشكيله يعطى بالعلاقة:

              |    |
    |    |

  

     و             ، كما أن    ̅             واضت أن 
 :عمى حدود الساحة  ن  

                    |    |
    |    |

  

 لدينا

              |    |
     

 ̅
 

 
    

 
 

   | |
  

 
     

 
 
    

|   |بحيث       من أجل   يحقق:   فثن التابع    
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|           |  |              |    |
    |    |

 | 

 |   |
 
      |   |   |   |

 
   

 .  قطر الساحة   و           حيث 

 .    يحقق شرط ىولدر وأس ىولدر ىو    نستنتج أن 

   عمى أنو الحد ا عمى ا صغري لمجموعة التوابع  المطموب إيجاده  لنعرف التابع 
 أي يكون:       من أجل أي

                        

 مستمر ويحقق شرط ىولدر با س   جة فثن وبالنتي

 
     يمثل مستمر و    بما أن  و  

  بالإضافة إلى ذلك نلاحظو   متعدد تحت توافقي في    يكونلتوابع متعددة تحت توافقية 
 .     من أجل أي           

    توجد أسرة قابمة لمعد  Choquet [12]با ستفادة من تمييدية و 
 بحيث يكون     

      (       
    )

 

 

  المتقاربة تقريبا  في كل مكان من التابع    توجد متتالية متزايدة من التوابع وبالتالي 
 :نستنتج أن   ومنو

             
 
 
   

 
     

بنتيجة وذلك   عمى التابع لنحصل ا يمن إلى النياية بالطرف  ا نتقال حيث تم
 .  استمرارية التابع ا سي و  حاجة ىنا للاستمرارية لمتابع 

 ما يمي: 1ينتج من التمييدية الآن 
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 .  ̅ في     ىذا يعني أن و     يمثل تحت حل لممسألة   وبالتالي فثن 

يمكننا لذلك  ،   عمى      و  ̅ في     بحيث يكون   لنوجد الآن تابعا  
عندفذٍ باتباع نفس       . لنضع   ا ستفادة من طريقة التشكيل السابقة لمتابع 
   ويحقق  متعدد تحت توافقي في     طريقة التشكيل السابقة نحصل عمى تابع 

ضافة إلى كونو مستمر ويحقق بالإ     من أجل أي نقطة             
في     عندىا يكون       . لذلك نعرف التابع       شرط ىولدر با س 

   تابع متعدد تحت توافقي ويساوي الصفر عمى          وذلك  ن  ̅ 
 وبالتالي بحسب مبدأ القيمة العظمى يكون 

                 ̅  

 .   عمى         و كذلك  ̅ في       أصبت لدينا 

 نحصل عمى المتراجحة    و      وبالتالي من أجل أي نقطة 

  |   |                                    |   |    

 أن   نستنتجأي 

|         |   |   |
 
                   

|     |بحيث              لتكن  من حدود  ، عندىا توجد نقطتان   
|     |  بحيث            الساحة وكذلك        من أجل   

|     |   :وبالتالي نستطيع أن نكتب   

|           |  |           |  |           |   

                            |           |   |   |
 
      

‖    ‖  ثابت موجب يتعمق بـ  حيث 
    ̅ 

 .  والساحة         ‖ ‖و  
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| |بحيث      و          أخيرا  ، لتكن  نجد مما       و       
 تقد م أن  

|           |    | |
 
      

‖    ‖و   ثابت موجب يتعمق بالساحة      حيث
    ̅ 

 .        ‖ ‖و  

و لكن   أن استمرارية ىولدر لمحل   تتعمق باستمرارية تابع الكثافة  2ينتج من المبرىنة 
عمى كامل الساحة سنكون بحاجة لمحل در في المبرىنة التالية عند دراسة استمرارية ىول

 :يميإلى شروط إضافية كما 

 .3مبرهنة

        و          وليكن    ساحة ليبشتز فوق محدبة بقوة محدودة في   لتكن 
  ̅          حل المسألة  يكون، عندفذٍ         حيث   ̅      

       حيث 
 

 
 
 

 
  . 

 الإثبات.

| |بحيث      و أي متجو      لنأخذ نقطة   ولنعرف التابع:    

       {
                         ̅          

                            ̅           
 

 حيث

              | |
  |    |

        

       و    ىو قطر الساحة    و 
 

 
 
 

 
 يُعطى بالعلاقة    كما أن الثابت   

           ‖ ‖         
 

 
   | |‖ ‖

    ̅ 

   
 . 
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                ومستمرمتعدد تحت توافقي   التابع  نلاحظ أو   أن  

:       و     جل ، ومن أ    فثن 

           | |
 
    | |

  |    |
          

 .       و      حيث          وبالتالي فثن 

         وبالنتيجة بحسب خواص التوابع المتعددة تحت التوافقية يكون 

   ̅ . 

ولنناقش الحالتين      ، في الواقع إذا كان    عمى     نريد أن نبي ن أن  
 :       و       عندما 

 أن    فثنو ينتج من علاقة تعريف التابع      و       إذا كان  .1
 وذلك  ن                           

           | |
 
    | |

  |    |
          

 .                ن   فث     و       إذا كان  .2

     لنثبت أن  
 

 
   

 

ىو حل لممسألة وبالتالي             ، لدينا التابع   في      

     
 

 
   

 

     يبقى أن نثبت أن       
 

 
   

 

 ، لدينا:     

     
 
 
      

 
 
         | |

   |    |
  

  
 
 
      

 
 
         | |

  

  
 
 
      

 
 
        

 
 

   | |
‖ ‖

    ̅ 

   | |  

  
 
 
      

 
 
        

 
 

   | |
‖ ‖

    ̅ 

   | |    
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   | |
|           |    

  
 
 
      

 
 
        

 
 
      

| 
 
        

 
    | 

  
 
 
      

 
 
      

 
 
    

 
 
     

 يكون  1وبحسب التمييدية 

                    

. بالنتيجة إذا كان  ̅ في      وبالتالي  1ة تحت حل لممسأل   أن   وىذا يعني
    

 نجد: ̅     و 

         | |
  |    |

             

 وبالتالي

                
    | |     |    |

 | |  

      
    | |    

 .  يحقق شرط ىولدر با س   وىذا ما يثبت أن التابع 

، في المبرىنتين  قيمة أس ىولدر لمحل إلى أن  في المثال التالي ة    بد  من الإشار 
أمثمية أي أنو في الحالة العامة   يمكن أن تكون أفضل من نصف قيمة أس  السابقتين،

 المعرف عمى حدود الساحة.  ىولدر لمتابع 

 :مثال

)      لنأخذ التابع 
       

 
)
   

 .   في     المعرف عمى كرة الواحدة 

:       ومن أجل أي نقطتين     واضت أن ىذا التابع مستمر عمى   فثن 
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|         |  |(
       

 
)
   

 (
       

 
)
   

| 

 فثن       بما أن 

       √        |  |  

       √        |  |  

 وبالتالي

|(
       

 
)
   

 (
       

 
)
   

|  
|   |

√ 
 

 .           وبالتالي 

عمى المجال  تابع متزايد محدب   √      بحيث       لنشكل التابع 
ومستمر   تابع متعدد تحت توافقي في                   و          

  إلى     ينتمي التابع       وبالتالي بحسب خواص مجموعة التوابع  ̅ عمى 
 حل المسألة التالية: بالفعلو ىو   ̅          

{
            ̅ 
                    

             

      

ن نبي  ل.     محققا  لشرط ىولدر وأسو يساوي    سيكون التابع 3و 2 تينبحسب المبرىنو 
 ̅ لنأخذ النقطتين التاليتين من  الآن أن  أس ىولدر لمحل   يمكن أن يتجاوز ىذه القيمة.

                                             

 ، نجد:       حيث 
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|          |  √   
 

√ 
 |    |

    

 

أخيرا ، سيكون من المفيد التطر ق إلى حالة خاصة يكون فييا الحل قطريا  بمعنى أنو يتعمق 
 ىذا الحل يحقق شرط ليبشتز.  و إثبات أن   الكرةبنصف قطر 

 .4مبرهنة

، عندفذٍ فثن حل مسألة   | |       تابع قطري أي   ̅       ليكن 
 ديرخميو

{
            ̅           

                          
                                 

      

 ثابت حقيقي ، يُعطى بالعلاقة:   حيث 

               ∫
 

 

 

 

(∫       
 

 

        )

 
 

      | |  

 أي:ليبشتز يحقق شرط عمى ذلك، فثن  ىذا الحل  علاوة  

|          |    |    | 

‖    ‖ثابت يتعمق بـ   حيث 
    ̅ 

 . 

 الإثبات.

أيضا  مستمر  ̃ عندىا يمكن تمديده إلى تابع  ̅ تابع قطري مستمر عمى   بما أن 
 ، لنأخذ الآن التابع: ̅ تحوي     كرة وقطري في

     ̃         
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 وتكامميا يساوي الواحد .ىي التوابع الممساء ذات الدعامة المتراصة     حيث 

عمى  ̃  تتقارب بانتظام إلى التابع      ، كما أن             وبالتالي فثن 
 . من التابع   ̅ أي تتقارب بانتظام في    أي مجموعة متراصة في 

 يحقق : ̅ في    جد حل وحيد مستمر قطري  يو  [14]بحسب 

       
                

 ويُعطى بالعلاقة:

                ∫
 

 

 

 

(∫       
 

 

         )

 
 

    

 المعر ف بالعلاقة:  ابع تتقارب بانتظام إلى الت      إن  المتتالية 

            
 
 ∫

 

 

 

 

(∫       
 

 

        )

 
 

      | | 

 في الواقع، لدينا

|          |  |     
 
 ∫

 

 

 

 

[(∫       
 

 

         )

 
 

 (∫       
 

 

        )

 
 

]   | 

      
 
 ∫

 

 

 

 

(∫       
 

 

|          |    )

 
 

   

      
 
  ‖    ‖

    ̅ 

 
 ∫

 

 

 

 

(∫       
 

 

    )

 
 

   

  ‖    ‖
    ̅ 
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 أي   ، ̅    في      وبالتالي نحصل عمى حد أعمى لنظيم التابع 

‖    ‖    ̅    ‖    ‖
    ̅ 

 
 

   
→    

تابع النياية       وبالتالي نستنتج أن ̅ في      وىذا ما يؤكد التقارب بانتظام لممتتالية 
كما   في كرة الواحدة                 وكذلك   ̅            

       ، ليكن     حل الناتجاستمرارية ىولدر لم الآن لندرس .       أن  

 عندىا يكون:  

|          |       
 
  ∫

 

 

  

 

(∫       
 

 

        )

 
 

   

      
 
  ‖ ‖

    ̅ 

 
 ∫

 

 

  

 

(∫       
 

 

    )

 
 

   

 ‖ ‖
    ̅ 

 
            ‖ ‖

    ̅ 

 
         

 

 ويكون ̅ يحقق شرط ليبشتز في   وبالتالي فثن التابع 

‖ ‖      ̅    ‖ ‖
    ̅ 

 
  

 :مثال

 ة:ولتكن مسألة ديرخميو الآتي ̅ المعرف والمستمر عمى  | |     ليكن لدينا التابع  

{
            ̅           
        | |              
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 يُعطى بالعلاقة:فثن  حل المسألة  4بحسب المبرىنة 

      (
  

    
)
     

   | |       

 

 المقترحات والتوصيات.

قـابلا   الحـل أن يكـون ىل يمكـن أي      ىل يمكن أن ينتمي الحل إلى الفضاء  .1
ىـو   أن يكـون القيـاس للاشتقاق ومشتقو يحقق شرط ىولدر في حا ت خاصة كـ

 قياس ليبيغ.
فــي كامــل الســاحة فــي حالــة كــون  ىــل يمكــن أن يكــون الحــل يحقــق شــرط ىولــدر .2

 أيتايمور  –د لة استطاعة بيدفورد محدود بشكل أسي ب القياس
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