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 لانفعالات جسم المستويتين تينمعادلات الحال
توجّكات مقيّدة ذي مرن  ترموديناميكي استقطابي

 بالإزاحات

 
  2 الحسن أ.د.منتجب                                                               1خضر منهل الصالح

                                                

 
 :ملخص البحث

 

توجّيات الذي و  والمتجانس والمتماثل المناحي، المرنبالجسم الاستقطابي يتعمّق البحث 
 [1] ، والمناقش رياضياً من خلال الباحثين كويتير، والخاضع لحرارةمقيّدة بالإزاحاتال

 . K-M نرمز لو اختصاراً بالرمز، والذي [2,3]ومندلين 
 معادلات استنتاج تم ، [6,7]في المستخدمة لمطريقة مشابية طريقة باستخدام ،حثالب في 

 الترموديناميكية تينالرياضي التقميدي ونموذج لامي الرياضي الحاكمين لمحالالنموذج 
والمستوية الثانية  المستوية الأولى تين:ضمن الحالالمرن،  الاستقطابي لمجسم والديناميكية

 البدء لحظة في الجسم يشغلحيث  ، عمى الترتيب ، المرنة للانفعالات )العكسية المستوية(

 .2Rفي منطقة  بسيطة الترابط 
 
 
 
 

 

 
 
 

                                                 
1
 .جاهعت البعث  -كليت العلوم  -طالب هاجستير في قسن الرياضياث   
2
  .جاهعت البعث  –كليت العلوم  –أستاذ في قسن الرياضياث   

 
الجسةةن الوةةرى اةسةةتالاري الوةةرى ذ   –الحالةةت الوسةةتويت ا للةةع لت اعةةاةث الور ةةت : لكلواااث الواتاة ااتا

 الحلول ا ساسيتّ . –التوجهاث الوايدة راةزاحاث 
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Summary:                                                                                   
  The paper relates to the  homogeneous isotropic thermodynamical 

polar body of constructed rotations, subjected to temperature field,  

which mathematically discussed by Koiter [1] and Mindlin [2,3], 

and shortly called K-M polar body. 

 In paper, using method similar to that method in [6,7], we 

derive the basic equations, relations and laws governing the 

thermodynamical first plane state and the dynamical anti-plane 

state  of the elastic strains for the thermodynamical polar body 

K-M ,which occupies simply connected region   in 2R  at the 
initial moment . 
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 مقدمة :. 1

( إلى النصف  تعود دراسة النموذج الرياضي للأوساط الاستقطابيّة )لدنة ،مرنة ، مائعة
، [2,3]ومندلين  [1] ومروراً بـكويتر ، [4] راسكو من بدأً الـعشرين القرن من الثاني

حيث قام راسكو بمناقشة النموذج الرياضي التقميدي لوسط مادي ،  [5] وسوكووفسكي
استقطابي يممك ست درجات حريّة ىي ثلاث إزاحات وثلاث توجّيات مستقمّة عن ىذه 

استقطابيّة حيث عمى أجسام مرنة  الإزاحات، في الوقت الذي ركّز فيو كويتر ومندلين
" نظريّة العزوم " أما في بحث  ـالتوجّيات مرتبطة بالإزاحات ضمن مايسمّى ب

 بما المعدّلة العزوم ونظريّة العزوم لنظريّة تفصيميّة سوكووفسكي فقد قام الباحث بمناقشة

 .، ذي التوجيات المرتبطة بالإزاحاتالاستقطابي المرن بالجسم يتعمّق
 . هدف البحث: 2

الرياضي التقميدي ونموذج لامي الرياضي النموذج  معادلات استنتاجييدف البحث إلى 
 تين:ضمن الحالالمرن،  الاستقطابي لمجسم والديناميكية الترموديناميكية تينالحاكمين لمحال
 ، عمى الترتيب ، المرنة للانفعالات )العكسية المستوية(والمستوية الثانية  المستوية الأولى

  .2Rفي منطقة  بسيطة الترابط  البدء لحظة في يشغل الجسمحيث 
 . طرق وأدوات البحث: 3
استنتاج من أجل  [6] في في البحث سنستخدم طريقة مشابية لمطريقة المستخدمة   

 الترموديناميكية تينلمحالالنموذج الرياضي التقميدي ونموذج لامي الرياضي الحاكمين 
والمستوية الثانية  المستوية الأولى تينضمن الحال، لمجسم الاستقطابي والديناميكية

منطقة  بسيطة  البدء لحظة في يشغل حيث الجسم ،المرنة للانفعالات )المستوية العكسية(
 .2Rفي الترابط 
ننوه إلى أن مسألتا الحالة المستوية الأولى والثانية لمجسم الاستقطابي المرن وىنا 

عن الحمول في الحالة  نوالخاضع لحرارة، ىما مسألتان نوعيتان، حموليما لا تنتجا
للانفعالات المرنة ليذا الجسم، الأمر الذي يقودنا إلى استنتاج المعادلات الحاكمة  الفراغية

 ستقطابي، ضمن ىاتين الحالتين المستويتين للانفعالات المرنة. ليذا الجسم المرن الا
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 النتائج والمناقشة:. 4    

الترموديناميكيّة  لمحالة لامي وصف ومعادلات التقميدي الوصف معادلات سنستنتج يمي فيما
ضمن الحالة المستوية الأولى للانفعالات  ،الخاضع لحرارة المرن لمجسم الاستقطابي

 ديناميكيةلمحالة ال ومعادلات وصف لامي الوصف التقميديمعادلات  سنستنتج كما ،المرنة

 )العكسية المستوية الحالة( الثانية المستوية الحالة ضمن المذكور، المرن، الاستقطابي لمجسم
 .2R [6]في الترابط  بسيطة منطقة البدء لحظة في يشغل الجسم حيث ،المرنة للانفعالات

 3Rعمى) الأدلة اللاتينية المكررة  عمى اتفاقية الجمع(أينشتاين  رموز سنعتمد توطئة :  

, :حيث الأدلة ,i j k   اتفاقية الجمع(أينشتاين  رموز سنعتمدكما  ،1,2,3تأخذ القيم 

, الإغريقية: حيث الأدلة 2Rعمى) المكررة الإغريقيةالأدلة  عمى ,   1,2تأخذ القيم. 
المرنة لمجسم المرن الاستقطابي ذي التوجيات المقيدة  الترموديناميكية الحالة تتعين

بواسطة مجموعة المقاطع  ،المرنة المستوية الأولى للانفعالاتبالازاحات وضمن الحالة 
 :التنسورية , , , , , ,i i i j i j i j i ju S m   ،  :حيث 

iu  كبات الديكارتيّة لمقطع الإزاحات: تمثل المر، 

i التوجّيات والتي ترتبط بالإزاحات وفق العلاقة كارتيّة لمقطع: تمثل المركبات الدي:   
                                  ,

1

2
i i jk ju u  

iحيث  jk التنسوري النسبي كما انّ  اتشيفيت -: ىي المركبات الديكارتيّة لمقطع ليفي
k :بالنسبة لمموضعالفاصمة الدليميّة تدلّ عمى المشتق الجزئي 

j

u

x




 . 

i j . تمثل المركبات الديكارتيّة لمقطع الانفعال الجيري المتناظر : 
i j  لمقطع الانفعال المجيري غير المتناظر .: تمثل المركبات الديكارتيّة 
i jS . تمثل المركبات الديكارتية لمقطع الاجيادات الجيرية المتناظر : 
i jm الغير متناظر. مجيريّةال الإجيادات لمقطع المائل : ىي المركبات الديكارتيّة لمجزء 

0أخيراً     ىو المقطع الحراري الذي يصف تغيّر درجة الحرارة المطمقة : في
 . 03الجسم الاستقطابي عن درجة الحرارة الطبيعيّة 

                                                 
3
0نسمّي درجة الحرارة التي تتوافق مع انفعالات معدومة لمجسم )  , 0   الطبيعيّة.( بدرجة الحرارة  
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الخاضع لحرارة  المرن الوصف التقميدي لمحالة الترموديناميكيةّ لمجسم الاستقطابي .1-4
ضمن الحالة المستوية الأولى للانفعالات المرنة حيث الجسم يشغل في لحظة البدء 

 :2Rفي منطقة  بسيطة الترابط 
تكون جميع المركّبات الديكارتيّة المذكورة  المرنة ضمن الحالة المستوية الأولى للانفعالات

1 ـتتبع ل أي 3xالإحداثي عن مستقمّة أعلاه 2,x x وعندئذٍ تُعطى المقاطع  مزمنل وكذلك
التنسوريّة المذكورة أعلاه في 0,  المتجانس العطالي وفي المعمم الديكارتي

 , iO e : تُعطى بالعلاقات 
(4.1                      )          1 2, ,0u uu 
(4.2                    )            30,0, 

(4.3        )                     
11 12

21 22

0

0

0 0 0

 

 

 
 


 
  

 

(4.4                    )         
31 32

0 0 0

0 0 0

0 

 
 


 
  



 

(4.5          )                 
11 12

21 22

33

0

0

0 0

S S

S S

S

 
 


 
  

S 

(4.6)                           
 

13

23

31 32

0 0

0 0

0

m

m

m m

 
 

 
  

m 

(4.7         )                33S S  


  

 
 


  

(4.8 )                          3 3 ; 1,2m m    
(4.9              )       3 , 2 ,1 1, 2

1 1

2 2
u u u        

حيث  2تشيفيتا التنسوري النسبي عمى -مقطع ليفيR، و
2( )




 



نسبة  

)كما أن: بواسون، 3 2 )T tν a  ، حيثta الحراري الخطي التمدد معامل ىو 
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, ، أخيراً لمجسم ,    تمثل أول ثلاثة ثوابت مادية لمجسم الاستقطابي المرن
 المدروس،

في ، فيأخذا الشكل التالي)نالمعطيا( الحجمية والعزم الحجمي القوة مقطعا أما 0, : 
(4.10              )                1 2, ,0X XX 
(4.11 )                               30,0,YY 
معادلات الحركة المحققة في  0, :  
(4.12)          , 3, 3,

1
( ) ; 1,2

2
S m Y X u                

 :النالت تدل علع الوشتق الجسئي السهنيو الكثافة الحجمية لمجسم المدروس، حيث
2

2
,

f f
f f

t t

 
 
 

.  

العلاقات اليندسيّة المحققة في  0, : 
(4.13)

                     , , 3 3,

1
,

2
u u           

المحققة فيالعلاقات التأسيسيّة  0, : 
(4.14)             

 
*2

3 3

2 ,

4 ; , 1,2

s

m l

    

 

    

   

  

  
معادلات التوصيل الحراري المحققة في 0, :  

(4.15)                           0

Q
D   


  

 

(4.16 )      
1

0

0 0

0
0

1
 ,     ,  , t

T
λ ν TκW

Q κ η D
λ λc 

           

كميــة الحــرارة المشــك مة فــي  Wو عتبــرالم الجســم فــي الحراريــة المصــادر مثــلي Qأن عممــاً 
الحـرارة النوعيـة  تمثـل c، و معامـل التوصـيل الحـراري 0λ، و وحدة الحجم ووحدة الزمن

1؛ هؤثر ةرتش السلوي ثنائي البعةد 1، كما أن:تشوه ثابتأجل  من ,f f    ،وكـذلك: 

t

f
f f

t


  


، 

,*: تدعى الثوابت  , ,l  ( بثوابت مرونة 4.14) الداخمة في العلاقات التأسيسية
  :متراجحات الطاقة الجسم المعتبر، وىي تحقق

(4.17)                  *0 , 0 , 0 , 0l      
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 :إلى ذلك نضيف الشروط الحديّة والابتدائيّة التالية
الشروط الحديّة عمى    0, : 
  (4.18   )               0; 1,2 , ,u f g          
0و

 المتجو مركبات 30,0, النقطة في لمجسم المماس المستوي في 

 1 2, ,0x x x  0والمحظةt  ، : حيث التوابع, ,g f  معمومة عمى 0, ، 
الشروط الابتدائيّة في     0: 
 (4.19)                        , ,u k u l       

,حيث :  ,k l   توابع معمومة في. 
نسمّي مجموعة المقاطع التنسوريّة تعريف: , , , , , ,u S m (4.9)-(4.1) ـالمعطاة ب 
 نسمييا بالسموك الترموديناميكي التقميدي لمجسم السابقة، والشروط معادلاتلم والمحققة

الحالة المستوية الأولى للانفغالات  ضمن بالإزاحات المقيّدة الدورانات ذي المرن الاستقطابي
 المرنة.

وصف لامي لمجسم الترموديناميكي الاستقطابي المرن ضمن الحالة المستوية  .2-4
  :المرنة الأولى للانفعالات

 :الحصول عمى ىذا الوصف نتبع مايميمن أجل 
 (4.14)في العلاقات التأسيسيّة  (4.13)الخطوة الأولى نعوّض العلاقات اليندسيّة 
فنحصل عمى العلاقتين التاليتين المحققتين في 0, : 

(4.20)
   

   , , ,

*2

3 3 ,

; , 1,2,

4

TS u u u v

m l

        

 

     

 

    


                                      

كما نعوّض العلاقة   )معادلات الحركة( (4.12) في (4.20) الخطوة الثانية نعوضفي 
(4.21)                              ,u    
في معادلة التوصيل الحراري فنحصل مباشرةً عمى معادلات لامي التالية والمحققة أيضاً  

في 0, : 

(4.22)       
 

1 , ,

*2

1 , 3,

( )

1
2 0,

2

Tu u u v

l u Y X

     

        

    

 

     

      
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(4.23)                                  0

Q
D u 


   

 وبما أن:

(4.24)               

           
   

 
   

 
     

( تأخذ الشكل التالي في4.22عن ذلك أن المعادلة ) فينتج 0,  : 

             

1 , ,

*2

1 , 3,

( )

1
2 0,

2

u u u v

l u Y X

     

        

    

 

     

      
 

في التالي الشكل السابقة تأخذ المعادلة تصفية دلتا كرونيكر خاصة وباستخدام 0, : 

(4.25  )
   

 *2 2 2 *2

1 1 1 ,

, 3,

( )

1
0,

2

tl u l u

v X Y

   

    

       



          

    
 

ذا   رضنا أن:فوا 

(4.26)
    

2
,

( )




 



ĉ  و  




  و  *2 2

1 1 2

2

0

1
1

ˆ tl
c

      

(4.27                     )
   

3,

1

2
F X Y       

( الشكل التالي في4.25تأخذ المعادلة )ندئذٍ ع 0,   : 

(4.28 )   
  

*2

1 , ,0

1

2 1

1
0Tv

u l u F      
  

 
      

 
 

 الاستقطابي الترموديناميكي لمجسم لامي بمعادلات (4.23) و (4.28) المعادلات تسمّى

 ضمن الحالة المستوية الأولى للانفعالات المرنة.،   K-Mمندلين  -كويتر نوع من المرن
عمىالتالية الشروط الحديّة  ىذه المعادلاتنضيق إلى   0, : 
(4.29)                0; 1,2 , ,u f g          

التالية المحققة فيوالشروط الابتدائيّة  0:  
(4.30)                     , ,u k u l       

تعريف: ندعو مجموعة المقاطع التنسوريّة , , , , , ,u S m   (4.9)-(4.1) بـالمعطاة 
والشروط  (4.29) الحديّة الشروط مع (4.23) و (4.28)لامي معادلات تحقق والتي



 الحسي أ.د.هٌتجب خضر هٌهل الصالح    2021عام  17العدد   43هجلت جاهعت البعث   الوجلد 

 

 

 

67 

نسمييا بوصف  أيضاً، (4.13) اليندسيّة والعلاقات (4.20) تحقق والتي (4.30) الابتدائيّة
مندلين ضمن الحالة المستوية الأولى و  كوتيرلمجسم الترموديناميكي المرن من نوع  يلام

 المرنة. تللانفعالا
الوصف التقميدي لمحالة الديناميكية لمجسم الاستقطابي المرن ضمن الحالة  .3-4

المستوية الثانية )الحالة المستوية العكسية( للانفعالات المرنة حيث الجسم يشغل في 
  .2Rفي لحظة البدء المنطقة بسيطة الترابط 

المقيدة  التوجّيات لمجسم المرن الاستقطابي ذي المرنة الحالة الديناميكية تعيينت توطئة:
واسطة مجموعة المقاطع ضمن الحالة المستوية العكسية للانفعالات المرنة، ب ،بالإزاحات
التنسورية  , , , , ,i i i j i j i j i ju S m  

 
 والتوطئة السابقة مع العمم أن في مبين ىو كما

 .ىنا لا يظير الحقل الحراري
 المركبات المرنة تكون جميع للانفعالات العكسية( )المستوية الثانية المستوية الحالة ضمن   

1ـ أيضاً وتتبع ل 3xالديكارتية المذكورة أعلاه مستقمة عن الإحداثي 2, ,x x t  ،حيث تعطى 

أعلاه في المذكورة التنسورية المقاطع 0,   العطالي وفي المعمم الديكارتي
 تي:المتجانس المعتبر عمى النحو الآ

(4.31)                                30,0,uu 
(4.32)                                1 2, ,0  

(4.33)                            
13

23

31 32

0 0

0 0

0





 

 
 


 
  

 

(4.34)                             
11 21

21 22

0

0

0 0 0

 

 

 
 


 
  

 

(4.35)                           
13

23

31 32

0 0

0 0

0

S

S

S S

 
 


 
  

S 
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(4.36)                            
11 12

21 22

0

0

0 0 0

m m

m m

 
 

 
  

m 

(4.37)                             3,

1

2
u      

الشكل التالي في فتأخذ ،)المعطيات( والعزم الحجمي القوة الحجمية مقطعا أما 0, : 
(4.38)                               30,0, XX 
(4.39)                                1 2, ,0Y YY 

ضمن الحالة المستوية العكسية  المرن الاستقطابي الديناميكي لمجسم التقميدي الوصف يتألف
 التالية: والابتدائية الحدية والشروط الأساسية والعلاقات المعادلات من يتألف المرنة، للانفعالات

معادلات الحركة في   0, : 
(4.40)            3 , , , 3 3

1
( )

2
S m Y X u               

العلاقات اليندسية المحققة في   0,  : 
(4.41)           3 3, , 3,

1 1
, ,

2 2
u u                

العلاقات التأسيسيّة المحققة في  0, : 
(4.42)                                  3 32s  
(4.43)                        *24m l         

الشروط الحديّة عمى    0, : 
(4.44   )                  0

3 3 , ; 1,2u f       
0و

 المتجو مركبات 1 2, ,0  النقطة في لمجسم المماس المستوي في  1 2, ,0x x x 
0tوالمحظة   :3، حيث التوابع ,f  معمومة عمى 0, ، 

الشروط الابتدائيّة في     0: 
 (4.45   )                           3 3 3 3,u k u h  

3حيث :  3,k h  توابع معمومة في. 
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التنسوريّة المقاطع مجموعة نسمّي تعريف: , , , , , ,u S m ( 4.37)-(4.31) بـ المعطاة
التقميدي لمجسم الاستقطابي الممثمة بالمعادلات السابقة، نسمييا بالسموك الديناميكي 
 للانفغالات المرنة. العكسية المرن ذي الدورانات المقيّدة بالإزاحات ضمن الحالة المستوية

 

الديناميكي الاستقطابي المرن ضمن الحالة المستوية العكسية  لمجسم لامي وصف .4-4  
 للانفعالات: 

 من أجل الحصول عمى ىذا الوصف نتبع مايمي:
في  (4.41) اليندسيّة العلاقات من والثانية الأولى المعادلتين نعوّض الأولى الخطوةفي 

عمى العلاقتين التاليتين المحققتين في فنحصل (4.43و) (4.42) التأسيسيّة العلاقات
 0, : 

(4.46)                                  3 3,S u  

(4.47    )                      *2

, ,4m l         
معادلات  يف(، 4.41( والعلاقة الثالثة في)4.47و)( 4.46) نعوض ،وفي الخطوة الثانية

لامي التالية المحققة في لةفنحصل عمى معاد،  (4.40) الحركة 0, : 
(4.48       )  *2

1 3 1 , , 3 3

1
4

2
u l u Y X u               

 (.4.45)و (4.44) إلى ذلك الشروط الحدية والابتدائيةنضيف 
والشروط الحدية والابتدائية  (4.42)المسألة المؤلفة من معادلة لامي  ندعو تعريف:

لامي  مسألة ندعوىا ،(4.41) اليندسية والعلاقة (4.47و) (4.46) والعلاقات (4.45و) (4.44)
 المستوية العكسية للانفعالات المرنة.لمجسم الديناميكي الاستقطابي المرن ضمن الحالة 

    الاستنتاجات والمقترحات:. 5

( الاســتنتاجات: فــي البحــث تــم مناقشــة مســألتا الوصــف التقميــدي ووصــف لامــي لمجســم 1ً
ــــى للانفعــــالات المرنــــة  ــــة المســــتوية الأول الاســــتقطابي المــــرن الترمودينــــاميكي ضــــمن الحال

 أيضاً.والديناميكي ضمن الحالة المستوية العكسية 
 تناقض في مسألتي الحالة المستوية للانفعالات المرنة يتمثل بالآتي: ىناك ( المقترحات:71

مــن أجــل الحالــة ثلاثيــة البعــد للانفعــالات وعنــدما يشــغل الجســم كامــل الفضــاء فــ ن الحــل 
يتوافق مع تكاملات فورييو المتقاربة وعنـدما ننتقـل إلـى الحالـة المسـتوية للانفعـالات المرنـة 
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 06 

توية كانــت أو عكســية فــ ن التكــاملات تصــبا متباعــدة الأمــر الــذي يقودنــا إلــى اقتطــاع مســ
جـــزء مـــن ىـــذه التكـــاملات وىـــو الجـــزء الـــذي يشـــكل الحـــل حيـــث يـــدعى ىـــذا الجـــزء بجـــزء 

Hadamard المسائل التالية لممناقشة:الأمر الذي يطرح  ،المنتيي 
لمجســم المــرن الاســتقطابي ذي  مناقشــة الحمــول الأساســية لمســألة لامــي المســألة الأولــى: 

الأولى للانفعـالات المرنـة حيـث الجسـم  المستوية الحالة وضمن الدورانات المقيدة بالإزاحات
  .2Rيشغل كامل

للانفعــــالات  العكســـية المســـتوية الحالـــة مســـألة لأجــــل ذكـــره ماتقـــدم المســـألة الثانيـــة: إعـــادة 
 المرنة.

 نفعالات المدنة.للا مسائل الحالات المستوية إعادة ماتقدم ذكره لأجلالمسألة الثالثة: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 



 الحسي أ.د.هٌتجب خضر هٌهل الصالح    2021عام  17العدد   43هجلت جاهعت البعث   الوجلد 

 

 

 

66 

 
 المراجع

 
[1]- Koiter ,W.T., 1964- Couple-Stresses in the theory of elasticity , 

Koninkl. Nederl. Akad . Van Wetensehappen. Proc .Ser . 8,1-1964 , 

67 ,1,17,67,1,30 . 
 

[2]- Mindlin ,R.D., Tiersten , H.F., 1962- Effects of couple–Stresses 

in linear elasticity , Arch . Rat.Mech.Anal., 1962,11,5,415. 
 

[3]- Mindlin , R.D., 1963- Influence of couple-Stresses on stress 

concentration, Exper. Mech .,1963,3,1. 
 

[4]- Stojanovič , R., 1970 – Recent Developments in the Thory of 

Polar Continua ,  Springer-Verlag. 
 

[5]- Sokołowski , M., 1970 – Theory of Couple – Stresses in Bodies 

with Constrained Rotations, Springer-Verlag. 
 

[6]- Dyszlewicz , J., 2004 - Micropolar  Theory  of  Elasticity ,  in :  

Series Lectures. Notes in Applied  and Computational Mechanics, 
Vol.15, 356 p, Springer . 
 

[7] –Nowacki, W. , 1986 - Theory of Asymmetric  Elasticity , 
Warsaw , PWN. 
 

  



 توجّهاث هق دّة بالإزاةاثذي هرى  ترهوديٌاه كي استقطابي لاًاعالاث جسن الوستويت ي ت يهعادلاث الحال

 67 

 


