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 والتشعبات في المنظوماتتصنيف النقاط الثابتة 
  البعد ثنائية الديناميكية

 يوسف كاجان*     أ.د حامد عباس **     د. كامل محمد ***

 جامعة البعث -كمية العموم -*طالب دراسات عميا) دكتوراه( في قسم الرياضيات
 جامعة البعث -كمية العموم  -** أستاذ دكتور في قسم الرياضيات

 جامعة البعث  -كمية العموم  -* دكتور في قسم الرياضيات**

 : ممخصال
لنظرية التشعب دور رئيسي  يي  دراسية الاسيت رار الينييوي لمانظواييت الدينيايتيية التي  تيت  

 دراستهي ي  الاجيلات الاختمفة لمعمو  والهندسيت والعمو  الاجتايعية.
حيييث ننت يي  اييم انظوايييت  حيدييية  هييو تاديييد لعامنييي السييييت عميي. التشييعييت. اليحييثهيي ا 

ياتيم إنشيياهي  و تيدايرهي  التي  اليعد إل. ثنيئية اليعد، اي زلني نيحث ي  تمك الن ييط الثييتية
 . و زعزعة است رارهي عند تغير قي  الوسيط

الن يييط الثييتيية التيي  تاييت انيقشييتهي سيييي يً لهييي اايثيي  ييي  يعييديم عوييي  الواقيي  ، ييي  جاييي  
 .اتضح  نه لا يحدث ش ء جديد حً ي عند إضيية الازيد ام الأيعيدالأيعيد(. وا   لك 

يشيت  عيي ،  غيير الخطيية لانظواييت الدينيايتييةتيوازم الن ييط  يي  هي ا اليحيث دراسية ن د 
لانظواييييت الخطيييية دراسييية ا ايييم خيييلب والتشيييعييت الحي يييمة يييي  الانظواييية ثنيئيييية اليعيييد 

 الاواي ة لهي ي  جوار ن يط التوازم.

 : مفتاحية كمماتال

التواييييي  ، ، التشييييعب الحييييرج، تشييييعب الايييي راةةايييييظيالنشييييتي  الأ، سييييرجيةالع ييييدة تشييييعب ال
 .العدياة
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Classification of Fixed Points  
 and Bifurcations in Two -Dimensional 

Dynamical Systems 

 
 

Abstract: 
Bifurcations theory has a key role in the study of structural stability 
of dynamical systems encountered in various branches of scientific 
fields as humanities, engineering, social science, etc.  
This research is an extension of our previous work on bifurcations. 
As we move from one-dimensional to two-dimensional systems, 
we are still looking at those fixed points that can be created, 
destroyed, or destabilized as parameters are varied.  
The bifurcations of fixed points discussed previously have analogs 
in two dimensions (and, in fact, in all dimensions). However it 
turns out that nothing new really happens when you add more 
dimensions. 
In this research, we present a study of the equilibrium points of 
nonlinear dynamic systems in general, and the bifurcations 
occurring in the two-dimensional system by studying the 
corresponding linear systems in the vicinity of the equilibrium 
points.  
Key words: Saddle-Node Bifurcation, Transcritical Bifurcation, Normal 
Form, Pitchfork Bifurcation, nullclines. 
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 :قدمةم

حيييث ييت  إجيييير  ، حيديية اليعييد اوجيه يشييت  دقييت الحيلييةيتيوم التيديت ييي  يضييءات      
 ات  الحيلييةجايي  الاسيييرات عمي. التحييرك يشيت  اطييرد  و الي ييء ثييتيية.  ايي ييي  يضييءات 

ي يييح اييم الااتييم وجييود  الأيعيييد الأعميي.، يتييوم لماسيييرات اجييي   تييير لمانيييورة، وليي لك
، الانظواييت الخطيية  ات اليعيديم يي  هي ا الورقيةننييقش  دينيايت .نطيت  وس  لمسموك ال

ييي  الا طيي   تمعييب دورًا اهاًييي ييي  ت ييني  الن يييط الثييتيية لمانظوايييت غييير الخطييية والتيي 
ثنيئييية  غييير الخطيييةالخ يييئص العيايية لمانظوايييت  ننيييقش ييي  الا طيي  الثييين  اييي  .الأو 

 السيييت هيو تادييد لعامنيي الا طي  الثيليثطيية. الأيعيد،  ينيء عم. اعريتنيي ييلانظواييت الخ

لننييقش التشيعييت  إل. ثنيئيية اليعيد عم. التشعييت. حيث ننت   ام انظوايت  حيدية اليعد
  .  [Kuznetsov 1997]الحي مة ييهي

 تصنيف نقاط التوازن لممنظومات الخطية: -1

   نعر  الانظواة  الخطية  ات يعديم يأنهي ام الشت 

(1)                                     x a x b y

y c x d y

 

 
 

,حيث , ,a b c d  .الا فوي  تتتب ه ا الانظواة ييلشت ثوايتX A X حيث 

,
a b x

A X
c d y

   
    
   

 

2الحيلة العياة لما يفوية  درسن 2 نلبحيظ  الااتنية. الحيلية، يهيد  ت يني  تي   يور
. ننظيييير لحيييي  الاعيدلييييية A م الحيييي  ال ييييفري هييييو ن طيييية تييييوازم لأي ا ييييفوية اختيييييرة 

X A X  عميي.  نهييي اسيييرات تتحييرك ييي  الاسييتوي( , )x y. .الاعيدليية الاايييزة  تعطيي
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2ييل يييييييييييييييييغة  Aما ييييييييييييييييفوية ل 0      حيييييييييييييييييثdet( )A ad bc   ،  
( )trace A a d     ويعط. الحلبم عال ي  ال اتية( ييل يغة 

2 2

1 2

4 4
,

2 2

   
 

     
  

2 حيث

1 2( )( ) 0           . 

 أنواع نقاط التوازن لمقيم الذاتية الحقيقية:

1 اتييييييييييية والأشييييييييييعة ال اتييييييييييية ح ي ييييييييييية وتح ييييييييييت حيليييييييييية ال ييييييييييي  ال -1 20, 0    و 

1 20, 0  الحيليييييةلوحييييية يضييييييء  تاتميييييك ،: تيييييدع. ن طييييية التيييييوازم ن طييييية سيييييرجية 
لمانظواة الخطية اتنوعتيم ايوجهتيم عيير الأشيعة ال اتيية إحيداهاي اسيت رة واواي ية لم ياية 

سيييلب والثينييية غييير اسييت رة اواي يية لم يايية ال اتييية  ات الجييزء ال اتييية  ات الجييزء الح ي يي  ال
     .(1 عالشت  الح ي   الاوجب

 

 الن طة السرجية - (1)الشكل 

1حيلة  -2 20, 0   تدع. هني ن طة التيوازم ع يدة غيير اسيت رة :(non stable 
node) الشيت   جييا الأشيعة ال اتييةويتوم لمانظواة اتنوعتيم غير است رتيم ايوجهتيم ييت

(2).   
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1حيليية  -3 20, 0   تييدع. ن طيية التييوازم يع ييدة اسييت رة :stable node  وييينفس
 .(3)الطري ة نجد لوحة يضيء الحيلة الشت  

1عنيداي ال يي  ال اتيية  حالة خاصةة: 2    اتجهييمم إايي  م يوجيد ينحنيي  ايي  حييلت 
 .               واحد ي ط اتجه  ات  و  م يوجد  است لبم ا ييميم لم ياة ال اتية   اتييم

0إ ا تيم   سيا. الأ ي ، وت ن طية تتوم ت  الاسيرات عييرة عم است يايت ايرة ام
0. عنييداي(4ع. الشييت (Star-node)ع ييدة نجاييية الن طيية الثييتيية يهيي ا الحيليية   ييي م 

لي ات  اواييت  ي الفضييء ا  اي يحيي  وجيود شيعيع  اتي  وحييد ن يط ثييتة.ييل ام ءالاستوي 
الشييت  اييم الا ييفوية   لييك اثييي ل يايية  اتييية وحيييدة، 

0

b
A





 
  
 

0bحيييث   ،  تاتمييك

(. تييدع. (0,0),(1,0)يعييد واحييد واتجيييا  اتيي  واحييد عوهيي  يضيييء  اتيي  يهيي ا الا ييفوية 
يي   الحيلية. تظهير لوحية (degenerate-node)الن طة الثييتة يه ا الحيلة يع دة اتحممة 

tعنداي  ت يح ت  الاسيرات اوازية للبتجيا ال ات حيث  (5)الشت    . 

 

 قرةعقدة غير مست -(2)الشكل 

 

 عقدة مستقرة - (3)الشكل 
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 ع دة نجاية 4))لشكل ا

 
 

 عقدة متحللة( 5) الشكل

1,2حيلييية  ذاتيةةةة عقديةةةة:القةةةيم ال i  ع : تيييدع. ن طييية التيييوازم يارتزييييةCenter) 
ة الاتحييييييدة ييييييييلارتز. وعنييييييداي يوتتييييييوم لوحيييييية الفضيييييييء اجاوعيييييية اييييييم ال طييييييوع النيق يييييي

1,2 ; 0i      تتيييييييوم ن طييييييية التيييييييوازم حمزونيييييييية اسيييييييت رة عStable-Spiral )
,1وعنداي  2 ; 0i      ع تتوم حمزونية غير اسيت رةnon-Stable-Spiral)، 

 .6الشت   الحيلةيسيب الجزء التخيم  لم ياة ال اتية دورام الاسيرات ي  لوحة يضيء

 
C-                 حمزوم غير است ر   b-                         حمزوم است رةa- ن طة ارتزية 

 لوحة الفضيء يحي  ال ي  ال اتية ع دية 6الشكل 
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 تصنيف نقاط التوازن لممنظومات الخطية:نتائج 

 . (1) الدينيايتية لمانظوايت نوع واست رار جاي  الن يط الثييتة (7عيظهر الاخطط 

0إ ا تينييت  الن طيية الثييتيية تتييوم و  ،عيتسيية، ييي م ال ييي  ال اتييية ح ي ييية ولهييي إشيييرات ات
0إ ا تينيييت  سيييرجية.   يييي م ال يييي  ال اتيييية إايييي ح ي يييية ولهيييي نفيييس الإشييييرة عالع يييد(،  و

2 عييييييداد ع ديييييييية عحمزونيييييييية وارتزيييييييية(. تح يييييييت الع يييييييد  4 0    ة وتح يييييييت الحمزونيييييييي
2 4 0    ييييت  تحدييييد اسيييت رار الع يييد والحمزونيييية يواسيييطة . 0. عنيييداي تتيييوم  ،

ال اتييية  ات  جييزاء ح ي ييية سيييلية، وييلتيييل  ييي م الن طيية الثييتيية اسييت رة. عنييداي  ال ييي تتييوم 
0   2ال طييي  الاتييييي   الع يييد والحمزونيييية غيييير اسيييت رة.ت ييييح 4 0     هيييو الحيييد

الاتحممييية عمييي. هييي ا ال طييي  تعييييش الع يييد النجايييية و حييييث  ،الفي ييي  يييييم الع يييد والحمزونيييية
0عمي. الحيد الفي ي  الاراتيز الاسيت رة طييعيييً  تاي ت ي  الاتيي . ة ، حييث ال يي  ال اتيي

   .[Strogatz 2015] تخيمية يحته

 
 نقاط التوازن تصنيف (7 الشكل)
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0إ ا تينييت  وييلتيييل ية ييفر  تتييوم ، ييي م قيايية واحييدة عميي. الأقيي  اييم ال ييي  ال اتييية . 

يوجيد خيط تياي  ايم الن ييط  م إايي ويهي ا الحيلية  اعزولية، غيير الأ    ن طة ثييتية تتوم

0Aوى اييييم الن ييييط الثييتيييية إ ا تينيييت،  و اسيييتالثييتييية .   م الن يييييط ( 7عيوضييييح الشيييت 

تحيييدث يييي   ، التييي الثييتييية السيييرجية والع يييد والحمزونيييية هييي  الأنيييواع الرئيسيييية لمن ييييط الثييتييية

انيييطت افتوحيية تييييرة اييم الاسييتوى , . ة، والن يييط والع ييد الاتحمميي الاراتييز والنجييو  اييي

عمييي. طيييو  الانحنيييييت يييي  الاسيييتوى  الثييتييية غيييير الاعزولييية هييي  حييييلات حدوديييية تحيييدث

 , .عدياييييية الاحتتييييييك  الدينيايتيييييية الانظواييييييتالاراتيييييز يشيييييت  شييييييئ  يييييي   تحيييييدث

  .[Pomeau 1980] الطيقة ة عم.يظيحالا

 منظومة روميو وجولييت:: 1-1مثال 

. تماييي ييلحييب ، لتييم ييي  نسييختني اييم هيي ا ال  يية، جولييييت ات ميييةيييتيروايييو اغيير  يجول

داي ي ييييب رواييييو عنييي ، زادت رغيييية جوليييييت يييي  الهيييروب والاختيييييء. لتيييم حيهيييي رواييييو

)تم ت. ليي، تيييد  جولييييت ييي  العثييور عميييه يشييت  غريييبييلإحييييط ويتراجيي  )R t  نسييية حييب

) .t  الوقيييت رواييييو عمييي. تييييرا رواييييو لجوليييييت ييييي )J t  نسيييية حييييب جوليييييت عمييي. تييييرا

R, لمنسيب تشيير ال يي  الاوجيية .tجولييت لروايو يي  الوقيت  J  ،إلي.  والسييليةإلي. الحيب

 .  [Strogatz 1988]  غير الخطية التيلية ط س الحب لمعشيت الانظواة تعيرالتراهية. 

R a R b J

J b R a J

 

 
 

,0حيث  0a b ا ييس لمحي ر .a نفسيه عمي. ارخير(  راي  عتي  اينه  يحييو  تجنيب

 اتحاس للآخر(.  ا ييس للبستجيية عت  واحد انهاي bو 
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aييلشت    لمانظواة تتتب الا فوية الاواي ة b
A

b a

 
  
 

 

2وييهي   2 2 2

1 2 1 22 0 , . , 4 4 0a a b b                  ال ي .

            ال اتية الاواي ة الاتجهيت

1 1 2 1, (1,1) , , (1, 1)a b v a b v        

)تتوم الن طة الثييتة  , ) (0,0)R J   2سرجية إ ا تيم 2

1 2. 0 a b       . 

2وتتوم ع دة است رة عنداي  2

1 2. 0 a b       . 

1الأ ييي  سيييرجية يتيييوم  ن طييية نيييدايع 20, 0     1يوليييد الشيييعيع الييي ات (1,1)v  

2الاتنوعيية غييير الاسييت رة ويولييد (1, 1)v   .وا  ا تينييت ن طيية الأ يي   الاتنوعيية الاسييت رة

1ع يييدة اسيييت رة يتيييوم  20, 0   1تييم يوليييد الشيييعيعيم الييي ا 2(1,1), (1, 1)v v   

1وياييييي  م الاتنوعيييييت الاسييييت رة، 2  أتتييييوم الاسيييييرات اايسيييية للبتجيييييا اليييي ات  الأيطيييي

1 (1,1)v .   

2إ ا تينييييت لمحيييييلتيم. الحيليييية ييييورة  (8عيوضييييح الشييييت   2a b  تتلبشيييي. العلبقيييية دائاًييييي

2للبايييييلاة الاتييدلييية. إ ا تيييميسيييب ا 2a bو ريايييي ، يييي م العشييييت يتونييوم  تثييير جييير ة  ،

عميي. اشيييعره  ييي  ارم العلبقيية اتفجييرة. اعتايييدًا   تثيير حسيسييية تجيييا يعضييه  اليييعض.

 ، تت يرب جاي  عيد حب  و حرب. ي  تمتي الحيلتيم يح تإاي  م ، علبقته  اليداية

Rلاست ي  الاسيرات ام ا J ا ي م اشيعره  اتييدلة، ل  . 
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2 :8الشكل  2a b  2 -ع دة است رة 2a b . سرجية 

  لوحة فضاء الحالة: -2

حتييي.  ،إيجييييد الاسييييرات يشيييت  تحميمييي  غيييير الخطيييية، لا  اييي  عييييدةً يييي  لانظواييييتيييي  ا
 غيليًيييي ايييي تتيييوم اع يييدة لمغييييية. وييييدلا ايييم  ليييك سييينحيو  ال ييييل ال يييريحة،عنيييداي تتيييوير 

اييشيرة  الحيلية تحديد السموك النيوع  لمحميو . ويتيوم هيديني الأو  هيو إيجييد  يورة يضييء
 اتجه الح   لمانظواة.ام خ يئص 

0xالانحنيييت التي  تح يت  ه  (: nullclinesع تعريف التوابع العديمة  0 وy  
 وتشير ه ا الخطوط إل. الاواض  الت  يتوم ييهي التديت  ي    و عاودي.

  :Linearizationالإرجاع لمنظومة خطية 

لمانظوايية الخطييية يجييوار ن طيية التييوازم ال ييفرية اشييييهة لموحيية  الحيلييةتتييوم لوحيية يضيييء 
*غييير الخطييية يجييوار ن طيية التييوازم  *( , )x y اييم الحيييلات طيلاييي  م الن طيية الثييتيية ليسييت 

الحدودية  ي إ ا تينت الن طية الثييتية سيرجية  و ع يدة  و حمزونيية لمانظواية الخطيية ي نهيي 
 اييي ييي  حيليية الن طيية الثييتيية  .[Andronov 1973]تتييوم تيي لك لمانظوايية غييير الخطييية 

لة( يام الااتيم  م تتغيير ايم خيلب  غير اعزو  -نجاية -ع دة اتحممة -حدودية عارتزية
 الحدود غير الخطية ال غيرة. ه ا اي تنيقشه الأاثمة التيلية:
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 الانظواة  يفرض  م: 1-2مثال 

(2)     
                          

3

2

x x x

y y

  

 
 

(0,0)لهي الن يط الثييتة التيلية  ,(0,1),(0, 1) .نظواة ه الا فوية اليع ويية لما 

21 3 0

0 2

x
A

  
  

 
 

ن طيييية الأ يييي  ع ييييدة اسييييت رة لأم  إم
1 21, 2    0),(0,1)م ي.  اييييي الن طتيييي, 1) 

يهاي سرجيتيم لأم  
1 22, 2    وياي  م الن ييط الثييتية ليسيت حدوديية يي م الن ييط .

ي نفييس النتيجيية. ياتييم اسييتنتيج هيي ا اييم  جيي  الانظوايية الثييتيية لمانظوايية غييير الخطييية لهيي
الاواض  الت  يتيوم ييهيي التيديت عايودي  تاي يم : الخطية ام خلب  التواي  العدياة غير

 التواي  العدياة( تح ت  xع

  30 : 0 0, 1x x x x x         

 ننيقش الاعيدلة الثينية :

 

 

0 2 0 0

0 2 0 0

y y y

y y y

      

      
 

احييور التراتيييب تيي   هيي ا النتيجيية اح  يية اييم  جيي  تيي  الن يييط الثييتيية حيييث  م ييي  اتجيييا
الخطييوط  yالاواضيي  التيي  يتييوم ييهييي التييديت  ي يي  ع اييي للبضيياحلب .  الاسيييرات تتجييه
 الوهاية( تح ت

 0 : 2 0 0y y y     
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)2ننيقش الاعيدلة الأول.:          1) ( 1)( 1)x x x x x x      

 

 

 

 

1 0

0 1 0

1 0 0

1 0

x x

x x

x x

x x

   

    

     

    

 

 التيل : (9ع ييلشت  لمانظواة الحيلةوتتوم لوحة يضيء 

 
 (2)لوحة يضيء الحيلة لمانظواة  :9 الشكل

: يوضح ه ا الاثي  تي   م الحدود غير الخطية ال غيرة ياتم  م تغير 2-2 مثال
 نظواة الن طة الثييتة الارتزية إل. حمزونية. لتتم الا

(3)                       
2 2

2 2

( )

( )

x y a x x y

y x a y x y

   

  
 

 الخطييية وسيييط. لنثيييت  م الانظوايية الخطييية لا تعطيي  تنيييأ  ييحيح حيييث تظهيير aحيييث 
، يينايي تتيوم ن طية الأ ي  حمزونيية a م ن طة الأ   ارتزية ام  جي  تي  قيي  الوسييط 

0aاسييت رة إ ا تيييم    0و حمزونييية غييير اسييت رة إ ا تيييمa .  لمح ييو  عميي. الخطييية
*يجوار الن طة الثييتة  *( , ) (0,0)x y  .ب الا فوية اليع ويية حسن 
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0 1

1 0
A

 
  
 

 

,0ونجييييد  1 0a d ad bc         تتييييوم الأ يييي  دائاًييييي ارتييييزاً، ويً ييييي ، ليييي لك
لمخطية. لتحميي  الانظواية غيير الخطيية، ن يو  يتغييير الاتغييرات إلي. الإحيداثييت ال طييية. 

siny حيييث r cosx r  2. نلبحييظ 2 2x y r إ م ،x x y y r r  .
 نجد: yو  xويتعويض 

       
2

2 2 2 2 2 2 4r r x y ax x y y x ay x y a x y a r          

3rوانه  a rاي  ،
2

x y y x

r



  ويعد تعيويضx  وy 1نجيد  ت ييح .

 لإحداثييت ال طيية ييلشت :الانظواة ي  ا

3

1

r a r






 

ييييت  تحميييي  الانظواييية يسيييهولة، تيييدور جايييي  الاسييييرات حيييو  الأ ييي  يسيييرعة زاويييية ثييتييية
1 .قيايية الوسيييط . وتعتاييد الحرتيية الشييعيعية عميي a  تاييي هييو اوضييح ييي  الشييت ،

(10). 

0aإ ا تييييم  نجيييد ،( ) 0r t  عنيييدايt   يييي  هييي ا الحيلييية تتيييوم ن طييية الأ ييي .
0a(. إ ا تينييت 10اسييت رة. نلبحييظ  م الاضيياحلب  يطيي ء لمغيييية عالشييت   حمزونييية  ،

)0نجييد )r t r   لتييt  0والأ يي  هييو الارتييز.  خيييراً، إ ا تينييتa نجييد ،( )r t  
وييلاث ، ياتم  م تتغير الن يط الثييتية النجايية  وتتوم ن طة الأ   حمزونية غير است رة.

الاراتيز، يي م اسيت رارهي والع د الاتحممة ام خلب  الحدود اللبخطية ال غيرة،  عم. عتيس 
 إل. حمزونية است رة   الاست رة تغير الن يط الثييتة النجايةتلا يتغير. عم. سيي  الاثي ، قد 
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 (3)لوحة يضيء الحيلة لمانظواة  :10الشكل 

ييييلنظر إليي. ت ييني  الانظوايييت الخطييية ييي   اسييت ر.ولتييم لا تتغييير إليي. حمزونييية غييير 
 رة  و غيييير ة النجايييية والع يييد الاتحممييية يييي  الانط ييية الاسيييتالن ييييط الثييتييي ت ييي : (7)الشيييت  

 .[Strogatz 2015] الاراتز ييم الاست رار وعد  الاست رار   الاست رة ، ييناي ت

 التشعبات: -3

اييي ا نعنيي  ييلضيييط ييلتشييعبل يييييم التعرييي  الاعتيييد لافهييو  جالتتييييا الطيولييوج ج  نييه ييي  
عند تغير قيي  الوسييط ن يو   م التشيعب  الحيلةيضيء حي  تغيرت الينية الطيولوجية لموحة 

قيييد حيييدث. والتغييييرات الاتوقعييية هييي  التغيييير يييي  عيييدد  و نيييوع الاسيييت رار لمن ييييط الثييتييية  و 
 [ .Devaney (1989)]  الادارات الاغم ة

اايثيي   يي  يعييد واحيد. هي ا الن ييط لهيي الحي يمة الن ييط الثييتيةعييم سييي ة  ا يليةتحيدثني يي  
اتضييح  نييه لا يحييدث شيي ء جديييد حً ييي  وقييدييي  الواقيي  ، ييي  جاييي  الأيعيييد(. ييي  يعييديم عو 

عند إضيية الازيد ام الأيعيد، ت  الأيعي  ت ت ر عم. يضيء جزئ   حييدي اليعيد تحيدث 
نييقش . لنعم. طوله التشعييت، ييناي ي  الأيعيد الإضييية يتوم التديت إاي جيي ب  و نييير

   ة اليعد.التشعييت الحي مة ي  انظواة ثنيئي
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 تشعب العقدة السرجية -3-1

تشعب الع دة السرجية هو ارلية الأسيسية لنشوء واختفييء الن ييط الثييتية، وياتيم شيرح  ليك 
 ام خلب  الاثي  الناو ج  التيل  ي  يضيء ثنيئ  اليعد: 

(4)                                 
2x x

y y

 

 
 

يوسييي   [  ماعيدلييية الأولييي. سييييي يً يييي  الانظواييية  ات يعيييد واحيييدنيقشيييني سيييموك التشيييعب ل
لهيييي ا الانظوايييية ن طتيييييم ثييتتيييييم هاييييي  .2024]   ,0 , ,0   يعطيييي. اعيايييي .

 الا فوية اليع ويية   الاست رار ام خلب 

2 0
( , )

0 1

x
J x y

 
  

 
 

0لأج    نجد  2 0
,0

0 1
J




 
  

 

وتتوم الن طة الثييتة   ,0 اسيت رة

2لأم لهي قياتيم  اتيتيم هاي  , 1  ح ي يتيم و سيليتيم.  اي ال ي  ال اتية لمن طة 

  ,0 2هاي , 1   . وه ا الن طة سرجية 

0عنيييدني    نجيييد 
0 0

0,0
0 1

J
 

  
 

وتتيييوم الن طييية الثييتييية   0,0 ن ييي  اسيييت رة

,0لأم لهي قياتيم  اتيتيم هاي  10، وعنداي  .لا يوجد ن يط ثييتة 

 وجيييود ن طتييييم ثيييييتتيم (11عيشيييت  تييييير. يوضيييح الشيييت   yتنهيييير الحرتييية يييي  الاتجييييا
، هايييييييي الع يييييييدة  الاسيييييييت رة عنيييييييد (4)لمانظواييييييية    * *, ,0x y   والسيييييييرجية عنيييييييد
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   * *, ,0x y    حييييييييييييييييييث تتجيييييييييييييييييه الاسييييييييييييييييييرات الواقعييييييييييييييييية يييييييييييييييييي  الانط ييييييييييييييييية

  , :x y x   إلييييي. الع يييييدة الاسيييييت رة .عنيييييد تنييييييقص ت تيييييرب الع يييييدتيم ايييييم ،

0يعضييهاي اليييعض، ثيي  يمت ييييم عنييداي    وتغييير ن طيية الأ يي  اسييت رارهي وي يي  عنييدهي
0تشييييعب الع ييييدة السييييرجية، تختفييييييم  خيييييرًا عنييييداي    .وتهييييرب جاييييي  الاسيييييرات إليييي

 اللبنهيية.

ييلتييأثير عميي. التييديت اولييدة اييي يسييا. انط يية الشيييح  هيييالثييتيية يعييد اختفيءتسييتار الن يييط 
ghost))  والتي  تشيييه انط يية عنييت الزجيجيية حيييث تاييتص الاسيييرات وتأخرهييي قييي  السييايح

الوقيت الي ي ت ضييه الاسييرات يي  عنيت الزجيجية يشيت  عيي   يارورهي إل. الجينيب ارخير.
هييو اييم الارتييية 

1/2

c 


 حيييث ،c  ال يايية التيي  يحييدث عنييدهي تشييعب الع ييدة  هيي

السييرجية. تاييت انيقشيية يعييض تطيي يييت قييينوم ال ييييس هيي ا ييي  ييزييييء الايييدة الاتثفيية اييم 
 .1989ف  وستر وغيتسقي  الييحثيم ويستر ييمت

 

 
 التشعب السرج  (11)الشكل 
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 :(Transcritical)التشعب الحرج  -3-2

 تتم الانظواة ثنيئية اليعد ل

(5)                   
2 ;x x x

y y

   

 
 

),(0,0)ن طتيم ثييتتيم دوايً هايي   ا الانظواةله ,0) وتتيوم الا يفوية اليع وييية لهيي .
: 

2 0
( , )

0 1

x
J x y

  
  

 
 

0 نجييييد  (0,0)عنييييد الن طيييية الثييتيييية
(0,0)

0 1
J

 
  

 
 والتيييي  لهييييي ال ياتيييييم اليييي اتيتيم 

, 1   0. تتوم ه ا الن طة الثييتة ع دة است رة لأج   ون   است رة عنداي 

0    0وسييييييييرجية لأجيييييييي ثييتيييييييية. وييييييييينفس الطري يييييييية لمن طيييييييية ال( ,0)  نجييييييييد 
0

( ,0)
0 1

J



 

  
 

,والت  لهي ال ياتييم الي اتيتيم   1   تتيوم هي ا الن طية الثييتية

0ع يييدة اسيييت رة لأجييي     0وسيييرجية لأجييي   لوحييية يضييييء  (12ع. يظهييير الشيييت
عنيييد تغيييير قيييي  الوسييييط ايييم اليسيييير إلييي. الياييييم اييييرةً ي ياييية وسييييط  (5) لمانظواييية يليييةالح

0التشييعب    حيييث ت يييح ن طيية الأ يي  سييرجية يعييداي تينييت ع ييدة اسييت رة و ت يييح
)الن طة  ,0)  تشيعبلياست رة يعداي تينت سرجية. يعر  ه ا النوع ايم التشيعب يع دة 

0الحرج حيث    هي  ن طية التشيعب، تايي هيو الحيي  يي  اليعيد الواحيد حييث لا تختفي
 الن يط الثييتة.
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 .لأج  قي  اختمفة لموسيط  لمتشعب الحرج وحة يضيء الحيلةل (12) الشكل

 :(Pitchfork)تشعب المذراة  -3-3

شعب الا راة يساييم تشعب الا راة الحرج يشدة و الحيرج جزئيييً. نتعياي  يوجد نوعيم ام ت
 الحرج ث  ا  الحرج جزئييَ. الا راة الحرج يشدةي  ه ا الف رة  ولًا ا  تشعب 

 لتتم الانظواة ثنيئية اليعد 

(6)                   3 , ;x x x y y      

0عنداي  اليع ويية  : . وتتوم الا فوية(0,0)ثييتة واحدة ه  الأ    ن طة نجد 

0
(0,0)

0 1
J

 
  

 
 

,والتييي  لهيييي ال ياتييييم الييي اتيتيم 1   0. تتيييوم ن طييية الأ ييي  ع يييدة اسيييت رة لأجييي  .
0عنداي   . (0,0)تاتمك الانظواة ثلبث ن يط ثييتة,( ,0), ( ,0)   . 

 اليع ويية لهي : يتالا فويو 

0 2 0 2 0
(0,0) , ( ,0) , ( ,0)

0 1 0 1 0 1
J J J

  
 

      
        

       
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0عنييداي    (0,0)تتيييوم ال ييي  ال اتيييية لما ييفويةJ  هييي, 1   وتتييوم ن طييية الأ ييي
)ي ال ي  ال اتية لما يفويتيم سرجية.  ا ,0) , ( ,0)J J    2هي , 1    وييلتييل

لمانظوايية عنيد تغييير  الحيليةيضيييء  (13)الن ييط الثييتية تتييوم ع يد اسييت رة. يوضيح الشيت  
جية عنيداي تجتييز . يتغيير اسيت رار ن طية الأ ي  ايم ع يدة اسيت رة إلي. سير قي  الوسيط 

0قيايييييييييييية الوسيييييييييييييط ن طيييييييييييية التشييييييييييييعب   و تولييييييييييييد ن طتتيييييييييييييم ثييتتيييييييييييييم جديييييييييييييدتيم
( ,0) ,( ,0)  .است رتيم. يسا. ه ا التشعب يتشعب الا راة الحرج يشدة 

 
 .لأج  قي  اختمفة لموسيط الحرج يشدة  لتشعب الا راة وحة يضيء الحيلةل (13)الشكل 

 لتتم الانظواة ثنيئية اليعد  ،لمنيقش تشعب الا راة الحرج جزئييَ 

(7)                 3 , ;x x x y y      

0عنداي   (0,0)ثلبث ن ييط ثييتية  (7) تاتمك الانظواة,( ,0), ( ,0)   

 لهي :. وتتوم الا فوية اليع ويية 

0 2 0 2 0
(0,0) , ( ,0) , ( ,0)

0 1 0 1 0 1
J J J

  
 

      
          

       

0عنييداي    (0,0)تتييوم ال ييي  ال اتييية لما ييفويةJ   هيي, 1  ولهييي نفييس الإشيييرة  ي
)ن طييية الأ ييي  ع يييدة اسيييت رة. وال يييي  ال اتيييية لما يييفويتيم  ,0) , ( ,0)J J    
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2هييي   , 1   0اتعيتسيييتيم ييلإشييييرة وتتيييوم الن طتييييم سيييرجيتيم. عنيييداي   يتيييوم
 ن طة ثييتة وحيدة ه  الأ   سرجية.  (7) لمانظواة

يتغير است رار ن طة الأ   ام ع دة است رة إل. سرجية عنداي تجتييز قياية الوسييط ن طية 
0التشيييعب    )وتمت ييي  الن طتييييم الثييتتييييم عالع يييد الاسيييت رة( ,0), ( ,0)    

تشييعب يتشييعب ييي  ن طيية الأ يي  وتتشييعب الأ يي  إليي. سييرجية. يسييا. هيي ا النييوع اييم ال
 .[Strogatz 2015] الا راة الحرج جزئييً 

 الفردية التيلية  الانظواةلتتم  :1-3مثال

(8)                        
  

sinx x y x

y x y

  

 
 

 الأ   ييلشت  عند ن طة تعط. الا فوية اليع ويية. الأ   لهي ن طة ثييتة وه 

1 1

1 1
A

  
  

 
 

,نلبحيييييظ  ( 2)      ، 2 24 ( 2) 4 0       ن طييييية الأ ييييي  تتيييييوم 
2است رة لأج       2و سيرجية لأجي   ي ودنيي هي ا لتنييا يحيدوث تشيعب اي راة .

2cعنيييد    لتأتييييد  ليييك ، لنيحيييث عيييم زوج اتايثييي  ايييم الن ييييط الثييتييية يييييل رب ايييم .
2cقييرب  قييي  الأ يي  لأجيي   التشييعب  . عييي  هيي ا الارحميية لا نعيير  اييي إ ا تيييم

yحيييييييييييييرج يشيييييييييييييدة  و حيييييييييييييرج جزئيييييييييييييييً ( تح يييييييييييييت الن ييييييييييييييط الثييتييييييييييييية  x   وييلتييييييييييييييل
( 1) sin 0x x    0.  حد الحمو  هوx  . فتيرض ارم ل، لتنني وجيدني  ليك ييلفعي

 ر ايك لورام نجد:هو  غير وغير  فري ، وييستخدا  نش x م 

3
5( 1) ( ) 0

6

x
x x O x      
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هاييي  الحييدود اييم درجيييت  عميي. نجييد  xييل سيياة عميي.  وا 
2

2 0
6

x
    نجييد الن يييط .

*الثييتيية  6( 2)x     اييم  جيي  2 تييير ي مييي  اييم تشييعب الايي راة  ي يي . وهتيي ا
2cالحييييرج يشييييدة عنييييد    عإ ا تيييييم التشييييعب حييييرج جزئييييييً، ييييي م زوج الن يييييط الثييتيييية .

سييتتوم اوجييودة عنييداي تيييم الأ يي  اسييت رًا، وليييس يعييد  م ت يييح سييرجية( لهيي ا التشييعب 
لرسي   يورة   م نختيير  ليك. حرج يشدة، ونحم نعم   م الن يط الثييتة الجديدة است رة يدوم

الاتجهيييت ال اتييية  نوجييد. 2 تييير ي مييي  اييم للؤجيي  قييي   (0,0)يجييوار الحيلييةيضيييء 
 لما فوية اليع ويية ي  الأ   يجوار وسيط التشعب.

1 1

1 1
A

 
  

 
 

,1),(1,1) وه  1) ،0ال ي  ال اتية و, 2     عمي. التيوال . لأجي ،   تيير ي ميي 
 .(14) ، ت يح ن طة الأ   سرجية. الشت 2ام 

 
 .2-م لأج  قياة لموسيط  تير ي مي  ا (8)لمانظواة  لوحة يضيء الحيلة (14) الشكل

 الحيليييةنظيييرًا لمت رييييييت التييي   جرينيهيييي، يييي م هييي ا ال يييورة  ييييلحة ي يييط احميًيييي يييي  يضييييء 
ييييي  جاييييي  الأاثميييية  عييييلبا، يحييييدث  .cقريييييية اييييم و الأ يييي  ن طيييية يجييييوار والوسيييييط

0التشييعب عنييد الع ييدة السييرج، ال اتييية تتييوم  ييفراً. يشييت  عييي ي  ،  و عنييداي  حييد قيي ،
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التشيييييعييت الحرجييييية ، وتشيييييعب الاييييي راة تمهيييييي  اثمييييية عمييييي. التشيييييعييت  ات ال ياييييية ال اتيييييية 
 ال فرية.

 : (Hopf) تشعب هوبف -3-4

 لانظواة   ا يفرض  م

(8)                       / ( , , )

/ ( , , )

dx dt f x y c

dy dt g x y c




 

0cي اعنييييد ن طيييية تييييوازم غيييير زائديييييةتاميييك   ييييي  ال اتيييييةال ي  م  ،(0,0) يييي  الن طيييية  

1,2( ) ( ) ( )c c i c     تح يييييييييييت (8) لمانظواييييييييييية ليع ويييييييييييييةما يييييييييييفوية الالاواي ييييييييييية  
(0) 0 . (0)تح ييييييييت  م عندئيييييييي  يحييييييييدث تشييييييييعب هوييييييييي  إ ا 0 , (0) 0

c





 


، 

1Re( ) 0c ،  النيظا إل. الشت   (8) يوجد تغيير ي  الاتحولات يحو  الانظواةو:   

3

1

r r r



  


 

 ملاحظات:

i.  إشيرة  (0)ه  نفس إشيرة
c




)1Reه  إشيرة  3rتاي  م إشيرة   )c. 

ii. يحدد است رار التوازم عند ن طة التوازم الاست رار لحم ة النهيية الاولدة الجديدة. 

iii.  عنييييداي تظهيييير حم يييية نهيييييية اسييييت رة نييييدعو هيييي ا الحيليييية تشييييعب هوييييي  حييييرج يشييييدة
(، وعنداي تظهر حم ية نهييية غيير اسيت رة نيدعو تشيعب هويي  حيرج supercriticalع

 (.subcriticalجزئيي ع

iv.  .ي  الإحداثييت الديتيرتية الشت : (8) ت  النيظا  لمانظواةالشيعط 
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2 2

2 2

/ ( )

/ ( )

dx dt y x x y

dy dt x y x y





       

      

 

)1Re دليل الاستقرار  )c: 

 إ ا تينت الانظواة ام الشت  :

1

2

/

/

dx dt A w y Y

dy dt B w x Y

  

  
 

)1Reيعط. دلي  الاست رار  )I c :ييل يغة 

 

 

1 1 2 2

1 2 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2

xxx xyy xxy yyy

xx xx xx xy xx xy yy xy yy xy yy yy

I w Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

    

    
 

حيث 
2 1 3 2

1 2(0,0) , (0,0)xx xxy

Y Y
Y Y

x x x x y

 
 
    

 .... وهت ا. 

)1Re مانظواةليعط. دلي  الاست رار  و )I c : ام الشت  

1

2

/

/

dx dt A w y Y

dy dt B w x Y

  

  
 

  ييل يغة: 

 

 

1 1 2 2

1 2 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2

xxx xyy xxy yyy

xx xx xx xy xx xy yy xy yy xy yy yy

I w Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

    

     
 

 .[Panfilov 2005] إ ا تيم دلي  الاست رار سيلب تتوم ن طة التوازم است رة
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 ي حيلييية ال ياتييييم الييي اتيتيم  ،لننييييقش يييي  الانظواييية ثنيئيييية اليعيييد حييييلات تشيييعب هويييي 
 ع ديتيم وتنت لبم اعيً ام ن   الاستوي اليسيري إل. الياين  اروراً ياحور التراتيب .

 

 

 

 

 هوي  تشعب اخطط :(15) الشكل

 لتتم الانظواة  تشعب هوبف الحرج بشدة:

(9)                       
       

3

2

r r r

w b r





 

 
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ييست رار الن طة الثييتية عنيد الأ ي ، تتحت   ثلبث وسطيء:  ويفرض  م له ا الانظواة
w  ويحيدد  ،يتيردد الت يي ييت ال يغيرةيزودنييb جي  ت يي ييت اعتاييد التيردد عمي. السيعة لأ

 السعة التييرة.

0عنداي      0تتوم ن طة الأr   .حمزونية است رة حيث تعتاد جهية اليدورام عمي
0. وعنيداي wإشييرة  اسييت رة  ت ييح الأ ي  حمزونيية غييير اسيت رة وتنشيأ حم ية حديية
rعند   . لوحة الفضيء لأج  قي  الوسيط قي  ويعد التشعب. (16) يوضح الشت 

 
 لأج  قي  الوسيط قي  ويعد التشعب (9)لمانظواة  لوحة الفضيء : (16) الشت 

 :ييلإحداثييت الديتيرتية  (9) لاعرية سموك ال ي  ال اتية خلب  التشعب، نتتب الانظواة

3 2

2 2 2 2

cos sin ( )cos ( )sin

( ) ( )

(3)

x r r r r r w b r

x y x w b x y y

x w y O

     





     

           

  

 

y(3)ويشت  اشييه نجد                                   w x y O   

wالأ ييييي  :  ن طييييية الا يييييفوية اليع وييييييية عنيييييدتتيييييوم و 
A

w





 
  
 

. وال يييييي  ال اتيييييية 

i w  ير إليي. اليايييم عنييدني تتزايييد . تعييير ال ييي  ال اتييية الاحييور التخيميي  اييم اليسيي
ام السيلب إلي. الاوجيب. يي  تشيعييت هويي  التي  تايت اواجهتهيي يي  الاايرسية قياة 

 العامية، يتوم شت  الحم ة الحدية قط  نيقص وليست دائرية. 
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 (subcritical Hopf Bifurcation)تشعب هوبف الحرج جزئياً 

لحرج جزئييً  تثر خطورة ي  التطيي يت الهندسية. يعيد التشيعب، ت فيز دائاًي اي تتوم حيلة ا
الاسيرات إل. جيي ب يعييد، والي ي قيد يتيوم ن طية ثييتية،  و حم ية حديية  خيرى، ويي  اليعيد 

 لييييك اييييم خييييلب   نسييييتعرضل الثيلييييث و عميييي. يتييييوم جييييي ب يوضييييوي عاعيييييدلات لييييورينز(.
 لتتم الانظواة التيل : اليعد ةثنيئي الانظواة

(10)                         
     

3 5

2

r r r r

w b r





  

 
 

يهييو  ،يسيييب عييد  الاسييت رار 3rالفييرت الاهيي  لهيي ا الحيليية عييم حيليية الحييرج يشييدة  م الحييد 
 (10)لمانظواية  الحيليةيسيعد عم. دي  الاسيرات يعيدًا عم الأ  . تظهر  يور يضييء 

 .(17) ي  الشت 

0عنييداي    هنيييك جي ييييم، حم يية حدييية اسييت رة ون طيية ثييتيية اسييت رة هيي  الأ يي . ت يي
0يينهاييي حم يية غييير اسييت رة، عنييد تزايييد    0تضيييت الحم يية غييير الاسييت رة. وعنييد  

الاسييت رة وتيينتاش إليي. سييعة يحييدث تشييعب هوييي  الحييرج جزئييييً حيييث تضيييت الحم يية غييير 
0الأ ييي ، اايييي يجعميييه الأ ييي  غيييير اسيييت ر. وعنيييداي  تنطييييت عمييي. ن طيييةال ييفر و   
. وتجييير الانط ييةالحم يية الحدييية  ات السييعة التييييرة عيايي  الجيي ب الوحيييد ييي  يجييأة ت يييح 

 از.الحمو  الت  تينت ييل رب ام الأ   ارم الناو إل. سعة تييرة الاهتز 

تحييييييدث تشييييييعييت هوييييييي  الحرجيييييية جزئييييييييً ييييييي  دينيايييييييك الخلبيييييييي الع يييييييية عرينزييييييي  و 
Ermentrout 1989  وييييي  الريريييييية الارنيييية والاهتييييزازات لأجنحييييية الطيييييئرة عدويييييي ،)

لغياوييييييي ( ، ويييييي  حييييييلات عيييييد  اسيييييت رار تيييييدي يت 1986، طواسيييييوم وسيييييتيوارت 1988وا 
 (.1981السوائ  عدرازيم وريد 
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 ب هوي  الحرج جزئييً تشع :(17)الشكل 

 لتتم الانظواة               :2-3 مثال

(11)                              
2

3

x x y x y

y x y y





  

  
 

 لنثيت وقوع تشعب هوي  عند الأ   ولننيقش نوع ه ا التشعب.

1الا يييييييييييييفوية اليع وييييييييييييييية عنيييييييييييييد الأ ييييييييييييي  هييييييييييييي  

1
A





 
  
 

2حييييييييييييييث    ،

2 1 0     وال ييي  ال اتيييةi   2. وياييي  م 4 1 0        ييي م الأ يي

0تتغير ام حمزونية است رة إل. حمزونية غير است رة، حييث ي ي  تشيعب هويي  عنيد 

2rحييداثييت ال طيييية :. ولتاييييز نييوع التشييعب نحييو  الانظوايية للئ r r y   نلبحييظ

r r  0. هييي ا يعنييي   نيييه ايييم  جييي ينايييو ، ( )r t  عمييي. الأقييي  يأسيييرع ايييي ياتيييم

0

tr e  .لا توجيد حم ييت اغم ية عنييد  مإ ييت  نيي  جايي  الاسييرات إلي. ايي لا نهييية.  حييث

0   وعميي. وجييه الخ ييوص، ييي م الحمييزوم غييير الاسييت ر غييير احيطيية يحم يية حدييية .

اسييت رةو وييلتيييل  لا ياتييم  م يتييوم التشييعب حييرج يشييدة. هيي  ياتييم  م يتحميي  التشييعبل 

0يتطمييب  م يتييوم الأ يي  ارتييز غييير خطيي  عنييداي   لتييم .r  تتييوم اوجييية تاياًييي
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يعيييدًا عييم احييور الفوا يي ، ليي لك الاييدارات الاغم يية لا تييزا  اسييتحيمة. وييلتيييل  نتوقيي   م 

 .  (18) يتوم التشعب حرج جزئييً الشت 

 
0.2حيث  التشعب الحرج جزئييً : (18)الشت     

 :Neimark-Sackerر تشعب نيمارك  ساكا -3-5

 . الانظوايت الاستارة تشعب هوي  ي  ي يي  تشعب نيايرك ي  الانظوايت الات طعة

 الانظواة:   يفرض  م

(12)                                  1

1

( , , )

( , , )

t t t

t t t

x f x y c

y g x y c








 

0cتامك ن طة ثييتة غير زائدية عنداي     ال ي  ال اتية لما فوية تح ت و ، (0,0)ي
 اليع ويية:

 ( ) 2 2

1,2 ( ) ( ) ( ) , (0) (0) (0) 1i cc i c c e             

  إ ا تيمي   تشعب نيايرك عندئ  

(0)(0) 0 , 1 ( 1,2,3,4) , (0) 0i k ke k d
c





    


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  :النيظا إل. الشت   (12) يوجد تغيير ي  الاتحولات يحو  الانظواةو 

(13)                         
3

1

2

1 ( ) ( )

t t t

t t t

r r d r

c b c r



  





 

  
 

 ي  الإحداثييت الديتيرتية ييلشت : (12)لمانظواة  النيظا يتتب الشت  

41 2 2

1

cos sin
. ( ) ( )

sin cos

t t t

t t

t t t

x x xa b
x y O x

y y b a y

 


 





          
            
         

 

(0)حيث  (0)d a [Panfilov 2005]. 

 . يماختمفت يملديني حيلت :الناظميدراسة الشكل 

0dالحالة الأولى   : نض   (13)نظواة ماالن يط الثييتة ليلإيجيد* * * 3r r d r  

*نجد إاي  0r   و * 21 d r   ي *
1

r
d


   1يحي . 

*الاست رار:                      اعيا   2/ 3df dr d r  

*عنداي  0r  يتوم/df dr   وتتوم ن طة التشعب عالأ  ( است رة لأج
1  1وغير است رة لأج . 

* عندايو 
1

r
d


 : 1تنش  حم ة

/ 3 3 2df dr d
d

 


     است رة لأج

1 .  0عنداي اخطط التشعب (19) يييم الشتd . 
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0dيحيلة  اخطط تشعب نيايرك  سيتير: (19)الشت    

0d الحالة الثانية  (20)الشت  ي   (13)لمانظواة  اخطط التشعب: يتوم. 

 
0dيحيلة  سيتير  اخطط تشعب نيايرك: (20)الشت    

 

  



  0202 عام 11العدد  46مجلة جامعة البعث               سلسلة العلوم الأساسية              المجلد 
 د. كامل محمد   د حامد عباس     يوسف كاجان     

145 

  النتائج:

ت يني  الن ييط الثييتيية التي  تحيييظ عميي. التتيييا يييم الانظوايية الخطيية وغييير  .1

 تحييظ عم. التتييا. الخطية، والن يط الت  لا

وييييم  هيييالييريط يينت ييني  التشييعييت الحي ييمة ييي  الانظوايييت ثنيئييية اليعييد و  .2

 . حيدية اليعد نظوايت الدينيايتيةالحي مة ي  الا التشعييت

   التوصيات:

، طروحيية ييي  الانظوايييت الهندسيييةااييم  هيي  الاواضييي  ال الييتحت  ييلتشييعييت يعتييير

الهندسيية تييأرجح  جنحيية الطيييئرة،  حيييث لييوحظ التشييعب ييي  انظوايييت هندسييية اثيي 

يت اليحييييث عييييم إقييييرار التشييييعي اييييم الاتوقييي اليحريييية، الضيييييغط التييييوريين ، وغيرهييييي. 

 . مة ي  ه ا الانظوايتالحي
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