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اللانكائوةىىالمضاعفةىلتكاملاتلىالتقروبيىحدابال
ىبادتخدامىدوالىهرموتىالمتعامدةى

 جامعة البعث –كمية العموم  –د. حامد عباس أستاذ مساعد في قسم الرياضيات 
 ممخص البحث:

اللانيائية  باستخدام كثيرات حدود التكاملات المضاعفة  دراسة إلى البحث  ىذا ييدف
 من الشكل: nRالمتعامدة في الفضاء  ىرميت

  ∫           
  

                 

) أن دالة الوزنمعتبرين  )x  بالشكل: 

2 2 2
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

  

)النظامية الذي استخدم في إيجاد كثيرات الحدود المتعامدة  القانونأوجدنا   )F x في 
 :العلاقة و تم إيجاد صيغة النواة المولدة الموافقة بحسب  nR,الفضاء

0

( , ) ( ) ( ) , 1,2,.......
n

k i i

i

k u x F u F x k


 
 

تكعيبية صحيحة تماما من أجل كل كثيرة حدود  اتحصمنا عمى علاق من ىذه الصيغة
)جبرية )p x   من الأمثمة بعددتم التحقق من ذلك ,و  7و , 5ذات دقة جبرية تساوي 
 .العددية

 المتعامدة, التكاملات المضاعفة.ىرميت وال دالعلاقات التكعيبية ,  المفتاحية: اتالكمم
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The approximate calculation infinity 

multi integrals by Hermits functions  

D. Hamed Abbas 

AlBaath University – Science Faculty – Math Department 

Abstract 
     We consider in this paper studying and calculation of 

approximate calculation infinite multi- integrals using Hermits 

orthonormal functions   in the space 
nR ,of the  form: 

 

1 2( ) ( ) , ( , ,... ) 
n

n

R

I x f x dx x x x x 

 ( ) x  is a weight function of the form: 
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We find new a formulae were derived to find orthonormal 

polynomials   

,also we state a formulae for reproducing kernel:  ( )F x   in the 

space
nR     

0

( , ) ( ) ( ) , 1,2,.......
n

k i i

i

k u x F u F x k


 
 

Using this formula, we obtain complete cubature formulae for any 

algebraic degree of exactness five and seven, this was supported by 

some numerical examples 
 

key words: cubature formulae, orthogonal polynomials, 

approximate calculation multi integrals 
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 مقدمة البحث:
بطرائق لمدوال درس عدد كبير من العمماء حساب التكاملات والتكاملات المضاعفة     

  ,و.Noskov.V.Mو   .Moller .H.M.و  I.P.Mysovskikhمنيم  تقريبية متعددة
 R.Coolsي الفضاء ىباعتبار أن المنطقة التكاممية   .وغيرىمnR  فمن المناسب ,

 عنحيث  nRالاعتماد عمى كثيرات حدود ىرميت المتعامدة و النظامية في الفضاء 

2وزن  لدالة ا

( )  rx e و 
2 2

1


n

i

i

r x  ، لتقريبية ا القيم وبالتالي نحسب

 لمتكاملات المضاعفة اللانيائية من الشكل:

2

1 2. ( ) , ( , ,... ) 
n

r
n

R

I e f x dx x x x x 

بطرائق أخرى, بطريقة الوسطاء غير  لمدوالحساب التكاملات المضاعفة    [6,7]تم في 
الفضاء الحقيقية في t لمدوالحساب التكاملات المضاعفة تم  [8]وفي  .المعينة وغيرىا

nR  9]وفي  يردوال متعامدة نظامية من نوع لاكبطريقة النواة المولدة , وذلك باستخدام 
نستخدم  أخرى . ائقبطر nRالفضاء في  لمدوالالتكاملات المضاعفة   تم دراسة    [5 ,

بيدف الحصول  ثيرات الحدود المتعامدة النظامية.عمى كالتي تستند  المولدة,طريقة النواة 
جديدة يمكن استخداميا من أجل حساب القيمة التقريبية لمتكاملات  قريبيةعلاقات تى عم

 .اللانيائية المضاعفة

 ومبرهنات أساسية: مفاهيم عامة
 من الشكل: لحساب التكاملات المضاعفة ىي مساواة تقريبية :العلاقة التكعيبية

(1)      
N

j j

j 1

( x )f ( x )dx c f ( x )


 
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ىي نقاط jx نإحيث ,  ي التكامل المضاعفتعن إشارة التكامل عمى المنطقة  

الثوابت jcو مختمفة مثنى مثنى وتدعى نقاط المكاممة أو عقد العلاقة التكعيبية ,
) الموافقة لتمك النقاط , )f xالدالة المراد مكاممتيا و( )xدالة الوزن , أما  فيي.

 المنطقة التكاممية.

إذا كانت صحيحة  ,kتساوي دقتيا الجبرية أن العلاقة التكعيبية نقول عن الدقة الجبرية: 
كبر أ وتقريبية في حال كون درجتيا kلا تتجاوز تماماً من أجل كل كثيرة حدود درجتيا 

 .من ذلك

 من المتحولات يرمز ليا 2nتحتوي عمى kىي كثيرة حدود من الدرجة  :النواة المولدة
الرمزب ,kk u x  , حيث 

1 2, ,...., nx x x x و  1 2, ,...,. nu u u u. 

 تدعى مولدة لأنيا تحقق

 ة:الآتيالخاصة 

  ( ). ( , ). ( )


  KF u x K u x F x dx 

1:حيث 2. .... ndx dx dx dx. وk  ىي درجة كثيرة الحدود المتعامدة النظامية
( )F x 0,1,2. تكون,..., , ( ) ii n F x  إذا كانمتعامدة نظامية: 

0
( ( ). ( )) ( ). ( ). ( ) ; (2)

1
i j i J ij

i j
F x F x x F x F x dx

i j
 




   


 

)أن  داخمية, وبفرضتحوي نقاط  بفرض أن      [2]:1مبرهنة )x :تحقق الشرط
( ) 0 , ( ) 0



    x x x dx  ـــ( ب1)التكعيبية والعلاقةN  من النقاط
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لا تقع عمى سطح جبري من  (1)نقاط العلاقة  2d, ومن أجل  dجبرية  تممك دقة
 :, عند ذلك يكون kالمرتبة 

 ( )!
( , ) : (3)

!. ! 2

  
     

 

n k d
N d M n k k

n k
 

الرمز  
2

 
  
 

d
k  يعني القسم الصحيح من الكسر

2

d  . 

 :الآتييمكننا إيجاد النواة المولدة بالشكل 

1 1

( , ) ( ). ( ) , ( , ) ( ). ( ) . (4)k j j k j j

j j

k u x F u F x k u x F u F x
 



 

  
 

    حيثُ إن:
( )

( , )
! !

n k
M n k

n k



 

 
 k,فإذا كانتkـــــــــالموافقة ل jـفوق رمز المجموع الأخير تعني أن المجموع يؤخذ ب الإشارة

تأخذ القيم الزوجية فقط  jزوجية , فإن  kتأخذ القيم الفردية فقط , أما إذا كانت  jفردية , فإن 

.النواة  ,kK x u  تستخدم في حالة كون كل من الوزن x  والمنطقة تمتلك خاصة

 التناظر المركزي , أي أن:

, ( ) ( ) (5)    x x x x
 

)بفرض أن النقاط [ 2] :2  مبرهنة )iu 1,2و,........,i n : تحقق الشرط 
( ) ( )( , ) ; , 1,2,......, (6) i j

k i ijK u u b i j n 
يتألف

1

n

i

i

H


)من النقاط   )jx و, 1,2,......,ns k j s   يمكن تشكيل عندئذ

 :الآتية التقريبية التكامميةالعلاقة 

( ) ( )

1 1

1
( ). ( ) ( ) ( ) (7)

 

  
n s

i j

j

i ji

x f x dx f u C f x
b 

)حيث أن: ) ( )( , ) 0 i i

i kb K u u 
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2و دالة الوزن   nRباعتبار أن كلَا من       

( )  rx e   و
2 2

1


n

i

i

r x تحققان

 ةنستخدم المبرىن التقريبية التكامميةلتشكيل العلاقات , فإنه  (5)خاصة التناظر المركزي 
 :ةالآتي

)بفرض أن كلا من [ 2]: 3 مبرهنة )x  و (5)تحقق خاصة التناظر المركزي 
),والنقاط )iu :تحقق الشرط 

(8)               
( ) ( )( , ) . ; , 1,2,....., i i

k i ijK u u b i j n

 
يتألف

1

n

i

i

H


)من النقاط المختمفة مثنى مثنى   ), , 1,2,..., n js k x j s عندئذ

 يمكن تشكيل العلاقة التكعيبية :

( ) ( ) ( )

1 1

1
( ). ( ) ( ) ( ) ( ) (9)

2


 

      
n s

i i j

j

j ji

x f x dx f u f u C f x
b 

i,فكل من  iH H  معادلة سطح من الدرجةK التي تحددىا النقطة,( )ia : بالشكل 

( ) ( )( , ) 0 , ( , ) 0   i i

i k i kH K u x H K u x

 
أما  

1

n

i

i

H


وكذلك  
1

n

i

i

H


 العلاقةمتحول.  nـفيو حل جممة المعادلات غير خطية ب 

( فيي 9)العلاقة  أما, 2kصحيحة من أجل كثيرات الحدود التي درجتيا لا تتجاوز  (7)
2صحيحة من أجل كثيرات الحدود التي درجتيا لا تتجاوز 1k  . 

)أن كلا من  بفرض [2]  :4 مبرهنة )x  و (5)تحقق خاصة التناظر المركزي , 
2تمتمك دقة جبرية  (9)ليا نقاط داخمية , والعلاقة  و  1k   عند ذلك عدد النقاط
N يحقق ما يلي: 
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( , ) , 2

2( ) , .

2 , 2 1

  


 

 

N d M n k m k

d v k ي زوج
N

v k mkردي ف

 

v دد وحيدات الحد التي درجتيا لا تتجاوز عk إلى  ي, ومبدأ الاحداثيات لا ينتم
 مجموعة النقاط, أما عندما يكون مبدأ الاحداثيات من بين النقاط , فإن:

2( ) , .

2 1 , 2 1


 

  

d v k ي زوج
N

v k mkردي ف
 

 .[5  ,  2]إن إثبات ىذه المبرىنات موجود في 

 ة:الآتيالمراحل  البحثتضمن ي

  الفضاء التكاملي في  القانونإيجادnR لحساب التكاملات من الشكل: 

2 2 2

1

,



 
n

n
n r

i

iR

I x e dx r x 

 وذلك باستخدام من نوع ىرميت تشكيل كثيرات الحدود المتعامدة النظامية ,
 (.(2العلاقة 

 يجاد صيغة النواة المولدة إ( , )kK u xاو( , )KK u x(4)قةحسب العلا  . 
  اختيار النقاط( )ia:1,2, حيث إن,.....,i n إحدى, وبعد التعويض في 

 النواة السابقة صيغتي

والتي , نحصل عمى مجموعة من المعادلات غير الخطية بشكل عام (9) أو   (7) 
)العلاقة التكعيبية نقاطعمى  يجب حميا لمحصول )ix. ر النقاط اختن( )iu تكون حيث ب

خيرا نحسب الثوابت أو  جممة المعادلات الناتجة قابمة لمحل ,
jC  من كون العلاقة

 .مناسبةنحصل عمى العلاقة التكعيبية ال لتالياوب,تحقق الدقة الجبرية المطموبة  قريبيةالت
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 هدف البحث وطريقته: -2

تكاممي نستخدمو في إيجاد كثيرات الحدود  قانون إيجادإلى ييدف ىذا البحث     
, ودالة الوزن   nRالفضاء في من نوع ىرميت  المتعامدة النظامية 

22 2

1

, ( )
n

r
i

i

r x x e 



 , تطبيق طريقة النواة المولدة لتشكيل العلاقات  و

ومن أجل الحصول عمى علاقات تكعيبية ,يمكن  ,  nRالفضاء  التكعيبية في
 لمدوال من الشكل: المضاعفة اللانيائية تكاملاتماستخداميا في حساب القيمة التقريبية ل

2

1 2. ( ) , ( , ,... ) 
n

r
n

R

I e f x dx x x x x 

تربط فيما  والعلاقات التيوخىاصها  تم عرض كثيرات الحدود المتعامدة  [3] في 

اعتماداً عمى كثيرات الحدود المتعامدة النظامية في المنطقة المذكورة  يجب إيجاد .بينها 
 .شميدت  -طريقة غرام

 

 حساب التكاملات المضاعفة اللانيائية من الشكل: :المسألة المطروحة

2

. ( ) 
n

r

R

I e f x dx 

)حيث إن  )f x , مكانية تطبيق  ىذه الطريقة عمى و  دالة ما , ودالة nRالفضاء ا 
 :الوزن

22 2

1

, ( )
n

r
i

i

r x x e 



  
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 النتائج ومناقشتها:

 : nRالفضاء التكاملي في  القانونإيجاد -1

 [4]أن: الأحادي في التكاملمن المعموم       

2 1
( )

2

n x n
x e dx








  

, فإن فردياً  nدالة غاما, مع ملاحظة أنو في ىذا التكامل, إذا كان العدد  حيث إن 
 بالاعتماد عمى ىذا التكامل نجد إن:قيمة التكامل تساوي الصفر. 

2 2 22
1 1 2 2

1 2. .... n n

n

x x xr
n

R

e x dx e x dx e x dx e x dx  
  

  

  

    

 التكامل الأحادي نجد:وحسب علاقة 

2
1 2

1

1 1 1 1
( ). ( )..... ( ) ( )

2 2 2 2n

n
r n i

iR

e x dx    



   
      

 :الآتيبالشكل  nR الفضاءالتكاممي في  القانون يكتب لتالياوب

(10)                        2

1

1
( )

2n

n
r i

iR

e x dx 




  

 حيث إن:

1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

. ..... , . ...

( , ,..., ) , | | ...

 

    

n
n n

n n

x x x x dx dx dx dx
 

       
 

,i  ,1 عمى الأقل من إذا كان واحد 2 , . . . ,i n   فيفردياً فإن قيمة التكامل 
صحيحة فقط من أجل كثيرات  (10)العلاقة  تصبح مساوية لمصفر. (10) المساواة

)الحدود من الشكل   )np x . 
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 nR الفضاءفي كثيرات الحدود المتعامدة النظامية من نوع هرميت -2

 الحدود نحصل عمى كثيراتحيث ,  دأ غرام شميث في التعامد والنظيمنعتمد عمى مب   
من  انطلاقاً  nR الفضاءفي نظامية المتعامدة و الحدود المن نوع ىرميت وىي كثيرات 
 ة : الآتيمجموعة الدوال المستقمة خطياَ 

2 2 2 3
1 2 1 2 1 2 1 11, , ,..., , . ,..., , ,..., , ,......n n nx x x x x x x x x x x 

المتعامدة النظامية حتى الدرجة  ىرميت نجد إن كثيرات حدود   (10) القانونوبحسب 
 تكتب بالشكل الآتي:الثانية 

0

1 2
( ) , ( ) , 1,2,...,

( )( ) 
  i inn

F x F x x i n
RR

 

    

 2 2

2

2 1
( ) ( )

2( )

2
( ) , , , 1,2,...,

(

11

)

 

  

i n

ij i jn

F x x
R

F x x x i j i j n
R





 

 بالشكل الآتي:المتعامدة النظامية من الدرجة الثالثة فتكتب ىرميت كثيرات حدود أما 

  

3 2

3 2

3

2 1
( ) ( ) ,

23 ( )

2 3
( ) ( ) , , , , 1,2,...,

23 ( )

2
( ) 2. . . ,

3 ( )







  

   

  

i j in

ij j in

ijk i j kn

F x x x i j
R

F x x x i j i j k n
R

F x x x x i j k
R

    

          (12)  

  



 سلسلة العلوم الأساسية                                                         مجلة جامعة البعث                    
 د. حامد عباس                                                  1212 عام  21العدد  46المجلد   

03 

 :3mتشكيل العلاقة التقريبية التكاممية ، ذات الدقة الجبرية الثالثة  -3   

 تكتب بالشكل الآتي:و ,  (4)حسب العلاقة  بسيولة النواة المولدة الموافقة يمكن إيجاد    

1

1 1

1 2
( , ) (1 2 ), ( , ) (13)

( ) ( ) 

   
n n

i i k i in n
i i

k u x u x k u x u x
R R 

 

2نشكل العلاقة التقريبية التكاممية , التي دقتيا الجبرية تساوي      1 3  m k  ,
)النقاط  . نختار (13)   والعلاقة (2)بالاعتماد عمى المبرىنة  1kحيث  )ia  بالشكل
 الآتي:

( )

( )
(0,..., 1,0,...,0)i

i
a

 

 , نجد إن ىذه النقاط تحدد المستويات الأتية: (8)بالتبديل في العلاقة 

: 0 , 1,2,.., iH x i n 

(0,...,0)النقطة   0ىي حل جممة المعادلات الخطية , 1,2,.., ix i n 
,,  أما الثوابت  1,2,..,iA i n  الموافقة لمنقاط( )ia (8), فنجدىا من العلاقة: 

( ) /2
( ) ( ) 1 ( )

[2 ( , )]
4 4

   
n n

i i

I k

R
A K a a A

  

(0,...,0)الموافق لمنقطة  C تو نجد الثاب   :من شرط كون العلاقة التقريبية 

 2 ( ) ( )

1

( ) [ ( ) ( )] ( ) (14)



   
n

n
r i i

i

iR

e f x dx A f a f a Cf  

)صحيحة من أجل كل كثيرة حدود درجتيا لا تتجاوز الثالثة , فمن أجل  ) 1f x  نجد
 إن:

/2(2 ) / 2nC n   
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معدوماً ,   Cيصبح الثابت  2nيكون سالباَ ,ومن أجل  Cالثابت  2nمن أجل 
المبرىنة حسب وىو يطابق الحد الأدنى لعدد النقاط  2n يساوي يصبح عدد النقاط ىنا و 

.(5)  

صحيحة من أجل كل كثيرة حدود درجتيا لا تتجاوز الثالثة , وتقريبية فيما  (14)العلاقة  
 موجبة دوماً. IA عدا ذلك .الثوابت 

)نفرض أن  :1 تطبيق ) 1f x   يكون: (10), حسب العلاقة 

2 1
( )
2








  
xe dx

 
 :نجد (14)  العلاقةوبحسب 

2
1/2

1/21
2A+C=2

4 2


 






  
xe dx    

 مما يؤكد صحة النتيجة.

 

 :5m لخامسةتشكيل العلاقة التقريبية التكاممية ، ذات الدقة الجبرية ا -2

والتي , من المتحولات nبـ  نستخدم كثيرات حدود ىرميت حتى الدرجة الثانية      
درجتيا زوجية , وذلك من أجل إيجاد النواة 

2 ( , )k u x  وبعد مجموعة من عمميات ,
وتكتب بالشكل , النواة المولدة الموافقة  الضرب والجمع لمحدود المتشابية يمكن إيجاد

 الآتي:

2 2 2 2

2

1 1

2 1 2
( , ) [ ( ) 2 ] (15)

( ) 2 4  


      

n n

i i i i i j i jn
i i i j

n
k u x u x u x u u x x

R
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2نشكل العلاقة التقريبية التكاممية , التي دقتيا الجبرية تساوي      1 5  m k  ,
). نختار النقاط  (15)   والعلاقة (2)بالاعتماد عمى المبرىنة  2kحيث  )ia  بالشكل
 الآتي:

( )

( )

2
(0,...,0, ,0,...,0)

2


i

i

n
a

 
 :الآتيةالتي تحدد السطوح 

2 2

1

2
: 0 , , , 1,2,..,

2 4


    

n

i i j

j

n n
H x x i j i j n 

)حيث إن النقاط  )ia   يتم اختيارىا عمى تقاطع السطوح
1

1





i

j

j

H وبالتالي نحصل عمى ,

 من المتغيرات: nجممة معادلات من الدرجة الثانية بـ

2 2

1

2
0 , , , 1,2,..,

2 4


    

n

i j

j

n n
x x i j i j n 

2لها هذه المجموعة من المعادلات الغير خطية  ns تم حلها   من الحلول , و

 :, ويساوي  nبالتدريج حسب 

2
( , ,..., ) ,

2( 2)


    


j

n
x b b b b

n
 

يكون الحل عقدياً, ومن أجل  1nمن أجل لأنو , 2nنلاحظ أنو يجب أن يكون

2n   1,2يكون الحل غير معيناً. نجد الثوابت,..., , ii n A (8)من العلاقة : 

( ) /2
( ) ( ) 1

2 2

4 ( ) 4
[2 ( , )]

( 2) ( 2)

   
 

n n
i i

I k

R
A K a a A

n n

 
 

(0,...,0)الموافق لمنقطة  C تو نجد الثاب   :من شرط كون العلاقة التقريبية 
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 2 ( ) ( )

1

( ) [ ( ) ( )] ( ) (16)



   
n

n
r i i

i

iR

e f x dx A f a f a Cf  

), فمن أجل  الخامسةصحيحة من أجل كل كثيرة حدود درجتيا لا تتجاوز  ) 1f x 
 نجد إن:

/2(2 ) / 2  nC n  

معدوماً ,   Cيصبح الثابت  2nيكون سالباَ ,ومن أجل  Cالثابت  2nمن أجل 
يطابق الحد الأدنى لعدد  (5)حسب المبرىنة و ,  2nيساوي  وىنا يصبح عدد النقاط 

 .   النقاط

)2نفرض أن  تطبيق: , ) f x y x   يكون: (10), حسب العلاقة 

2 22 3 1
( ). ( )
2 2 2

 
 

 

    
x yx e dxdy

 

 نجد: (16)العلاقة وبحسب 

2 22
12 2( )

4 2

 
 

 

   
x yx e dxdy A

  

 مما يؤكد صحة النتيجة.

 :7m السابعةتشكيل العلاقة التقريبية التكاممية ، ذات الدقة الجبرية  -3

والتي درجتيا (13) (  و 12) نستخدم كثيرات حدود ىرميت حتى الدرجة الثالثة       
فردية , وذلك من أجل إيجاد النواة 

3( , )k u x   ,: نجد إن 

3

1

( , ) ( ). ( )




n

j j

j

k u x F u F x 
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,فإذا kـــــــــالموافقة ل jـفوق رمز المجموع الأخير تعني أن المجموع يؤخذ ب الإشارة
 أي أن: ,تأخذ القيم الفردية فقط  jفردية , فإن  kكانت

3 3 1 1

3

1 1

( , ) ( ). ( ) ( ). ( )
 

  
n n

j j j j

j j

k u x F u F x F u F x 

 بإجراء الجداءات المطلوبة نجد:

3

1 1

1

4 4
( , ) ( ). ( ) ( ). ( ))

3 ( ) 3 ( )

8 2

( ) ( )

 

 

 

  

  



 

 

n n

j j J jn n
j j

n n

i j k i j k j jn n
i j k j

k u x W u W x U u U x
R R

u u u x x x u x
R R

 

 حيث إن:

2 2

2 2

1 1
( ) ( ) , ( ) ( )

2 2

3 3
( ) ( ) , ( ) ( )

2 2

   

   

j j i j j i

j j i j j i

W u u u W x x x

U u u u U x x x

 

و بعد إخراج العامل المشترك 
1


n

j j

j

u x  ,:نجد إن 

2 2 2 2

3

1

4 1 1 3 3 2 3
( , ) [( )( ) ( )( ) ]

3 ( ) 2 2 2 2 3 2 

       
n

j j i j j j i k i kn
j

k u x u x x u x u x x u u
R

 

 نجد: وجمع الأعداد الناتجة, بفك الأقواس الداخمية

2 2 2 2 2 2 2 2

3

1

4 1 1 3 3 2
( , ) [ 4]

3 ( ) 2 2 2 2 3 

       
n

j j i i i i j j j j i k i kn
j

k u x u x u x u x u x u x x x u u
R
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 من المعموم أن:
3

3 3 2 2

1 1 , 1

. 3 . . 6 .
    



 
   

 
   

n n n n

j j j j i i j j i j k i j k

j j i j i j k

i j

u x u x u x u x u u u x x x

 

.أمثال الحد مع لكي يتساوى  1/9نضرب الطرفين بـ 
 


n

i j k i j k

i j k

u u u x x x  في صيغة

 فيكون :, النواة 
3

3 3 2 2

1 1 , 1

2 1 1 1
. . . .

3 9 9 3    



 
    

 
   

n n n n

i j k i j k j j j j i i j j

i j k j j i j

i j

u u u x x x u x u x u x u x 

 نجد: في صيغة النواة ,بالتبديل 

      

3

3 3 2 2

3

1 1 , 1

2 2 2 2

1 1 1

4 1 8 2
( , ) . . .

3 ( ) 9 9 3

1 3
( ) ( ) 4

2 2

   

  



  
   
  


     



  

  

n n n

j j j j i i j jn
j j i j

n n n

j j i i j j j j j j

j j j

i j

k u x u x u x u x u x
R

u x u x u x u x u x

          

    (17)  

 تأخذ النواة المولدة بمتحولين الشكل الآتي:

(18)         



3 3 3 3 2 2 2 2

3

2 2 2 2

4 3 3
( , ; , ) ( ) ( )

3 2 2

1 1
( ) ( ) ( ) 4( )

2 2


      



       

k u v x y u x v y ux u x vy v y

uvxy ux vy vy u x ux y v ux vy

 
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2نشكل العلاقة التقريبية التكاممية , التي دقتيا الجبرية تساوي      1 7  m k  ,
). نختار النقاط  (18)   والعلاقة (3)بالاعتماد عمى المبرىنة  3kحيث  )iu  بالشكل
 الآتي:

(1) (1 , 0)u 

 ح الآتي:التي تحدد السط
2 2

1 : ( 5) 0  H x x y 

(2) نختار النقطة
1 (0 , 2) H u :التي تحدد السطح الآتي 

2 2
2 : ( 5 4) 0   H y x y 

بمجيولين , يتألف حميما ة لثمن الدرجة الثاتين وبالتالي نحصل عمى جممة معادل
)   المشترك من النقاط  ) ( )( , )i ix y        ,1 , 2 , 3i  , :التالية 

(0 , 0)

( 5 , 0)

2
(0 , )

5

7 3
( , )

2 2





 

 

2 انابتنجد الث 1,A A (8)من العلاقة : 

2

3 3
,

16 256
IA A

 
  

) ة لمنقاطالموافق iC وابتالث ونجد ) ( )( , )i ix y    ,1 , 2 , . . , 9i  من شرط كون
 العلاقة التقريبية: 
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2 2
2 9

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

( , ) [ ( ) ( )] ( , ) (19)

 
 

  

     
x y i i i i

i i

i i

f x y e dxdy A f a f a C f x y

إيجاد الثابت الموافق  من أجل  .كثيرة حدود درجتيا لا تتجاوز السابعة صحيحة من أجل كل
0)لمنقطة  , ) النقاط كل  لة التي تنعدم عندنأخذ الدا (0 ) ( )( , )i ix y  ,1 , 2 ,..,9i  

 ما عدا النقطة

(0 ,  وىي: ,(0

2 2 24 3
( , ) ( 5)( )( )

5 2
   f x y x y y 

 :نجد إن 

2 2

1 1

(1) (1) (2) (2)
1 1 1 1

18
( , ) . (0 ,0) 14

5

24
( ) ( ) , ( ) ( ) 40

5

x yf x y e dxdy f

f a f a f a f a


 

 

 

   

       

 
 

1 1

18 3 48 3 23
( ) ( 80) 14

5 16 5 256 160
C C

   
        

 الثوابت: بقيةنجد بنفس الطريقة 

      
 

      
               و    

 

     
 

صحيحة تماماَ من أجل كل كثيرة حدود درجتها لا تتجاوز السابعة وتقريبية  (19)العلاقة التقريبية 
 (4)، وهو يطابق الحد الأدنى لعدد النقاط حسب المبرهنة 31فيما عدا ذلك، عدد النقاط التكاملية 

النقاط المتناظرة بالنسبة لمركز التناظر  [1]حقيقية ،وكما في  (19)العلاقة التقريبية نلاحظ أن ثوابت .
 تقابلها ثوابت متساوية.  
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)نفرض  :1 تطبيق , ) 1f x y  ,  يكون: (10)حسب العلاقة 

2 2 1 1
( ) ( )
2 2

x ye dxdy 
 

 

 

     

 :نجد (19) العلاقة وبحسب 
9

1 2

1

2A +2A + i

i

C 


 

 .مما يؤكد صحة النتيجة

 الاقتراحات والتوصيات:

 .nRفي الفضاء تشكيل علاقات تقريبية ذات دقة أعمى-1

 بمتحولات عقدية.العلاقات التقريبية لمتكاملات المضاعفة -2

 فضاء سوبوليف.في  العلاقات التقريبية لمتكاملات المضاعفة -3 
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