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الدطحوةىى–التحوولاتىالتكاملوةىالحجموةىادتخدامى
منىىالمضاعفةىالتفاضلوةى لنقلىمعادلةىهولمكولتز

إلىىمعادلةىىوغورىالمتجاندةىالمرتبةىالثالثة
ىتفاضلوةى–تكاملوةى

 

        1حسام شقوف

 2 منتجب الحسنأ.د.

 ممخص
الأحيان فإن تحويل مسألة قيم إبتدائية وحدية إلى مسألة معادلات تكاممية  الكثير منفي  

 المسألة الأصمية أسيل من حلا احمي ،تكاممية معادلاتيمكن أن تقودنا إلى مسألة 
المضاعفة من  التفاضمية الجزئية، من ىذه الأمثمة تحويل معادلة ىيمميولتز. [1,2]

  .معادلة تكاممية يكون حميا أسيل إلى يقودنا يةالمرتبة الثا
معادلة   إلىسنحول معادلة ىيمميولتز التفاضمية المضاعفة من المرتبة الثالثة  ،في البحث
. من حل المعادلة الأصمية يكون حميا أسيل في معظم الأحيانيمكن سطية، تكاممية 

  .في نياية البحث سنعرض بعض المسائل لممناقشةو 
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Abstract 

In ofen, changing initial- boundary value problem govarig certen 

phenomina into integral problem leds us to problem of integral 

equations of more simle solving [1,2]. For example, changing 

double Helmholtz partial differential equation of second order into 

integral equation may led to more simple problem for solving. 

 In paper, we transform the double Helmholtz partial differential 

equation of third order into  surface integral  equation. Finally, we 

end the paper by sujesting some problem for discussing.     
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 مقدمة : .   1

في كثير من الأحيان من المفيد تحويل مسألة القيم الحدية والابتدائية التي تحكم ظاىرة 
 -إلى مسألة معادلات تكاممية من النماذج المتعارف عمييا ) فريدىولم معينة فيزيائية

 من المسألة الأصمية يكون حميا أسيليمكن أن حيث المسألة الجديدة ، فولتيرا....(
جديرة بالإىتمام في ميكانيك  نتائج ىذا البحث تطبيقات أن تكونيمكن أن  .[1,2]

الأوساط المادية القابمة لمتشوه بشكل عام  وفي ميكانيك الأجسام الدقيقة الاستقطاب 
بتحويل  قام الباحث إغناتشاك 1965-2002 الفترة في. بشكل خاص )المرنة والمدنة(

 الثانية المضاعفة من المرتبة  Helmholtzالبسيطة ومعادلة   Helmholtzكل معادلة 
إلى فكرة تحويل معادلة  إلى معادلة تكاممية، كما أشار نفس الباحث والمتجانستين

 لةسألة معادالمتجانسة إلى مغير المضاعفة من المرتبة الثانية و  التفاضمية ىيمميولتز
 2016بعدىا في عام . ([2])انظر الأمر الذي يسيل حل المسألة،متجانسةغير تكاممية 

 .[3] غير المتجانسة تم تعميم ذلك إلى معادلة ىيمميولتز المضاعفة من المرتبة الثانية 

 البحث: وأهمية هدف.  2

المضاعفة من لتفاضمية ا Helmholtzحث سنحول معادلة بفي الأولًا: ىدف البحث: 
 غير متجانسة.تفاضمية، -المرتبة الثالثة وغير المتجانسة إلى معادلة تكاممية

في معظم الأحيان يمكن أن تقودنا ظاىرة فيزيائية إلى معادلة ثانياً: أىمية البحث: 
وعندئذ من المفيد تحويميا إلى ىيمميولتز المضاعفة من المرتبة الثالثة غير المتجانسة 

غير متجانسة حميا أسيل )الصفائح الحديدية ، النحاسية  تفاضمية،-تكامميةمسألة معادلة 
 .،التوتيائية، الصفائح المتراكبة...(
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 طرق وأدوات البحث : .  3

فيييييي البحيييييث سييييينقوم باسيييييتنتاج التحوييييييل التكييييياممي الحجميييييي السيييييطحي المتعمييييي  بعادلييييية 
Helmholtz  انطلاقيييياً ميييين  ،المتجانسييييةالمضيييياعفة ميييين المرتبيييية الثالثيييية وغييييير التفاضييييمية

2يييييي،السييييطحية المتعمقيييية ب-الحجمييييية التحييييويلات التكاممييييية 3 , ,  يييييث ح  ىييييو ميييي ثر
 زرمثيال: ) nكيل ذليك فيي منطقية متعيددة التيرابط مين المرتبية  ،لابلاس التفاضيمي السيممي

1n:درجة من ). 

المييألوف  ليييذا الضييرض تمزمنييا التعيياريف والملاحظييات التالييية فييي الفضييا  المتييري الإقميييدي
( , )n d  ، ذيn  بعد حيثd المألوفة. ىي المسافة الإقميدية 

فيييي الفضيييا  المتيييري الإقمييييدي الميييألوف  mالمنطقييية متعيييددة  التيييرابط مييين المرتبييية  تعريفففف
( , )n d  : 

تشكل منطقة متعيددة التيرابط مين المرتبية  3Aالمجموعةالجزئية غير الخالية  أننقول 
m  في( , )n d  إذا تحق  الشراطان التاليان :اذا وفقط 

1) A مفتوحة ومترابطة فيn،  

عميييييى الشيييييكل Aأن تكتيييييب جبييييييية  (2
1

( )
i

m

i
Fr A S



حييييييث المجموعيييييات ،i
S 

 مترابطة ومنفصمة مثنى مثنى. 

 

)قة بسية الترابط فيطىو من        : زر الدرجة الصفرية1مثال , )n d  

) هومنطقة ثنائٌة الترابط فً                  زر الدرجة الأولى  >2مثال , )n d  
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1m >زر الدرجة >3مثال   ،1 >هو راغاتحٌث عدد الفm   ، هو منطقة متعددة الترابط

)فً  mمن المرتبة  , )n d.  

 

الإقلٌديفً الفضاء  mمنطقة متعددة الترابط من المرتبة  فً> مبرهنة غاوس

( , )n d< 

)فً الفضاء mالمرتبة  منطقة متعددة الترابط من  Vلتكن  , )n d ولنفرض أن <

1

( )
m

i
i

Fr A S


  ،كن أيضاً تولF  دالة متجيية معرفة عمىV (حيث: 

( )Fr V V V
 Vفي  0Cومن الصف Vفي  1Cومن الصف  ) 

 عندئذ: 

(3.1  )                                               
1

div .  

i

m

iV S

dV dS


 F F n 

 nأما، Vفي المنطقة متعددة الترابط  Fىو تفر  الدالة المتجيية  div Fحيث  
i السطح ىو متجو واحدة الناظم

S والموجو نحو خارجV ،dV   ىو عنصر حجم
iىو عنصر سطح من V  ،dSمن 

S.  
 

)3عمى الفضا  الإقميدي ثلاثي البعد يمي سنقتصر فيما , )d ، المبرىنات  حيث تمزمنا
وبمطابقة  لأجل م ثر لابلاس  Greemالثلاث اليامة التالية المتعمقة بمطابقة 

Greem 2 لأجل م ثر لابلاس المضاعف  وبطابقة غرين لأجل م ثر لابلاس

في الفضا   mمتعددة الترابط من المرتبة Vكل ذلك في المنطقة ، 3عّفاالمض
)3الإقميدي ثلاثي البعد , )d. 
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في المنطقة متعددة الترابط مطابقة غرين من أجل لابلاس :[ 1,2,3,4,5] 1مبرىنة

V 

U,لتكن  V  دالتان ممساوان بالقدر الكافي فيV عندئذ: 

(3.2)                          

1

( ) ( )

i
i

m
S

V U
d U V V U dS U V

U n



 
  

 
  

V

V 

)    حٌث> ).
U

U





grad n
n

. 

 

 : البرهان

يعتمد البرىان عمى تحويل التكامل الحجمي الساب  إلى تكامل سطحي في المنطقة 
 لنلاحظ أن:  .مستخدمين في ذلك مبرىنة غاوس Vمتعددة الترابط

                               ( )U V V U U V V U    div grad grad 

 لأنو نعمم أن: 

                                      ( . ) ( ) .f f f div g divg grad g  

 :وبالتالي 

               
( ) ( ). ( )

( ).( )

U V V U U V U V

V U V U

  

 

div grad grad divgrad grad grad

divgrad grad grad
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  :يصبح لدينا divgradوبماأن 

                            ( )U V V U U V V U    div grad grad 

عمى العلاقة  mفي المنطقة متعددة الترابط من المرتبة  وبالتالي إذا طبقنا مبرىنة غاوس
 نحصل مباشرة عمى المطموب. ،السابقة

 

 :  2عّف امطابقة غرين من أجل لابلاس المض :[ 1,2,3,4,5] 2مبرهنة

U,الدالتان لدينا كانت إذا V، الترابط متعددة المنطقة في الكافي بالقدر ممساوتانV، عندئذ 

 :التكاممية المتطابقة تتحق 

(3.3) 
2 2

1

( ) [( ) ( ) ( ) ( ) ]
m

i
i

S

V U
U V V U dS U V U U V V



   
    

   
      

V
n n n n

 :البرهان

لنلاحظ أن:
2 2 [( ) ( ) ( ) ( ) ]U V V U U V V U U V V U         div grad grad grad grad

 :لأن 

    

2 2

[( ) ( ) ( ) ( ) ]

( ) ( ) . ( ) . ( )

( ) . ( ) ( ) ( ) .

U V V U U V V U

U V U V V U V U

U V U V V U V U

U V V U

   

  

   

 

   

   

   

 

div grad grad grad grad

divgrad grad grad divgrad grad grad

divgrad grad grad divgrad grad grad

في المنطقة متعددة الترابط عمى طرفي العلاقة السابقة، وبالتالي بتطبي  مبرىنة غاوس 
V .نحصل عمى المطموب 
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 النتائج والمناقشة: 4.

المضاعف من   Helmholtzبيدف الحصول عمى المطابقة التكاممية المتعمقة بم ثر
المرتبة الثالثة والتي بدورىا ستكون نقطة البداية لمحصول عمى التمثيل التماممي التفاضمي 

 يمزمنا صياغة واثبات المبرىنة التالية. Vليو المعادلة في المنطقة متعددة الترابط

 :3 من المرتبة الثالثة المضاغف طابقة غرين من أجل لابلاسيانتم : 3مبرهنة

U,إذا كانييييت  V  دالتييييان ميييين الدرجييييةn متعييييددة  ممسيييياوتان بالقييييدر الكييييافي فييييي المنطقيييية
 عندئذًّ:، Vالترابط

(4.1) 
3 3

2 2 2 2

1

( )

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]
m

i
i

S

dV U V V U

V U
d S U V V U U V U V V U



 

     
    

     

 

       





V

n n n n n n

  

  :البرهان

 لنلاحظ أن :

(4.2)       
3 3 2 2

2 2

[ ( ) ( )

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(

U V V U U V V U

U V V U U V V U

   

  

   

      

div grad grad

grad grad grad grad
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 لأن : 

            
2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

[ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )]

( ) ( ). ( )

( ) ( ). ( )

( ) ( ) .

( ) ( ).

U V V U U V V U

U V V U

U V U V

V U V U

U V U V

V U V U

   

  



 

 

 



   

   

 

 

 

 

div grad grad grad grad

grad grad

divgrad grad grad

divgrad grad grad

divgrad grad grad

divgrad grad grad

( ) ( ) ( ).( )

( ) ( ) ( )( )

U V U V

V U V U



 

   

   

divgrad grad grad

divgrad grad grad

  

لييييييي مسييياوياً  ، بعيييد الاختصيييار يصيييبحالمقيييدار السييياب  صيييبحي divgrad وبميييا أن :
3 3U V V U . 

، Vفيي المنطقية معيددة التيرابط  (4.2)الآن، بتطبي  مبرىنة غوص عميى طرفيي العلاقية 
 .  (4.1) نحصل مباشرةً عمى المتطابقة التكاممية

 

ينا مطابقة غرين لأجل م ثر ىيمميولتز المضعف من طفيي تعالمبرهنة الرابعة أما 
 المرتبة الثالثة:

 

من المرتبيية المضيياعف  Helmholtzميين أجييل ميي ثر التكاممييية متطابقيية غييرين :4مبرهنففة 

2ثالثةال 2 2

1 2 3
  : 

U,ليييكن  V  دالتييان ممسيياوان بالقييدر الكييافي فييي المنطقييةV  متعييددة التييرابط ميين المرتبيية

m   تيييايوالتييي جبي 3فييي الفضييا: 
1

( )
m

i
i

Fr A S


 1لييتكن، و 2, 3,    ثلاثيية أعييداد
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 :عمييييى التعيييييين ولنضيييي  عقدييييية لا
22
i

i
   1,2,3حيييييثi ، جييييل لأعندئييييذ

2الثالثييةميين المرتبيية  عفاالمضيي Helmholtzميي ثر 2 2

1 2 3
    مطابقيية ال تتحقيي

 التالية: التكاممية

(4.3)            
 

 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2

1

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

4 4 4

4

( )

{ ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +

[ ( )] ( }        

m

i
i

S

V U U V d

U
V U U V V

V
U V U U V

U V
V U d S

     

    



 

  
  

  

  
  

  

 
   

 

   





V

V x

n n n

n n n

x
n n

 

2حيث :  2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

4
( ) ( )                .  

 يكتب بالشكل: (4.3) : إن الطرف الأيسر لمعلاقة البرهان

(4.4)     
 

   

 

3 3 2 2 2 2 2

1 2 3

2 2 2 2 2 2

1 2 1 3 2 3

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

V U U V d

V U U V d V U U V d

V U U V d

     

  

     

 
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 (4.4)السابقة في العلاقة الأخيرة  اتمن المبرىن (4.1)و (3.2)و  (3.2)عوضنا  إذا
  .(4.3) نحصل بعد التبسيط مباشرة عمى العلاقة
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 >المبرهنة الهامة التاليةومنه 

 :5 مبرهنة

ذات  mمتعددة الترابط من المرتبة Vدالة ممسا  بالقدر الكافي في المنطقة  Uلتكن 

الحدود
1

( )
m

i
i

Fr S


V  

 المضاعفة من المرتبة الثالثة: Helmholtzمعادلة  Vولنعتبر في 

(4.5)                                   2 2 2

1 2 3
U A     

 التفاضمية الجزئية عندئذ ت ول المعادلة .تاب  معطى Aىي التاب  المجيول و Uحيث
 السابقة إلى المعادلة التكاممية التفاضمية التالية:

(4.6)   
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   :الم ثرات حيث

(4.7)                                     
1

2
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 :الثوابت حيثو 

(4.8)                                

12 2 2 2

1 2 1 3
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1 2 2 3

32 2 2 2
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1 1

4 ( )( )

1 1
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
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
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 :ىي دالة غرين المتعمقة بالمعادلة Gحيث 

(4.9)                                 2 2 2

1 2 3
( )G     x - ξ 

)حيث     ) x - ξ   وىو يعطى بالعلاقة: 3ىو توزي  ديراك الثلاثي فو 

(4.10)                 1 1 2 2 3 3( ) ( ). ( ). ( ) ,x x x         x -ξ  

)         :          حيث ) , (i 1,2,3)i ix   ىو توزي  ديراك عمى  

(4.11)                     1 2 3 1 2 3( , , ) , ( , , )x x x     ξ V x V 

)وأخيراً تعطى  )G G x,ξ : بالعلاقة 

(4.12)                           
31 2

1 2 3 ;

,

i Ri R i Re e e
G M M M

R R R

R

 

  
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(4.13)                                   
13

1
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j

j i R

j

j

e
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 : البرهان

. (4.9)و ( 4.5)معادلتي ىيمميولتز المضاعفتين من المرتبة الثالثة  Vنعتبر في 
V, المبرىنة السابقة حيث: باستخدام G U U  <نجد ، 

(4.14)        
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 نحصل عمى:بالتالي 

(4.15) 
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 :وبما أن

(4.16)                                  ( ) ( ) ( ) ( ) ,U d U 
V

x x - ξ V x x 

 

(4.17)  
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 حيث:

(4.18)                                 
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 : الشكل الأبسط التالي (4.17)حيث تأخذ 

(4.19)                 
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 حيث :

(4.20)                             
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 : استخدمنا العلاقات التوزيعية (4.19) وىنا نشير أنو عند استنتاج العلاقة السابقة

 

(4.21)            
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استخدمنا ، السابقةالعلاقات و  (4.17)و (4.17)أنو عند استنتاج  إلى نشيركما 
 العلاقات التالية بين الجذور:

              

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 3 1 2 2 3 1 3 2 3

1 1 1
0
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 نحصل عمى: (4.19)و (4.16)و (4.15)من المعادلات : 
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(4.22)
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  بعد التبسيط تأخذ الشكل: التيو 

(4.23)
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 حيث:

(4.24)           
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وبعيد سمسيمة مين العممييات الحسيابية المعقيدة والتبسييط والاختصيار يمكين بسييولة الوصيول 
 إلى العلاقات الثلاث الآتية:

(4.25)                                         
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)وبتعويض العلاقات الثلاث السابقة بصيضة  )U ξ :الأخيرة نحصل عمى 
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 لتكن لدينا جممة المعادلات التفاضمية التالية: نتيجة:

(4.27)                         
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 حيث:

(4.28)                                       
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أن الأنظمية الثلاثية أيضياً لنفيرض  كيرهذ إضافة إلى ماتقدم .معمومة أعداد ثلاثة مصفوفات
 تممك الشكل المستقل المشترك التالي: ،(4.27) السابقة
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,حيث الدوال  ,L M N  معمومة و الدوال, ,U V W مجيولة كل ذليك فيي المنطقيةV 

ذات الحيييدود  mمتعيييددة التيييرابط مييين المرتبييية
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(4.31)   
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 النتائج والتوصيات:. 5

  :أولًا: النتائج

ثبات صياغة تم  في التالي: النحو أساسية،عمى واثنتان مساعدة منيا ثلاثة مبرىنات خمسة وا 

 برىان مطابقة غرين لأجل لابلاس البسيط و ) المساعدتين( تم صياغة  الأولى والثانية
2  ولابلاس المضاعف من المرتبة الثانية  4,5. 
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تم فييا إثبات مطابقة غرين من أجل حيث  ان المبرىنة الثالثةفي البحث تم صياغة وبرى
الرابعة تم إثبات مطابقة ، أما في المبرىنة  3لابلاس المضاعف من المرتبة الثالثة 

وفي  ،من المرتبة الثالثة الجزئي المضاعف  غرين من أجل م ثر ىيمميولتز التفاضمي
تم إعطا  الصيضة التكاممية المكافئة لمعادلة  وباستخدام ماسب  المبرىنة الأخيرة

Helmholtz  المضاعفة من المرتبة الثالثة وغير المتجانسة.كل ماتقدم ذكرة تم إثباتة
 .mعمى منطقة متعددة الترابط من المرتبة 

 

  :ثانياً: التوصيات

إن النتييائج السييابقة تفييتح أمامنييا أفيي  مناقشيية المسييألتين التييالتين المتعمقتييين بشييروط سييومر 
   :فيمد المقاربية والتمثيلات التكاممية الموافقة ليا

المسألة الأولى: مناقشية الشيروط المقاربيية والتمثييلات التكامميية الموافقية مين أجيل جسيم    
مركيييزي التنييياظر وذي سييييب  ثوابيييت مادييييية غييييير و ميييرن دقيييي  الإسييييتقطاب وترمودينييياميكي 

 توافقياً م  الزمن. وبوجود حمول ترموديناميكية متضيرة

وغييير مركييزي  المسييألة الثانييية : إعييادة ماتقييدم ذكييره لأجييل جسييم مييرن دقييي  الإسييتقطاب   
عدد الثوابت ثمانيية بوجيود حميول ترموديناميكيية  بثابت إضافي أي يصبح ؛أعقدو  التناظر،

 ياً م  الزمن.متضيرة توافق

المسييألة الثالثيية : إعييادة ماتقييدم ذكييرة لأجييل مييائ  الترمودينيياميكي دقييي  الإسييتقطاب ميين    
 .  بعدم وجود حمول ترموديناميكيةو  بوجود ،نوع )إيرينضن(
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