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مركزية  المعممة الدقيقة أسس المرونة الحرارية
المعمم  الدقيق نموذج الترموديناميكيالو التناظر

 الصامد بالشكل التنسوريوبزمن استراحة واحد لها 

 2الحسن بد. منتج                      1غيث صالح

 :ممخص البحث

 (Anisotropic) المناحي متماثل غير مرن لجسم رياضيال بالنموذج البحث يتعمق

 مرنة قوة انفعالات من يعانيو  الجزيئية البنية عتبرمو  ،(Homogeneous) ومتجانس

مركزية  الدقيقة، التحريكية، ،الخطية المرونة ضمن ،تينصغير  وانفعالات عزم مرنة،

 الفرق بين درجة الحرارة المطمقة والطبيعية حيث ،المعممة المترابطة مع الحرارة التناظر،

 بدلًا من قانون ،Maxwell (1867)الحراري ىو قانون  التوصيل قانونو  صغير،

Fourier الزائدي النمط من حراري توصل إلى يقود الذي الأمر ،الحراري التوصيل في 

 الترموديناميكي السموك ىذا مثلأن   .[1,2] دواح استرخاء وزمن منتيية موجية بسرعة

 Shulman (1967) و Lord الباحثين خلال من التقميدي بالمعنى مناقشتو تمت المعمم

تمت مناقشتو في وبالمعنى الدقيق  .(L-S) الرمزـب الجسم ىذا لمثل رمزيً  حيث ، [3]

سم الدقيق لأجل الج Nowackiو Kaliskiين الباحث خلال من  (1986-1992) [1,2]

                                                 
  .جامعة البعث –كمية العموم  –قسم الرياضيات  – في الرياضيات التطبيقية طالب دكتوراه  1
 البعث. جامعة –كمية العموم  –قسم الرياضيات  –أستاذ في الرياضيات التطبيقية  2
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أولًا: سنستنتج الطاقة الحرة البحث،  في..متماثل المناحيمركزي التناظر، والمتجانس و 

الناطق في النظام  التنسوري الشكل، ومن ثم سنستنتج المعممة كتابع للانفعالات والحرارة

لمجسم الترموديناميكي المعمم الدقيق بزمن استرخاء  الاحداثي الديكارتي لمنموذج الرياضي

 Nowackiو Kaliskiالباحثين  خلال من  )لأجل حالة خاصة( رياضياً  احد والمناقشو 

 نموذجلم ،دالصام التنسوري الشكل سنناقش بعدىا .(K-N) بالرمز لو والذي نرمز

أخيراً سننيي البحث باقتراح عدد من  ، (K-N) الدقيق المرن مجسمل العام الرياضي

 .المسائل لممناقشة

 
 يرمن المعممة، الدقيقة ومركزية التناظر المرونة الحرارية: الكممات المفتاحية

  استرخاء واحد
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This paper concerns the mathematical linear model of generalized 

thermoelastic, homogeneous and anisotropic body, with 

microscopic structure and small elastic force and couple strains, 

subjected to generalized temperature field, in the frame of linear 

generalized coupled micropolar and centro-symmetric thermoelas-

ticity that difference between the absolute and natural temperatures 

is small and the Maxwell hot conduction law (1867) is considerable 

instead of the classical Fourier one, which leads to hyperbolic heat 

conduction equation with finite wave speed and one relax time [1,2]. 

In classical sense ,such a generalized thermodynamical behavior was 

proposed firstly by Lord and Shulman (1967) [3], for which the body 

shortly called (L-S). For the homogeneous and isotropic case of the 
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micropolar and centro-symmetric generalized thermoelasticity, was 

proposed by Kaliski and Nowacki [1986-1992] [1,2].  

  In paper, firs, we derive the general free energy as a functional of 

strains and generalized temperature, then in cartesian coordinate 

system ,we derive the tensorial mathematical model of the 

micropo-lar centro-symmetric generalized thermoelastic (K-N) body, 

which in special case was discussed by Kaliski and Nowacki  [1,2]. 

Next, we derive the invariance tensorial form of the general case of 

the (K-N) micropolar and centro-symmetric body .Finally, we end 

the paper by proposing some problems for discussing.   

 

 

Key Word: The Generalized Micropolar and Centrosymmetric 

Thermoelasticity with one Relaxion Time . 
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   مقدمة:.  1

نقطة البداية  (Carlson,1972)لممرونة الحرارية  )الخطية(تعنبر النظرية الكلاسيكية 
ة مع انتشار، لنظريات أخرى معممة، تشمل: المرونة المزجة الحرارية، والمرونة الحراري
ظيرت نظرية  والمرونة الحرارية الكيرطيسية، والمرونة الحرارية بسرعات موجية منتيية.

 ،المرونة المعممة بزمن استرخاء واحد بنتيجة إجراء تعديل عمى معادلة التوصيل الحراري
في إطار نظرية الغازات، من ثم  Maxwell (1867)التقميدية، حيث اقترح ىذا التعديل 

Cattaneo (1948) من ثم العديد من في إطار التوصيل الحراري في الجسم القاسي ،
  فً إطاس اندغى انماتم نهرشِٕ. Shulman  (1967) [3] و Lord أبرزىمالباحثين، 

 (L-S)تمت مناقشة الأسس والنموذج الرياضي لمجسم الترموديناميكي المعمم  [3]فً    
،  (1992-1986) [1,2]في   حداثي الديكارتي.بزمن استرخاء واجد، ذلك في النظام الا

تمت مناقشة الأسس وبعض معادلات النموذج الرياضي التروديناميكي المعمم ودقيق 
, رنك فً انحانح انخاصح انرً ٌكٌٕ فٍٓا اندغى (K-N) الاستقطاب ومركزي التناظر

    يرداَظ ٔيرًاثم انًُاحً.

 البحث:   أهميةو  هدف.  2

، المعممة تنتاج الشكل العام لمطاقة الحرة كتابع للانفعالات والحرارةاس إلى البحث ييدف
ومن ثم استنتاج الشكل التنسوري الناطق في النظام الاحداثي الديكارتي لمنموذج الرياضي 

 دقيق الاستقطاب ومركزي التناظر المرناسترخاء واحد لمجسم  بزمن المعمم الترموديناميكي

(K-N). الترموديناميكي الرياضي لمنموذج ،الصامد التنسوري الشكل إلى مناقشة ييدف كما 

كل ذلك عندما يكون الجسم  ، (K-N)دقيق الالمرن  لمجسم المعمم بزمن استرخاء واحد
في ، حيث يشغل الجسم )الحالة الأعم( (Anisotropic) متجانس وغير متماثل المناحي

  البعد. ثلاثية الاقميدية المتنوعة في ومحدودة ابطالتر  بسيطة Bلحظة البدء، منطقة
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 من الأقرب ىو (K-N) لمجسم المعمم الرياضي النموذج بالآتي. فتكمن البحث أىمية أما

 ألمنيوم، نحاس، ... الخ حديد، ( الطبيعة في الموجودة المواد أدق بشكل ليصف تمثيلال حيث

في  وا النموذج، يمكننا من اسقاط(، فضلًا عن ذلك فإن الشكل التنسوري الصامد ليذ
، ذلك النظام الاحداثي المنحني، الذي من جية أولى يتناسب مع الحالة البدئية لمجسم

 يسيل فيو حل مسألة الجسم. ومن جية أخرى

 طرق لبحث:.  3

في استنتاج الطاقة الحرة لمجسم المعتبر   [1,2]في المستخدمة الطريقة سنعتمد تعميم
، في استنتاج [3]والحرارة المعممة وتعميم الطريقة المستخدمة في  كتابع للانفعالات

الشكل التنسوري الناطق في النظام الاحداثي الديكارتي لمنموذج الرياضي الترموديناميكي 
المعمم بزمن استرخاء واحد لمجسم المدروس المتجانس وغير متماثل المناحي. أخيراً 

 التنسوري الشكل إيجاد في [3,4,5,9,12,14,15] سنعتمد تعميم الطريقة المستخدمة في

 ومركزي الاستقطاب دقيق المعمم الترموديناميكي لمجسم الرياضي سس والنموذجللأ الصامد

 في ويشغل المناحي متماثل وغير متجانس الجسم حيث استرخاء واجد، بزمن (K-N) التناظر

 يذال .3Rالبعد ثلاثية الاقميدية المتنوعة في دودةومح الترابط بسيطة Bمنطقة البدء، لحظة

 المعمم، الترموديناميكي لمجسم المعممة التروديناميكية الحالة تعريف فيمايمي نعرض الغرض

، وذلك بيدف استنتاج الطاقة الحرة المعممة (K-N) :الاستقطاب ومركزي التناظر دقيق
 المتنوعة في ومحدودة الترابط بسيطة Bة البدء منطقةليذا الجسم الذي يشغل في لحظ

 .3Rالبعد ثلاثية الاقميدية
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الاستقطاب ومركزي  دقيق المعمم، الترموديناميكي لمجسم المعممة التروديناميكية الحالة  
 لتنسورية:توصف ىذه الحالة من خلال مجموعة المقاطع ا: K-N) التناظر:)

,,,....سـنفترض أن جميـع الأدلــة اللاتينيـة  kji   وسـنعتمد رمــوز  3,2,1تأخـذ القــيم ،
Einstein  3فــي المتنوعــة ادقميديــة ثلاثيــة البعــدR 321، ولــتكن xxxO  جممــة إحداثيــة

1يــــــة، وقاعــــــدتيا ىــــــي ، ومباشــــــرة، وعطال ديكارتيــــــة قائمــــــة 2 3( , , )e e e.  ــــــة إن العممي
توصــــف (، K-N)لمجســــم  ، ومركزيــــة التنــــاظرالمرنــــةالدقيقــــة  الترموديناميكيــــة المعممــــة 

}بواســـطة مجموعـــة المقـــاطع التنســـورية , , , , ,  ,  , , } u q    حيـــث ، ,u  
 التوجيـات، وحقل ادزاحات، حقل عمى الترتيب، ،فيزيائياً  نيمثلا مستقلان ،انمتجيي انمقطع

, كمــا أن:  ىمـــاعمى و متنــاظران، غيـــر فيمـــا مقطعــان تنســـوريان مــن المرتبـــة الثانيــة، و
ـــةالترتيـــب، حقـــل الانفعـــالات وحقـــل   ,و  ،الانفعـــالات الدقيق   مقطعـــان تنســـوريان مـــن

وغيــر متنـــاظران، وىمــاعمى الترتيـــب، حقــل الاجيـــادات وحقــل الاجيـــادات المرتبــة الثانيـــة، 
0كمــــا أنالدقيقــــة،    حيــــث ،  مقطــــع الحــــرارة المطمقــــة فــــي الجســــم وىــــو مقطــــع
 ,أخيـراً ، )مقـدار قابـت موجـب(، 3درجة حرارة الحالـة الطبيعيـة لمجسـم 0سممي، و q  ،

عمى الترتيب ىما مقطع الأنتروبيـة فـي الجسـم وىـو مقطـع سـممي، ومقطـع التـدفق الحـراري 
[وىـو مقطــع متجيــي. فــإذا رمزنــا بــــــ 0 , [:A   و بـــ [ 0 , [:A  , فــيمكن أن

Bتمثل الحقول السابقة في A ، في النظام ادحداثي الديكارتي
ie  :بالشكل التالي ، 

(1.3)                   
ˆˆ ˆ, , ,
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3
 الأَرشٔتٍاح يمطا  , ًْ انحانح انرً ٌُعذو فٍٓاا لاا م ياٍ(K-N) انذلٍك انرشيٕدٌُايٍكً انًعًى انحانح انطثٍعٍح نهدغى 

 حط  انرُغٕسٌأانًم:, و,  ٔ ًٓانًمط  انًردq . 
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ˆˆتانحيــث المصــفوف ,i iu  تمثـــل (1.3)فــي  والثانيــة فــي الطــرف الأيمـــن العلاقــة الأولــى ،
 الديكارتيةالمركبات في القاعدة  تيمصفوف عمى الترتيب،

ie  ، مقطـع ادزاحـاتلكل مـنu 

ˆالمصفوفاتان ،التوجيات ومقطع ˆ,i j i j  رابعـةال لمعلاقتين الأيمن الطرف في الموجودتان 
المركبـــات  مصـــفوفة عمـــى الترتيـــب، ، متناظرتـــان، وتمـــثلان غيـــر فيمـــا (1.3) فـــي خامســـةوال

أخيـراً  ، لممقطـع التنسـوري المركبـات الديكارتيـة ، ومصفوفةلممقطع التنسوري الديكارتية
ˆالمصــــفوفتان ˆ,i j i j  فــــيالسادســــة والســــابعة  لمعلاقتــــين الأيمــــن الطــــرف فــــي الموجودتــــان 

لممقطـع  المركبات الديكارتيـة مصفوفة عمى الترتيب، ، متناظرتان، وتمثلان غير فيما (1.3)
 المقــــاطع مجموعــــة إن . لممقطــــع التنســــوري المركبــــات الديكارتيـــة ومصــــفوفة التنســـوري

Bفـي ة التاليـ ةالمعمومـ ،ةلتنسـوريا طعاالمقـ ويقابيـا مجيولـة، السـابقة التنسورية A ي:ىـو ؛ 
 :  ينالمتجيي والعزم الحجمي، القوة الحجمية امقطع

(2.3)                            ˆ ˆ,i i i iX Y X e Y e 

 سممي. مقطع وىو r الزمن: ووحدة الحجم وحدة في والمتشكمة الجسم في الحرارة كمية ومقطع

كل من الطاقة  والنتائج التالية حول ريفاتعالمن أجل متطمبات البحث، يمزمنا فيمايمي   
e الداخمية 0t، في المحظة dVلاغرانجي لعنصر حجم والطاقة الحرة    [1,2,3] . 

  , انًعطى تانع لح:Uندعو المقدار السممي  :1تعريف

(3.3)                      ,
ˆ ˆˆ ˆ ˆ= ji ji ji ji i ie q r        

0t، فــي المحظـة  dV  نـدعوه بالطاقـة الداخميـة لعنصـر حجـم لاغرانجــي انع لااح . فا ً

f، النقطــة تعنــي المشــتق الجزئــي الزمنــي الأول؛ (3.3)
f

t





, انفاصااهح انذنٍهٍااح ذعُااً 

,انًشرك اندضئً تانُغثح نًرحٕلاخ انًٕض ؛  i

i

f
f

x





. 
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 , انًعطى تانع لح:ندعو المقدار السممي :2تعريف

(4.3)                                             = e   

0t، في المحظة dV ندعوه بالطاقة الحرة لعنصر حجم لاغرانجي . 

  : جدن ة،العلاقة الناتج في (3.3) يتعوضومن ثم  لمزمن بالنبة جزئياً  (4.3): تاشرماق 1َرٍدح

(3.5)             ,
ˆ ˆˆ ˆ ˆ

ji ji ji ji i iq r              

: فااااً انحانااااح انرشٔدٌُايٍكٍااااح انذلٍمااااح, إرا فشضااااُا  ٌ انًرحاااإلاخ انًغاااارمهح نهحانااااح 2َرٍدااااح

ˆ انرشٔدٌُايٍكٍااااح انذلٍمااااح ْااااً الاَفعااااالاخ: ˆ,i j i j  ٔانحااااشاسج انًطهمااااح , اخ ٔانًشلاثاااا

ˆانذٌكاسذٍااح:
iq نًردااّ انرااذفكq :ًالإخٓاااداخ: , تًٍُااا ذٕاتاا  انحانااح انرشيٕدٌُايٍكٍااح انذلٍمااح ْاا 

ˆ ˆ, i j i j   ٔالأَرشٔتٍح ٔانطالح انحشج رانً ٌكٌٕ: , تان 

(3.6)
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , ) , ( , , , ) ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , )

i j i j i j i j i i j i j i j i j i

i j i j i i j i j i i j i j i

q q

q q e e q

         

            

 

  
 

 ., انًعًًحذغًى انع لاخ انغاتمح تانع لاخ انرأعٍغٍح

 

( انًعًاى انثاًَ فً انرشيٕدٌُايٍاك انًثذ  ) انًعًًح Clausius-Duhemلاًا ذهضيُا يرشخحح       

 :[1,2,3]  شكهٓا انًحهً انرانًت

(3.7)                                     
,

ˆ
ˆ 0

ˆ

i i

i

i

q
q

q 





 
  

  

 

حٍث انشيض
ˆ
iq 

 
 
  

,ي  ثثاخ لام يٍ:  ٌعًُ اشرماق    , . 

 :[1,2,3] لاًا ٌهضيُا لإٌَ اَحفاظ الأَرشٔتٍح, انًعًى انرانً, تشكهّ انًحهً     
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(3.8)                                ,
ˆ ˆ

ˆ
i i i

i

q r q
q 


 

 
    

  

 

 انرانً فً انرٕصٍم انحشاسي:Maxwell-Cattaneo ٌهضيُا  ٌضام لإٌَ     

(3.9)                                       ,
ˆˆ ,i i j jLq k   

 ىو مؤثر المؤثر الاشتقاقي المعطى بالعلاقة: Lحيث

(3.10)                        0 0 0: 1 / ;L t t t     

ˆكمـا أن الرمـوزٌذعى تاضيٍ الاعارشءا ,  0tُْٔا انثاتد انًٕخة
i jk  تـدل عـل المركبـات

 ، وىي تحقق: kالديكارتية لمقطع التوصيل الحراري

(3.11)                     , , 0ˆ ˆ ˆ, ,i j j i i j i jk k k    

معادلات الحركة والعلاقات اليندسية أجل متطمبات الفقرة القادمة، أيضاً تمزمنا، ومن     
B، والمحققة في(K-N) التالية لمجسم المعتبر الدقيق ومركزي التناظر A 

 
 [2]: 

(12.3)       , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ   ,      ,j i j i i j i j i ij ki j k
X ρu Y J         

(13.3)                  , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ    ,      ,j i i j j i i jk j i k

u κ    

 حيث
i j k

 ذُغٕس ْٕLevi-Chivit  ٌانُغثً يٍ انًشذثح انثانثح, تانٕص
1

2
w  [8] ,ρ 

, ًْٔ ذًثم انعطانح انذٔساٍَح نهدغى J, لاًا  ًٌْٔ ذرث  نهًٕض  ذًثم انكرهح انحدًٍح نهدغى

 . ٌضام ذرث  نهًٕض 

ومـع قـانون  (3.7)يجب أن تتوافق مع كل مـن المتراجحـة  (3.6)إٌ انع لاخ انرأعٍغٍح     
 .(3.9)  -(13.3)الحراري المعمم  لالتوصي، ومع قانون (8.3)حفاظ الأنتروبية نا
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 النتائج والمناقشة:. 4      

لطاقة الحرة المعممة بـزمن اسـترخاء واحـد كنـابع لمتحـولات الحالـة الترموديناميكيـة ا . 1.4
ˆالدقيقة:  ˆ ˆ, , ,i j i j iq  : .نبدأ بالنتيجة التالية 

ˆ: ترتبط توابع الحالة الترموديناميكية الدقيقة:1نتيجة ˆ, ,i j i j    ،مع الطاقة الحـرة المعممـة
 بالعلاقات الـتأسيسية التالية: الدقيقة:

(4.1)     ˆ ˆ, ,
ˆ ˆ

ji ji

ji ji




  
  

  

       
                 

q
q




 

حٍاااااااث انشياااااااض 
ˆ

ji 





 
 
   q

,يااااااا  ثثااااااااخ لاااااااام ياااااااٍ:  ٌعُاااااااً اشااااااارماق   ,q ,

ٔانشيض
ˆ

ji






 
 
  

q

,ي  ثثاخ لام ياٍ:   ٌعًُ اشرماق  ,qياا انشياض  , 







 
 
 

 

, ي  ثثاخ لام يٍ:   فٍعًُ اشرماق ,  .       

 ، نجد أن:(3.6)من العلاقة الرابعة في انثشْاٌ: 

(4.2)  ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

ji ji i

ji ji i

q
q


 

   
   

  

         
                     

q
q


  

 

 أن: (4.2)و  (3.8) و (3.5)يٍ  اٌَ ٌُرحٔ

(4.3)ˆ ˆˆ ˆ0
ˆ ˆ

ji ji ji ji

ji ji




  
     

  

               
                                 q

q
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ˆطااً تااانًحٕلاخ انًغاارمهح:ْاإ ذشلاٍااة ء (4.3)إٌ انطااشا الأًٌااٍ فااً  ˆ, ,ji ji   ًتانرااان .

   .(4.1)تحققت العلاقات تتحقق إذا وفقط إذا  (4.3)
 

ˆالطاقـة الحـرة المعممـة الدقيقـة بنشـر        ˆ ˆ( , , , )i j i j iq     فـي متسمسـمةTylor  فـي
)0 :جوار الحالة الطبيعية , , , )0 0 في المركبة الأولـى والثانيـة( (حيث الصفرين الأولين 0

يــدلان عبــى المقطــع التنســوري الصــفري، أمــا الصــفر الأخيــر )فــي المركبــة الأخيــرة( يــدل 
 :فإننا نحصل عمى لمقطع المتجيي الصفري،عمى ا

(4.3)

0 0

0 0 0

2 2

0 0

2

ˆ ˆ ˆˆ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
ˆ

ˆ ˆ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
ˆ ˆ

1
ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , ) ( , , , )

ˆ ˆ ˆ ˆ2

2 (
ˆ ˆ

ji ji i ji

ji

ji k
ji k

ji jik k
ji jik k

ji k

q

q
q


       



  
    

 

 
     

   



 


 


  
   
  

  
  

   




 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0

=

2

0 0

2 2

0 0

2 2

0 0

2 2

0 2

ˆ ˆ ˆ, , , ) 2 ( , , , )
ˆ

ˆ ˆ ˆ2 ( , , , ) 2 ( , , , )
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ2 ( , , , ) 2 ( , , , )
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ( , , , ) ( , ,
ˆ ˆ

ji jik
ji

ji ji k
ji ji k

ji k k
ji k k

k

k

q
q

q q
q q

q q
q q


     

 

 
    

  

 
   

 

 





 

 

 
  

   

 
  

   

 
 
  

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
2

0 , ) 




0 
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)0أنو في الحالة الطبيعية  (4.1)ينتج عن  , , , )0 0    ٌكٌٕ: 0

 

(4.4)      

0 0

0

( , , , ) ( , , , )
ˆ ˆ

( , , , ) 0

ji ji






 
 

 






    
    

       

 
  

 

q
q

0 0 0 0 0 0

0 0 0






 

)0فــي الحالــة الطبيعيــة فــإن: فــإن كــل مــن  , , , ) 0 0 )0و 0 , , , )
ˆ

ji









0 0 ْاإ لًٍااح  0

 ثاترح, ًٌكٍ  ٌ َفشضٓا يعذٔيح, دٌٔ انًغاط تعًٕيٍح انًغأنح.

في المنشور السابق، بقوى الانفعالات والحرارة وعن الاكتفاء  (4.4)ٌُرح رنك ٔعٍ    
المرن الدقيق  يتوافق مع الجسم الذي الأمر(2الـ عن يزيد لا مجموعيا التي والتدفق الحراري،

0 كون حالة ومع جداً، الصغيرة الانفعالات ذي المعتبر، التناظر ومركزي 0( ) / 1  ( ،
 :التالي الشكليأخذ السابق  أن المنشور

 

(5.4)  

0

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ( , , , )

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ( )

2

ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ

ji ji i ji jij ik k j ik k

ji j i ji j i ji jij ik k j i k k

ji j j j i j ij i k k

q

q

q q q q

a c

b

d

 

   

  

       

      

   

  

 

 

   

   

q q

q q q q

q q

=
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0حيث:  ( )  تابع لـ و:   فقط ، 

(4.6) 

2 2

0 0

2 2

0 0

2 2

0 0

( , , , ) , ( , , , ) ,
ˆ ˆ ˆ ˆ

( , , , ) ( , , , ) ,
ˆ ˆˆ ˆ

( , , , ) , ( , , , ) ,
ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ,

ˆˆ

ˆ

j ik j ik
ji jik k

j i j ik
j i ji k

j i j i

ji ji

q q

a c

d b

 

 

 

 
 

   

 
 

 

 
 

   
 



 
 
   

 
 
   

 
   

   

q q

q

q q

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 

 

   



 

2 2

0 0

2

0

( , , , ) , ( , , , ) ,
ˆ ˆˆ ˆ

( , , , )
ˆ

ˆ

ˆ

j i k j i k
ji jik k

j

j

q q

q

 



 
 

 










 
   

   



 

q q

q

0 0 0 0 0 0

0 0 0

   



 



  

 

ˆحيـــث المعـــاملات
j ika
 q  ـــةمحســـوبة فـــي ظـــروف ـــة الانفعـــال4إيزوتيرمي ـــدقيق ، ثابت ، ال

ˆالمعــــاملات ، qوثابتــــة التــــدفق الحــــراري
j ikc
q  ثابتــــة إيزوتيرميــــةف محســــوبة فــــي ظــــرو ،

ˆ ، كــذلك المعـــاملاتqوثابتـــة التـــدفق الحـــراري، الانفعــال
j id

  محســـونة فـــي ظـــروف
ˆالمعــاملات، وثابتــة الانفعــال الــدقيق  إيزوتيرميــة، ثابتــة الانفعــال 

j ikb
 q  محســوبة

، والثانيــة الأولــى ثابتــة الانفعــال ؛مــرحمتين عمــى، qثابتــة التــدفق إيزوتيرميــةفــي ظــروف 
ˆالمعاملات، الدقيق ثابتة الانفعال

j i




q  محسـوبة فـي ظـروف ثابتـة التـدفقq  وثابتـة
والثانيـــــة إيزوتيرميـــــة،  ، وعمـــــى مـــــرحمتين؛ الأولـــــى ثابتـــــة الانفعـــــالالانفعـــــال الـــــدقيق

ˆالمعاملات
j i




q 
، وعمى مـرحمتين؛ وثابتة الانفعال qفً ظشٔا ثاترح انرذفك يحغٕتح 

ˆوالثانيـــة إيزوتيرميـــة، المعـــاملات الأولـــى ثابتـــة الانفعـــال الـــدقيق
j i k




q 
يحغااإتح فاااً  

                                                 
4
0( ًْ انعًهٍح انرً ذكٌٕ فٍٓا:   (Isothermal Processانعًهٍح الإٌضٔذٍشيٍح   . 
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، ؛ وعمـــى مـــرحمتين؛ الأولـــى ثابتـــة الانفعـــالَفعاااال اناااذلٍكظاااشٔا إٌضٔذٍشيٍاااح ثاتراااح الا
ˆ، المعــــاملاتqوالثانيــــة ثابتــــة التــــدفق

j i k




q 
يحغاااإتح فااااً ظااااشٔا إٌضٔذٍشيٍااااح ثاترااااح  

، q، والثانيــة، ثابتـــة التـــدفق، وعمــى مـــرحمتين؛ الأولـــى ثابتــة الانفعـــال الـــدقيقالاَفعاااال
ˆأخيراً المعاملات

j




q 
، ٔثاتراح الاَفعاال اناذلٍك يحغإتح فاً ظاشٔا ثاتراح الاَفعاال 

             .qوعمى مرحمتين؛ الأولى إيزوتيرمية، والثانية ثابتة التدفق

,1( و5.4) ينــــتج مـــــن العلاقــــات    2 , ,أن المعـــــاملات (4.6)3 , ˆˆ ˆ
j ij ik j ika c d

  q q   

 أيضـاً  يتـنسـوري مـن المرتبـة الرابعـة، والالمركبـات الديكارتيـة لمقطـع ت الترتيـب، تمثل عمـى
ي المركبــات فيـ ةمقطـع تنســوري مـن المرتبـة الرابعــة، أمـا الأخيــر المركبـات الديكارتيــة ل امييـت

ــــة، كمــــال الديكارتيــــة ــــات مقطــــع تنســــوري مــــن المرتبــــة الثاني ( 5.4)ينــــتج عــــن نفــــس العلاق
,1و 2 ,    تناظرية التالية:  أن ىذه المركبات تحقق الخواص ال ،(4.6)3

(4.7)      , , ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
j i i jj i k k j i j i k k j ia a c c d d

     
  

q q q q      

5( و5.4)العلاقات: ينتج كما    , 6 ,  ،و التنسوريين المقطعين تناظر عدم ومن (4.6)9

,أن:  ,ˆˆ ˆ
j i j i j

  
  

q q q      ،مثل المركبات الديكارتية لمقطع تأوليا  ، ىي كميات
لمقطع  الديكارتية المركبات مثلت أيضا وثانييا متناظر، وغير الثانية المرتبة من تنسوري
  وغير متناظر، وآخرىا يمثل المركبات الديكارتية لمقطع متجيي. الثانية المرتبة من تنسوري

,أما باقي الكميات: ,ˆ ˆ ˆ
j ik j i k j i kb

  
 

q q q       ركبات ديكارتية فيي لا تمثل م
نما لمقاطع شبو تنسورية كونياتغيير أشارتيا عند انعكاس النظام ؛ لمقاطع تنسورية، وا 

 ىذا من جية أولى. .2] [ الاحداثي الديكارتي

كون أن الجسم الدقيق مركزي التناظر فالطاقة الحرة لاتحتوي حدود من جية أخرى،     
 ؛ [1,2]ترابط الحرارة المعممة مع ادجيادعن  المستطيل المعبر الحد باستثناء مستطيمة،
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ˆˆ أي باستثناء الحد المستطيل:
j i ji


 

q 
 .  ٌُرح يًا ذمذو  ٌ:

(4.8) 0 , 0 , 0 , 0 , 0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
j i jj ik j i k j i kb

    
       

q q q q q            

ر، وبذلك تأخذ الطاقة الحرة المعممة لمجسم الترموديناميكي المعمم الدقيق ومركزي التناظ
 الشكل التالي:

(4.9)          
0

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ( , , , )

2 2

1
ˆ ˆ ˆ ( )

2

ˆ ˆ

ˆˆ

ji ji i ji jij ik k j ik k

j i ji j i j i

q

q q

a c

d

 

 

       

   



  

q q

q

=
 

  
  

لمتحــــولات الحالــــة  توابــــعالمعممــــة بــــزمن اســــترخاء واحــــد ك العلاقــــات التأسيســــية . 2.4 
ˆالترموديناميكية الدقيقة:  ˆ ˆ, , ,i j i j iq  :  

، أن (4.1)ية وعـــن العلاقـــات التأسيســـية المصـــفوف (4.9) المعممـــة ينـــتج عـــن الطاقـــة الحـــرة
ˆ الدقيقــة: الترموديناميكيــة كتوابــع لمتحــولات الحالــة العلاقــات التأسيســية ˆ ˆ, , ,i j i j iq  ذأءااز 

 انرانً: انشكم

(4.10)              
0

ˆˆ ,

ˆˆ ,

ˆ ( )

ˆˆ

ˆ

ˆ

ji j ij ik k

ji j ik k

j i ji

a

c

 





  

 


  







 




 



q q

q

q

  



 





 

حيث ندعوا العلاقتين  ،)الأول الشكل( المعممة التأسيسية بالعلاقات (4.10) العلاقات ندعوا
، الترموديناميكية المعممة Duhamel – Neumann بعلاقتي (،4.10) لأولى والثانية فيا

 .غير متماثل المناحيو  ،(K-N)مركزي التناظر الدقيق المرن بزمن استرخاء واحد لمجسم 
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0عمينا الآن، تحديد قيمة الحد يبقى ( )









 الأخيرة في ، في الطرف الأيمن لمعلاقة

)ˆ أن: نلاحظ (،4.10) في الأخيرة العلاقة من مايمي. باتباع يتم والذي ،(4.10) , )ji     

 بالتالي يكون: 

(4.11                )ˆ
ˆ

ji

ji

d d d



 
  

 

    
        

= 

   ( يكون:4.10)ىذا من جية أولى. ومن جية ثانية يحسب العلاقة الأخيرة في 

(4.12)                  
2

0
2

ˆ ( )ˆ
j i jid d d
 

   





 


q  

 أن: (4.12( و)4.11)وينتج من 

(4.13)                           
2

0
2

( )



 

 
  

  

 

إن المقدار




 
 
 

 المرن لمجسم النوعية بالحرارة يدعى ،[2,3,4,5] ثابت مقدار ىو 

، ونرمز ليذا المقدار الثابت خلال تشوه ثابت ،(K-N) الدقيق ومركزي التناظر
 أن: (،4.13) . ينتج عن ذلك وعنcبالرمز

(4.14)                          
2

0
2

( )
c





 


 

بمكاممة طرفي العلاقة السابقة مرة واحدة عمى المجال 0 , ار ، وبالأخذ بعين الاعتب 

0أن:  (0) 0








 ، نحصل عمى:  
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(4.15)                0

0 0

( ) ln (1 )lnc c
  


  


   


  

    تصبح بالشكل: (4.10)العلاقة الأخيرة في أن (4.15) ينتج عن

(4.16)                  
0

ˆ (1 )ˆ lnj i ji c
 

 


  
q


  

ذا  الكمية نشرنا وا 
0

(1 )ln



 متسمسمة  فيTylor 0الحالة الطبيعية جوار في  ،

/0 ( الجسم فرضيات الاعتبار بعين وأخذنا 1 (، الأول فقط  بالحد الاكتفاء إذاً  يمكننا

نحصل عمى:حيث من ىذا المنشور، 
0 0

(1 )ln
 

 
 (4.15) . ينتج عن ذلك وعن 

0وعن كون (0) 0 :2 ، أن
0

0

( )
2

c
  


 

 ًماتقدم تصبح الطاقة  إلى. استنادا

 بالشكل: والأنتروبية  المعممة الحرة

(4.17      )
2

0

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ( , , , )

2 2

1
ˆ ˆ ˆ ,

2 2

ˆ ˆ

ˆˆ

ji ji i ji jij ik k j ik k

j i ji j i j i

q

q q

a c

c
d

 

 

       

  






  

q q

q

=



 

  
 

(4.18)                         
0

ˆˆ
j i ji

c
  


 

q   

حيث  طابع الانفعال،ليما لو  (4.17)الأول والثاني في الطرف الأيمن لمعلاقة  انالحد
الحدان الرابع  الحد الأول لو طابع الانفعال والحد الثاني لو طابع الانفعال الدقيق.

والخامس ليما طابع حراري، حيث الحد الخامس لو طابع حراري بحت والحد الرابع لو 
لو طابع مزيج لمطابعين السابقين، وىو يعبر عن  لثبينما الحد الثاطابع تدفق حراري. 

، أيضاً، (4.17) . فييالحرار المقطع تنسور الانفعال و مقطع المتبادل بين  التأثير
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ˆالمقادير
j ika
 q والمعاملات ،تمثل المعاملات الميكانيكيةˆ

j ikc
q

ذًثم انًعاي خ  

ˆ. المعاملات(K-N) الدقيق لمجسم المرن انًٍكاٍَكٍح انذلٍمح
j id


ذًثم انًعاي خ  

، بينما (K-N)انحشاسٌح انًعًًح تضيٍ اعرشءا  ٔاحذ نهدغى انذلٍك ٔيشلاضي انرُاظش
ˆالمقادير

j i




q  ذلك بالمعاملات الحرارية ليذا الجسم، ترتبط بالمعاملات الميكانيكية وك
 .(K-N)  الدقيق لذلك تدعى بالمعاملات الترموميكانيكية لمجسم المرن

 (: مقطع المقاومة الحرارية(تعريف    

, ٔانزي ذعطى يشلاثاذّ انذٌكاسذٍح والمتناظر الثانية، المرتبة من التنسوري المقطع ندعو

ˆ
j i :تانع لح 

(4.19)                                        0

0

ˆˆ
j i j i

t
d








 

 التناظر ومركزي الدقيق المرن لمجسم 0tواحد استرخاء بزمن الحرارية المقاومة مقطع يدعى
(K-N). 

 تممك الشكل: 0tبزمن استرخاء واحد( أن الطاقة الحرة المعممة 4.19)ينتج عن   

(4.20    )
20

0 0

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ( , , , )

2 2

ˆˆ ˆ ˆ
2 2

ˆ ˆ

ˆ

ji ji i ji jij ik k j ik k

j i ji j i j i

q

t
q q

a c

c

 



       

   
 





  

q q

q

=



 

 
 

 (: (K-N) المدروس الدقيق لمجسم واحد استرخاء بزمن المعمم الترموديناميكي )السموك تعريف

ˆالمجيولة التنسورية المقاطع مجموعة ندعو ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , , ,  ,  , , }i j i j i j i j ii iu q      , 

Bفي تحقق التيو  A1,24.10و  (10.4)و (3.7)-(13.3) ،العلاقات( )ٔ(4.20)-(4.18) 
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، (K-N) المدروس الدقيق لمجسم واحد استرخاء بزمن المعمم الترموديناميكي السموكندعوىا ب
ˆ ))المعطى والمتوافقة الحمل الترموديناميكي الحجمي المعمم ˆ{ , , }i iX Y r. 

)1,24.10و            (10.4)و (3.7)-(13.3)  النظـام أن واضح :1ملاحظة  )ٔ(4.20)-(4.18) 
ـــــذي يصـــــف الســـــموك الترمودينـــــاميكي المعمـــــم لمجســـــم ـــــدقيق ال ، المتوافـــــق فـــــي (K-N) ال

B A المعمومــة الترموديناميكيــة مــع الحمــولˆ ˆ{ , , }i iX Y r, ٕمــا نظــام معقــد، فعــادةً  ْاا 

 المجيولـة. التنسـورية المقـاطع مـن ممكـن عـدد أقـل يحتـوي نظـام إلـى ىذا النظام باختصار نقوم

 ســـــموكلنظـــــام، نجـــــد أن الىـــــذا مـــــن ا  المثـــــال، بحـــــذف مقطـــــع الأنتروبيـــــة ســـــبيل عمـــــىف
 قـــــــــــاطع التنســـــــــــوريةيوصـــــــــــف مـــــــــــن خـــــــــــلال مجموعـــــــــــة الم الترمودينـــــــــــاميكي المعمـــــــــــم

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , , , , , }i j i j i j i j ii iu q     ، في بدورىا حكومةموالB A المعادلات:  نظام بواسطة 

(21.4)                  , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ    ,      ,j i i j j i i jk j i k

u κ    

(22.4)       , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ   ,      ,j i j i i j i j i ij ki j k
X ρu Y J         

(4.23   )     
2

0

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ( , , , )

2 2

1
ˆ ˆ ˆ ,

2 2

ˆ ˆ

ˆˆ

ji ji i ji jij ik k j ik k

j i ji j i j i

q

q q

a c

c
d

 

 

       

  






  

q q

q

=



 

  
 

(24.4)            , 0
ˆˆ ˆ ,

ˆ
ˆ

i i i j i ji

i

q r q
q

c





  

 
     

 

q


 

 
 

(4.25)    ˆ ˆˆ ˆ, ,ˆˆ ˆ
ji j i jij ik k j ik ka c

  
      

q q q   
 

(26.4)                                       ,
ˆˆ ,i i j jLq k   
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0( بعـد اسـتخدام العلاقـة4.18)و (3.8)مـن  (24.4)ُْٔا َشٍش إنى  َّ ذى اعرُراج   

  .  (8.3)لح فً انطشا الأٌغش نهع 

الــذي يصــف الســموك الترمودينــاميكي المعمــم   (21.4) -(26.4)  النظــامأيضــاً  :2ملاحظــة
B، المتوافــــــــــق فــــــــــي (K-N)لمجســــــــــم الــــــــــدقيق  A ــــــــــة مــــــــــع الحمــــــــــول  الترموديناميكي

ˆالمعمومـــة ˆ{ , , }i iX Y r, ٕالحـــد ويمكـــن تبســـيطو بالشـــكل التـــالي. باىمـــال نظـــام معقـــد،  ْااا
لايوجـــد  عندئـــذ )وىـــذا ممكـــن بســـبب صـــغره(، (24.4) الأيســـر لممعادلـــة الطـــرف فـــي الثالـــث

المـرن  المعمـم لمجسـم الترمودينـاميكي السـموك السموك وعندئذ يوصف (،4.23) داعي لمعلاقة
مـــــــــــــــــــــــــن خـــــــــــــــــــــــــلال مجموعـــــــــــــــــــــــــة المقـــــــــــــــــــــــــاطع التنســـــــــــــــــــــــــورية  (K-N)الـــــــــــــــــــــــــدقيق 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , , , , , }i j i j i j i j ii iu q     ، في بدورىا والمحكومةB A المعادلات:  نظام بواسطة 

(27.4)                  , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ    ,      ,j i i j j i i jk j i k

u κ    

(28.4)       , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ   ,      ,j i j i i j i j i ij ki j k
X ρu Y J         

(29.4)                       , 0
ˆˆ ,ˆ

i i j i jiq r c


     
q


 

 

(4.30)       ˆ ˆˆ ˆ, ,ˆˆ ˆ
ji j i jij ik k j ik ka c

  
      

q q q    

(31.4)                                        ,
ˆˆ ,i i j jLq k   

معادلة التوصيل الحراري الزائدية، المعممة بزمن استرخاء واحد لمجسم الدقيق   . 3.4
 تطبيق المؤثر بعد( (31.4و) (29.4) العلاقتين من يياعم نحصل :(K-N)س المدرو 

L( 29.4عمى طرفي) (  ،مى المعادلة التالية المحققة في حيث نحصل عB A: 

                           0 , ,
ˆˆ ( )ˆ

j i ji i j j iL L k L rc


     
q
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 أو:

(4.32)              0, ,
ˆ ˆ( ) ˆ

j i jii j j ik L L L rc


     
q


  

:ٔ  

(4.33)        0 0, ,
ˆ ˆ( ) ( ) ˆ

j i jii j j ik t L L rc


       
q


 

 

الزائدية المعممة بزمن استرخاء واحد معادلة التوصيل الحراري  (4.33( أو)4.32)تمثل
 .(K-N) لمجسم الدقيق المعتبر

 الرياضي المعمم بزمن استرخاء واحد لمجسم الدقيق المدروس   Lameنموذج   . 4.4

(K-N) :انحمٕل يدًٕعح حزا ء ل يٍ انشٌاضً انًُٕرج ْزا عهى َحصم 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , , }i j i j i j i j iq   ٍالتاليتين. تينو الخط عبر ،(27.4)-(31.4) انع لاخ ي       
فنحصل عمى العلاقات التالية المحققة  ،(30.4) في (27.4) الأولى نعوض وةفي الخط

Bفي A :  

(4.34)   ,

,

ˆˆ ˆ(  ) ,

ˆˆ ,

ˆˆ

ˆ

ji j ij ik k

ji j ik k

nn kua

c

 



  

 

 



q q

q

  






 

 

فاااً  (27.4) مـــن الأولـــى العلاقـــة عـــوضنو  ،(28.4) فـــي (4.34) عـــوضن الثانيـــة وةطـــالخ فـــي

نحصــــل عمــــى المعــــادلات التاليــــة المحققــــة  (4.32) اسي انًعًًااااحانحااااش يعادنااااح انرٕصااااٍم
Bفي A   :  
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(35.4)    

0

, ,
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, ,

, , ,

ˆˆˆ ˆ[ (  ) ]  ,

ˆˆ(  ) ]

ˆˆ ˆ)   ,

ˆ ˆˆ( ) (  ) ,

ˆˆ

ˆˆ[

ˆ(

ˆ

j ij i k k

mj k m j k

j ik k

j i

n j i in k

nn mi j k

j i i

i j j i i j k j i k

u ρu X

u

J Y

k L L u L r

a

a

c
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q q

q q

q

q


  

  



 













 

ˆوعن تناظر Levi-Chivitaنكٍ ٌُرح عٍ ءٕاص يُأب 
j i




q 
 :ٌ  , 

(36.4)                        0ˆ ˆ
j ij k k j ii j k

 
  

q q    
 

Bشكميا النيائي التالي في (35.4)ٔتزنك ذأءز انًعادلاخ  A : 

(37.4)  

0

, ,

, , ,

, , ,

ˆˆˆ ˆ[ (  ) ]  ,

ˆˆ ˆ ˆˆ( ) )  ,

ˆ ˆ( )  ,

ˆˆ

ˆ ˆ(

ˆ

j ij i k k

mj k m j ik k

j i

n j i in k

n j i in mi j k

i j j i i j

u ρu X

u J Y

k L L u L r

a

a c

c

 

 



 

  

  





   

   

  

q q

q q

q


  

 

 







 

 نضيف إلى ذلك الشروط الحدية والابتدائية التالية.

 : Bالشروط الابتدائية في   

(38.4)            0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ(. ,0) , (. ,0) in    ,i i i iu u u u B   

(39.4)             0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ(. ,0) , (. ,0) in    ,i ii i B       

(40.4)             0 0(. ,0) , (. ,0) in    ,B       

0حيث المقاطع التنسورية الناطقة:  0 0 0 0 0
ˆ ˆˆ ˆ{ , , , , , }i i i iu u     مفروضة في B، 
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Bالشروط الحدية عمى    A  : 

(41.4)             1
ˆ ˆˆ ˆ , on    ,i i i iu u B A        

(42.4),

2

,

ˆˆ ˆ ˆ[ (  ) ] ,
on   ,

ˆ ˆ ˆ ,

ˆˆ

ˆ

j ij i k k

j ik k

n j in k

j i

u n p

n m

a
B

c
A

 



 



   


 

 

q q

q

  






 

(43.4)                        3on    ,B A     

(44.4)             4,
ˆ ˆ on    ,i j j ik n q B A     

 حيث: 

(45.4)                1 2 3 4   ,B B B B B        

(46.4)                 1 2 3 4   ,B B B B       

ˆˆالتنســــــورية الناطقــــــة والمقــــــاطع  ˆ ˆ{ , , , , , }i i i iu p m q       مفروضــــــة، وˆ
in  المركبــــــات

 .  B, ٔانًٕخّ َحٕ ءاسج Bعمى السطح  nالديكارتية لمقطع الواحدة المتجيي

}ˆˆ :ةالناطقـــ يةالتنســـور  طعاالمقـــ نـــدعوتعريـــف:    , , }i iu   )لممعـــادلات  ةالمحققـــ ،)النتـــائج
والشـروط الحديـة  (38.4)-(40.4) لمشـروط الابتدائيـةو ، (37.4)الترموديناميكية المعممـة 

Bفـي المعمـم الترمودينـاميكي Lame بسموك ندعوىا ،(41.4)-(46.4) A الـدقيق لمجسـم 

 :)المسببات( المفروضة الترموديناميكية الحمول مع والمتوافق ،(k-N)التناظر مركزي

(47.4)   0 0 0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , , , , , , , , , , , , }i i i i i ii i i iX Y r u u u p m q           
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 لمجسم واحد استرخاء بزمن المعمم الترموديناميكي لمسموكالشكل التنسوري الصامد  . 5.4

 .(K-N) المدروس الدقيق

 لمجسـم واحـد اسـترخاء بـزمن المعمـم يالترمودينـاميك لمسـموكالشكل التنسوري الصامد سنناقش 

المتجـــانس وغيـــر متماثــــل المنـــاحي، باتبـــاع طريقـــة ىـــي تعمــــيم  (K-N) المـــدروس الـــدقيق
ــــي  ــــة المســــتخدمة ف ــــرات ومنيــــا [9,12,14,15]الطريق ــــة أن اللامتغي ــــاً مــــن حقيقي ، انطلاق

لتنســـوري يتـــألف الشـــكل ا   المقـــاطع التنســـورية، لا تتغيـــر بتغييـــر النظـــام الاحـــداثي المنحنـــي.
 (K-N) المـدروس الـدقيق لمجسـم واحـد اسـترخاء بـزمن المعمـم الترمودينـاميكي لمسموكالصامد، 

فــي لحظــة البــدء المنطقــة بســيطة التــرابط  والــذي يشــغل المتجــانس وغيــر متماثــل المنــاحي،
ىــو عبــارة عــن مجموعــة المقــاطع  ،3Rفــي المتنوعــة الاقميديــة ثلاثيــة البعــد Bوالمحــدودة
} التنســـــورية , , , , ,  ,  , }u q     معـــــادلات التنســـــورية الصـــــامدة، لاالتـــــي تحقـــــق
Bالتالية في A  [12,14,15]: 

(48.4)                 ( )     ,    ( )   ,T T
   u κ   

(49.4)           div    ,  div   ,J  + X = + + Yu    

(50.4)                  0div : ,r c


   
q

q = 
 

 


 

(51.4)               , ,
    

q qq
a c

  
    


 

(52.4)                             ,L   q k 

iحيــث: الرمــز:  i  e ؛ ,
ˆgrad i j i ju u u = e e، والرمـــز الرمــزT

Q يـــدل 

Qلتنســوريا منقــول المقطــع عمــى
ْاإ انًمطاا  انرُغاإسي  انًحاإسي انًٕنااذ   والرمــز:، 5

                                                 
5
 .6صفحح  [12]اَظش  
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ˆ؛  تانًمط  انًردٓاً 
i ji j k k

  e e  ،و  ْإ انًمطا  انًردٓاً انًحإسي

ˆ ؛كغاً نهًمطا  انرُغإسي انًٕنذ تااندض  انرُااظشي انع ij ki j k
  e ، والرمـزdiv 

divلمتفـــرق: يرمـــز )ˆj ji i= ( eحيـــث ،
k الجزئـــي بالنســـبة لمموضـــع المشـــتق يمثـــل 

kX؛,

ˆ
ˆ ˆ

ji
jik ji k

kX


 





لرمز، وا:

 q 
 

 ينلممقطعـ الداخمي الجداء يمثل 

ينالتنسوري q 


 و، بــ : يعطـى تعريفـو وبحسب ˆ: ˆ
j i ji

 


q q   
 

  كمـا .
أن:  ˆˆ

j ik k j ia
  

qq
a e e


، و  ˆˆ

j ik k j ic


 
qq

c e e


  ، :ًأخيـــــــــرأ

,
ˆ
i j j ik k e            . 

 لمجسـم الترمودينـاميكي  Lameالرياضي من نـوع  لمنموذج الصامد التنسوري الشكل . 5.5

والــذي يشــغل فــي لحظــة البــدء  ، المتجــانس، وغيــر متماثــل المنــاحي،(K-N) المعمــم الــدقيق
   :3Rثية البعدومحدودة في المتنوعة الاقميدية ثلا Bالمنطقة بسيطة الترابط

 (48.4)-(52.4)الصامد التنسوري المعادلاتي النظام من الرياضي انموذج ىذا عمى نحصل
,التنســــورية: المقــــاطع بحــــذف , ,  , q   ، ــــك ــــي (48.4) بتعــــويض مــــايمي. باتبــــاع ذل  ف

 :  [10] 6، ومن ثم الأخذ بعين الاعتبار أن(51.4) و (50.4)

(53.4) 

 

: ( ) : , : 0 ,

( ) ,

( ) , ( ) 0 ,

T

T

T

  

  

 







 

       

  
 

 





q q q

q q q

qq q

u u

a a u a

c c

     

  

  

   

 

  

  



 

Bالمحققتين في ةالتالي ،ةالصامد تنسوريةال تفنحصل عمى المعادلا A : 

(54.4)              0div : ,r c


    
q

q = u
 




 

                                                 
6
 انًشذثح انثاٍَح, احذاًْا ذٕافمً ٔالأءش ذخانفً, ْٕ انًمط  انصفشي.  يٍ ذُغٕسٌٍٍ ذاءهً نًمطعٍٍان اندذا  
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(55.4) ( ) , ( )T T        
   
 

q qq
a u c

  
    


 

Bكما نحصل عمى المعادلة التنسورية الصامدة التالية المحققة في A :  

(56.4)                           ( ){ }T
    

 
q

a u


  

، وبالأخـذ بعـين الاعتبـار اسـتقلال(54.4)عمـى طرفـي  Lبتطبيـق المـؤثر q 



 ٔc 

Bامدة التالية المحققة فيعن الزمن نحصل عمى المعادلة التنسورية الص A   : 

(57.4)        0div : ) ,(L Lr L Lc


    
q

q = u
 


 

، (57.4)فــي  (52.4)و  (49.4)فــي  (56.4)و (55.4) فــي الخطــوة الأخيــرة، بتعــويض
ــــى معــــادلا ــــوالــــدوران ادزاحــــة  تنحصــــل عم بشــــكميما التنســــوري الصــــامد  ةوالحــــرارة التالي

Bفي A :     

(58.4)  
   

 
  0

div ( ) div ,

( ) div ( )   ,

div : ) ,

{ }

(

T

T T J

Lr L Lc







 

  



 

  
 

    
   

 



 

 

qq

qq

q

a u + X = u

a u + c + Y

k = u

 



 

 

  







 

 :] [p.12.12وبما أن 

(59.4)    
 

     

, div div ,

div . div . ,

T

T

  
  

  

  





   

q q q
k k

k k + k

     
  

  

 

B، الشكل التالي في(58.4)التنسورية  تفتأخذ المعادلا A    : 
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(60.4)
 

 
    0

div ( ) div ,

( ) div ( )   ,

. . div : ) ,

{ }

(

T

T T J

L L Lrc

 





  

   



 

   
 

    
   

   

 

 

   

q qq

qq

q

a u + X = u

a u + c + Y

k k u =

   



 

  

  



 



 

 :إلى ذلك نضيف الشروط الحدية والابتدائية، الصامدة التالية

 : Bالشروط الابتدائية في 

(61.4)                0 0(. ,0) , (. ,0) in    ,B u u u u   

(62.4)               0 0(. ,0) , (. ,0) in    ,B      

(63.4)             0 0(. ,0) , (. ,0) in    ,B       

0حيث المقاطع التنسورية الناطقة:  0 0 0 0 0{ , , , , , } u u   مفروضة في B، 

Bالشروط الحدية عمى    A  : 

(64.4)              1, on    ,B A    u u    

(65.4)
 

 
2

( ) ,
on   ,

( ) ,

T

T
B A






    

  


   
  


 



qq

q

a u n p

c n m

 



 





 

(66.4)                               3on    ,B A      

(67.4)     4 4on    , on    ,q B BA A      k n 
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}التنســــورية الناطقــــة  والمقــــاطع , , , , , }q     u p m ،و مفروضــــةn مقطــــع الواحــــدة
 .  B, ٔانًٕخّ َحٕ ءاسج Bعمى السطح  العمودي المتجيي

} الناطقـــة: التنســـورية طعاالمقـــ نـــدعوتعريـــف:    , , }u  )لممعـــادلات  ةالمحققـــ ،)النتـــائج
والشـروط الحديـة  (61.4)-(4.63) ، ولمشـروط الابتدائيـة(60.4)الترموديناميكية المعممـة 

ـــــدعوىا ،(64.4)-(67.4) ـــــاميكي Lame ســـــموكبالشـــــكل التنســـــوري الصـــــامد ل ن  الترمودين

Bفـــــــي المعمـــــــم A ـــــــدقيق لمجســـــــم ـــــــاظر مركـــــــزي ال  الحمـــــــول مـــــــع متوافـــــــقوال ،(k-N)التن

 :)المسببات( المفروضة الترموديناميكية

(68.4)    0 0 0 0 0 0{ , , , , , , , , , , , , , , }r q       X Y u u u p m   
     

 

 المقترحات:الاستنتاجات و  .5      

ـــــــــاطق  اســـــــــتنتجنا الشـــــــــكل التنســـــــــوري الاستتتتتتتتتتنتاجات: )أولا    للأســـــــــس  الصـــــــــامدو  الن
 الــــــدقيق ســــــمالترموديناميكيــــــة المعممــــــة لمج  Lame عمميــــــةلو الترموديناميكيــــــة المعممــــــة 

(K-N)  ـــــدء ـــــي لحظـــــة الب ـــــذي يشـــــغل ف ـــــاحي، وال ـــــل المن ـــــر متماث ـــــة المتجـــــانس وغي منطق
تكمـــــن أىميـــــة و . 3Rفـــــي المتنوعـــــة الاقميديـــــة ثلاثيـــــة البعـــــدمحـــــدودة  Bبســـــيطة التـــــرابط

ــــــائج ــــــو يمكــــــن النت ــــــي نظــــــام  يااســــــقاط بأن ــــــةف ــــــ ،ادحــــــداثيات المنحني  فيــــــو يذالملائــــــم ال
   حل المسألة.يسيل 
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مســــائل لممناقشــــة، ىــــي  ثــــلاثيمكــــن أن نختــــتم البحــــث بــــاقتراح  المقترحتتتتات: )ثانيتتتتا     
 :  الآتية

 

ـــــاطق التنســـــوري الشـــــكل مناقشـــــة المستتتتتلألة ا ولتتتتت :       فـــــي نظـــــام احـــــداثي منحنـــــي  الن
الترموديناميكيـــــــــــــة   Lameكيفـــــــــــــي، للأســـــــــــــس الترموديناميكيـــــــــــــة المعممـــــــــــــة ولعمميـــــــــــــة 

   .المتجانس وغير متماثل المناحي (K-N) الدقيق جسمالمعممة لم

ـــــة الكميـــــة لمجســـــممناقشـــــة  المستتتتتلألة الثانيتتتتتة:      ـــــدأ انحفـــــاظ الطاق  (K-N) الـــــدقيق مب
}بمغـــــــة  , , }u   ٔتهغاااااااح{ , , }q  ذلـــــــك بالشـــــــكمين التنســـــــوريين الصـــــــامد والنـــــــاطق ،

 .في نظام احداثي منحني كيفي
 

ـــــــي نظـــــــام ن الصـــــــامد و التنســـــــوري ينمناقشـــــــة الشـــــــكم ستتتتتتتلألة الثالثتتتتتتتة:الم     النـــــــاطق ف
العمميــــــة الترموديناميكيــــــة المعممــــــة بزمنــــــي اســــــتراحة إحــــــداثي منحنــــــي كيفــــــي لكــــــل  مــــــن 

 الجســــــم مــــــع والمتــــــوافقين ،[1] اســــــتراحة بزمنــــــي المعمــــــم الترمودينــــــاميكي Lameوســــــموك 
   .المتجانس وغير المتماثل المناحي (K-N) الدقيق
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