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 دراسة استقرار المنظومات الديناميكية المتزاوجة

عبد الباسط الخطيب ***,محمد العمي* ,*نسرين الأسعد * 

:ممخص البحث  

 بعض المفاىيم المتعمقة بنظرية البيان والمصفوفات غير السالبةفي ىذا البحث  عرفنا
علاقة بين نظرية البيان والمصفوفات غير السالبة وذلك من خلال رسم البيان الا بينو 

من يمكن التي قد وضعنا بعض المبرىنات و  .غير السالبة اتالموجو المقترن بالمصفوف
 وليةل والاختزاالا ةيقابمعدم ) خلاليا معرفة بعض خواص المصفوفات غير السالبة

يوضح العلاقة بين المصفوفات  اً عممي اً تطبيق قد وضعناو  .(سيا اتمصفوفو  حتماليةوالا
المنظومات الديناميكية المتزاوجة, وأثبتنا  عرفناوكذلك  ,غير السالبة والبيانات الموجية

 بعض المبرىنات التي تفيدنا في دراسة استقرار المنظومات الديناميكية المتزاوجة 
 .لسالبةبالاعتماد عمى نظرية البيان والمصفوفات غير ا

المصفوفات غير السالبة, البيانات الموجية, المصفوفات غير قابمة  :لكلمات المفتاحيةا
 ت الأولية, المصفوفات الاحتمالية, المنظومات الديناميكية المتزاوجة.للاختزال, المصفوفا
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AStudy on the Stability of  Coupled 

Dynamical Systems 

Nsreen Alasaad,** Mouhammad Alali,*** Abd Albaset Alkhateb* 

ABSTRACT 

In this paper, we define some concepts related to graph theory and 

nonnegative matrices, as we illustrate the relationship between 

graph theory and non-negative matrices by drawing a digraph 

associated with nonnegative matrices. We state some theorems 

through which we were able to know some properties of non-

negative matrices as, Irreducible matrices, Primitive matrices, 

Stochastic matrices and SIA matrices . Finally, we deal with a 

practical application that shows the relationship between non-

negative matrices and digraphs. We also define coupled dynamic 

systems and we have proven some theorems that help us in 

studying the stability of  coupled dynamical systems by relying on 

the graph theory and non-negative matrices. 

Key words: Nonnegative Matrices, Digraphs, Irreducible 

Matrices, Primitive Matrices, Stochastic Matrices, Coupled 

Dynamical Systems. 
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 مقدمة البحث1. 

بنية بسيطة تتكون من عقد وأوتار, تمثل العقد عناصر عبارة عن ىو  :البيانتعريف 
 وتكون الأوتار ىي العلاقة بين ىذه العناصر. المسألة 

ىي الطرق بينيا أو قد تكون  قد تكون ىذه العقد مدناً, والأوتار عمى أرض الواقع 
 العقد جزيئات كيميائية, والأوتار ىي الروابط بينيا.

نو لم يُدرس بحد الكثير من مجالات الحياة إلا أ عمى الرغم من استخدام البيان في
كتاباً اسمو نظرية البيان, أصبحت بعدهُ كونغ  حيث ألف العالم 1936ذاتوِ حتى العام 

عن حمول في  نستطيع من خلالو البحثنظرية البيان فرعاً من فروع الرياضيات 
 مختمف المجالات.

بإيجاد علاقة بين نظرية البيان والمصفوفات غير السالبة وذلك من في ىذا البحث قمنا 
خلال رسم البيان الموجو المقترن بالمصفوفة غير السالبة, واستطعنا بذلك معرفة العديد 

خواص المنظومات الديناميكية قمنا بدراسة , و من خواص المصفوفات غير السالبة
  .بالاعتماد عمى نظرية البيان والمصفوفات غير السالبة  المتزاوجة

 هدف البحث2. 

ومعرفة بعض خواص  نظرية البيان والمصفوفات غير السالبة, فيتوفير قاعدة رياضية 
غير السالبة, ودراسة استقرار المنظومات الديناميكية المتزاوجة وذلك المصفوفات 

 غير السالبة.بالاعتماد عمى نظرية البيان والمصفوفات 

 أدوات البحث طرق 3.

في ىذا البحث تم الاعتماد عمى نظرية البيان والمصفوفات غير السالبة, لدراسة استقرار 
 وجذب المنظومات الديناميكية المتزاوجة.
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 مشكمة البحث 4.

قد نعمم من خلال دراسات سابقة السموك الديناميكي لمنظومة ديناميكية معينة عندما 
الزمن بشكل منفرد, إلا أن معرفتنا بيذه السموكية المنفردة لن يؤدي إلى معرفة تتطور مع 

السموكية الكمية لمجموعة المنظومات السابقة في حال التزاوج فيما بينيا الذي ينتج عنو 
تأثير متبادل فيما بينيا. تعتبر مسألة الربط ما بين الديناميكية المنفردة والديناميكية 

سائل اليامة المفتوحة حالياً والتي لا يزال البحث فييا قائماً. ونعتبر ىذا المتزاوجة من الم
 .لة حميا والحصول عمى نتائج جديدةالبحث مدخلًا ميماً لمتعريف بيذه المسألة ومحاو 

 لنتائجالمناقشة وا5. 

 أجل متطمبات ىذا البحث تمزمنا التعاريف التالية: من

 تعريف البيان الموجه: 

من العناصر  Vيتكون من مجموعة غير خالية 𝒢البيان الموجّو )أو الرسم الموجو( 
حيث  ,من الأزواج المرتبة من العقد تدعى أوتاراً  Eتدعى العقد ومجموعة محدودة 

)نكتب  و 𝒢مجموعة الأوتار من  Eمجموعة العقد و Vنسمي , )V E𝒢  لمدلالة عمى
  .Eومجموعة الأوتار و Vالبيان الموجو الموصوف بمجموعة العقد

 تعريف الممرات والمسارات والدورات في البيان الموجه:

 الشكل: منمتتالية متناوبة  أي ىو 𝒢الممر في البيان الموجو 

1 1 2 2 1: ... k kw v ev e e v 

)1بحيث أن  ieوالأوتار ivمن العقد  , )i i ie v v   1,2لكل,..., 1i k نقول عن .
W  1أنّو ممر منv إلىkv 1و ىو  الممرىذا عدد الأوتار في  ىو وطولk  . 

 الشكل:من يكون متتالية متناوبة  𝒢 الممر في البيان الموجو  شبو
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1 1 2 2 1... k kv ev e e v 

)1والأوتار بحيث إن:  من العقد   , )i i ie v v  1أو( , )i i ie v v للك
1,2,..., 1i k   :ٍعندئذ 

 يكون مساراً .  Wختمفة, فإن  م Wإذا كانت العقد في الممر -
1إذا كانت العقد  - 1,..., kv v  1بحيثو   فةمخت kv v  ٍعندئذ ,W  يكون دورة. 
 تمثل المسارات والدورات حالات خاصة من الممرات. -
تكون حمقات, البيانات الموجية بلا دورات تدعى لا  1الدورات التي طوليا   -    
  .دورية

 اتصالات البيانات الموجهة: 

الجانب من  . سنقدم الآن بعض الأفكار المعنية بيذاالبيان الميمة ةيُعدّ أحد مفاىيم نظري
 تمزمنا التعاريف التالية: أشكال البيان الموجو

 :تعاريف

قمنا أن vإلى عقدة أخرى uمن عقدة أولى  𝒢في البيان الموجو  إذا وجد ممر: 1تعريف
v  عقدة يمكن الوصول إلييا منu  ونكتبu v نقول أنذلك . وفي حال لم يتحقق
v عقدة لا يمكن الوصول إلييا من  ىيu  و نكتبu v.  

تدعى  𝒢التي يمكن الوصول إلييا من كل عقدة في البيان الموجو  vالعقدة: 2تعريف
عقدة يمكن الوصول إلييا من أي مكان في البيان الموجو, العقدة التي من خلاليا نصل 

 في البيان الموجو . عقدة مركزيةتدعى جميع العقد في البيان الموجو إلى 

u,يكون متصل تماماً إذا كان من أجل كل عقدتان 𝒢البيان الموجو : 3تعريف v  يوجد
 . uإلى  vووتر من vإلى  uوتر من 
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 v ,uإذا كان من أجل كل عقدتان  قوي الاتصاليكون  𝒢 البيان الموجو: 4تعريف
 . متبادل من أحدىما إلى الأخرى بشكليمكن الوصول 

 v ,uمتّصل بجانب واحد إذا كان من أجل كل عقدتين 𝒢 البيان الموجو: 5تعريف
  توجد واحدة عمى الأقل يمكن الوصول إلييا من الأخرى.

 vعقدتينأي  إذا كان من أجل (QSC) قوي الاتصالشبو  𝒢 البيان الموجو: 6تعريف
,u توجد العقدةw  التي من خلاليا يمكن الوصول إلىv ,u. 

شبه  v ،uإذا وجد من أجل أي عقدتٌنضعيف الاتصال  𝒢البيان الموجو : 7تعريف

 ممر ٌحتوي هاتٌن العقدتٌن.
 .ضعيف الاتصالإذا لم يكن حتى  عديم الاتصال 𝒢البيان الموجو : 8تعريف

قوي الاتصال إذا وفقط إذا كانت  البيان الموجهٌمكن بسهولة ملاحظة أن  :1نتيجة

ٌمكن الوصول إلٌها من كل مكان أو بشكل مكافئ كل  البٌان الموجهكل عقدة فً 

 𝒢هً عقدة مركزٌة. من الواضح أن البٌان الموجه  𝒢عقدة فً البٌان الموجه 

حدة فقط ٌكون قوي الاتصال وذلك لأنَّ العقدة ٌمكن الذي ٌتكون من عقدة وا

  الوصول إِلٌها من نفسها.
 العمميات عمى البيانات الموجهة :

من خلال  𝒢الذي نحصل عميو من البيان الموجو  𝒢البيان الموجوندعو : تعريف
 .𝒢 بمعكوس البيان الموجو 𝒢 عكس كل اتجاىات البيان الموجو

 . البٌان الموجه : البٌان الموجه و معاكس(1)الشكل
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) إذا كان - , )V E𝒢  و( , )V E ՛𝒢 فأن الاجتماع بٌانٌن موجهٌن 𝒢∪𝒢՛ 

Eمجموعة الأوتارالذي ٌملك البٌان الموجه  هو E : 

( , )V E E ՛ 𝒢∪𝒢 

بمجموعة  𝒢՛𝒢لبٌانٌن موجهٌن  ة الاجتماععملٌمثالاً ٌبٌن  (2)الشكل ٌعطً 

1العقد  2 3{ , ,, }v v v. 

 

 .اجتماع بٌانٌن موجهٌن (2)لشكل ا

البٌان الموجه  نعرف، Vمجموعة جزئٌة غٌر خالٌة من Uإذا كانت  -

( , ( ))U E U U دث باستخدام المحَّ  الموجّه الجزئًالبٌان والذي ٌسمى ب

  .U المجموعة

)القوٌة من البٌان الموجه  المركبة - , )V E𝒢 جزئً الموجه البٌان الن تكو

  .الاتصال القوي ذي𝒢  عظمً منالأحدث مال

فً وحٌداً  لٌسالبٌان الموجّه الجزئً المُحدث الأعظمً نلاحظ أن : ملاحظة

 الحالة العامة.

)إذا كانت  , )k k kV E𝒢1 1 1( , ),...,V E𝒢  من مركبات قوٌة( , )V E𝒢 من ،

1الواضح أن  ... kV V V  ّأن البٌان الموجه المكون من عقدة واحدة ب )نذكر

i( وأٌضاً ٌجب أن ٌكون قوي الاتصالفقط ٌكون  jV V  لكلi j  وإلا

iجمٌع العقد فً  jV V  ٌمكن الوصول إلٌها من بعضها البعض، مما ٌعنً أن

iالعقد فً jV V  تنتمً إلى نفس المركبة القوٌة للبٌان الموجه𝒢.  

)الموجه ن جهة أخرى من أجل البٌانم , )V E𝒢  غٌر الخالٌةمجموعة العقد

U V  الوصول منلم ٌكن ممكناً  إذا مغلقةv إلىu حٌثu U                  

vو V U . 

      

𝒢 

            

՛ 

𝒢 

 ՛ 𝒢 

𝒢 
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1) ةالقوٌ مركبةال 1,V E)=1𝒢  من البٌان الموجّه𝒢 1إذا كانت  ةكون مغلقتV  مغلقة

  .𝒢فً 

 الدوري:البٌان الموجه  

 للبٌان الموجه dدورات فأننا نعرف الدور (موجهبٌان أي ) ٌملكعندما  تعرٌف:

𝒢  بالقاسم المشترك الأكبر لجمٌع أطوال دورات البٌان الموجه𝒢البٌان ندعو . و

1dالموجه دورٌاً عندما ٌكون   1و ٌكون غٌر دوري عندماd  . 

  :[5,7]تلزمنا أٌضاً المبرهنة التالٌة 

  :(1)مبرهنة
)من أجل البيان الموجو  , )V E𝒢  :العبارات التالية تكون متكافئة 

-(a  البيان الموجو𝒢  قوي الاتصالشبو . 

(b-  البيان الموجو𝒢 يممك عقدة مركزية. 

-(c البيان الموجو المعاكس*𝒢 عقدة يمكن الوصول إلييا من أي مكان. يممك 

d)-البيان الموجو المعاكس*𝒢 مغمق قوي واحد فقط مركب يممك . 

  :[7]كما يمزمنا في البحث, التمييدية 

  :(1)تمهيديةال
𝒢موجهبٌان أي  ( , )V E مغلق قوي واحد على الأقل، أٌضاً إذا  مركب ٌملك

Uكانت المجموعة غٌر الخالٌة  V  ًمغلقة ف𝒢  ٍعندئذ𝒢 مغلق  ٌملك مركب

) أخر  قوي , )c c cV E𝒢 ٌحقق أنcV U.       
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 البيان: نظريةالمصفوفات غير السالبة و 

أكبر أو تساوي المدخلات فييا  ىي مصفوفة جميعسالبة الالمصفوفة غير  تعريف:
 الصفر .

أكبر تماماً من الصفر ندعو المصفوفة بالمصفوفة  مصفوفةمدخلات  وعندما تكون
 الموجبة.

 المقترنة بالمصفوفة غير السالبة: مصفوفات الجوار , البيانات الموجهة

)البيان الموجو المقترن n المرتبةمن  Eالسالبةمن أجل المصفوفة غير  تعريف: )E𝒢 
,...,1 :عقدةnيتكون من  nv v,  من  توجد أوتار مؤديةحيثiv  إلىjv  إذا وفقط إذا

0ije :كان . 

)مصفوفة الجوار تعريف:  ) nxn

ijE e R   لمبيان الموجو تكون المصفوفة التي من
1ije خلاليا يكون  من  أوتار مؤدية توجد إذاiv   إلىjv   في𝒢  0وije   إذا

 .jvإلى  ivلم توجد أوتار مؤدية من 

 مختزلة: الغير المصفوفات 

Eلممصفوفة  مصفوفة مماثمةتكون  Eالمصفوفة: تعريف
 Pمصفوفة تبديل تإذا وُجد ~

TPEP: يكونبحيث  E .  

في حال و  1nعندما مختزلة  تسمى مصفوفة nالمرتبةمن  Eالمصفوفة تعريف:
 :  ممصفوفةلـ مصفوفة مماثمةإذا كانت  1n كانت

0B
E

C D

 
  
 
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B,حيث  D المصفوفة نقول إنخلاف ذلك بت مربعة غير خالية. مصفوفاE  غير
 مختزلة.

 : (2)مبرهنة

البيان  تكون غير مختزلة إذا وفقط إذا كان n المرتبةمن  Eالمصفوفة غير السالبة
  .[1] قوي الاتصال Eالغير السالبة الموجو المقترن بالمصفوفة

   :(3)ةمبرهن

يكون مصفوفة غير سالبة, Eلتكن  0k

ije البيان الموجو المقترن  إذا وفقط إذا كان
    .k[2]طولو jvإلى العقدة ivيممك ممر من العقدة  Eبالمصفوفة

 المصفوفات الأولية: 

ح موجبإذا وُجد عدد صحي وليةبالمصفوفة الأ تسمى Eالمصفوفة غير السالبة تعريف:
k 0بحيث أنkE  . 

لكن العكس غير صحيح  ,تزالالمصفوفة الأولية تكون غير قابمة للاخإن ن ولنلاحظ الآ
 عموماً.

 : (2)التمهيدية
,1كن يل 12 mm إذا كان عددان صحيحان , 1 2, 1gcd m m   ٍيوجد عدد  عندئذ

kkبحيث إنو من أجل أي عدد صحيح   0kصحيح   يكون  : 

1 2k m m   

حيث   أعداد غير سالبة مناسبة.  ,
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 : البرهان

بما أن  1 2, 1gcd m m  ,12يكتب عمى شكل تركيب خطي لـ  1فإن ,mm  ومنو
 يمكن أن نكتب :

                  
1 1 1 21 m m                    (1) 

1حيث  1,  . عدادان غير سالبان 

2بفرض أن 

21mk   0عندئذ يكونk ولكل ,kk  :يكون لدينا 

 2

1 2 2.k m i m j                     ( 2 ) 

,20بحيث أن  j , iمن أجل العددان الصحيحان  0i j m  في  (1). بتعويض
 نحصل عمى:  (2)

 

    

2

1 2 2 1 1 1 2

1 1 1 2 2

.

. .

k m i m j m m

j m m j i m

  

 

   

   
 

1 :وبفرض أن j  و 1 2m j i    ,من الواضح أنف:  أعداد  ,
2mjبملاحظة أن و  , صحيحة غير سالبة  نحصل عمى المطموب . 

 :(3)التمهيدية
ن ة idو 𝒢تمثل دورة البيان الموجو  dلتك بحيث  ,𝒢في  ivتمثل دورة العقد

1,...,i n.  ٍإذا كان البيان الموجو 𝒢  نفإ الاتصال عندئذٍ قوي

ndddd  ......21. 
 :البرهان

لتكن   pmmS ,.....,1  ًتمثل مجموعة جمٌع أطوال الدورات ف𝒢 من الواضح .

. من Sٌمثل القاسم المشترك الأكبر لعناصر المجموعة  dأنها مجموعة منتهٌة و
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أجل أي عقدة
iv  لتكن iSجموعة جمٌع أطوال الممرات من م

iv إلى
iv   ولٌكن

id  القاسم المشترك الأكبر لـعناصر المجموعةiS إن أي ممر من ،
iv  إلى

iv  

 د بعدد من الدورات. ولَّ ٌكون إما دورة أو مُ 

 

 والذي ٌكون إما دورة أو مولد بعدد من الدورات.  ivإلى  iv: الممر من(3)الشكل

تركٌباً  )iSوبالتالً ٌكون طول كل ممر ) كل عنصر من ( (3))انظر الشكل 

pjحٌث  jmخطٌاً لـ  ,....,1 وبالتالً فهو ٌقسم  ،بمعاملات صحٌحة غٌر سالبة

d  ،القاسم المشترك الأكبر لـjm،  حٌثpj ,....,1، هذا ٌقتضً أن وid  تقسم

d  . 

وإذا كانت تمر  jmمن جهة أخرى، باعتبار أن أي دورة فً البٌان الموجه طولها 

ذلك فإنها تمر عبر عقدة أما إذا لم ٌكن  ،jmتقسم  1dعندئذٍ   1vمن خلال العقدة 

لا بد من وجود دورة تمر ف.وبما أن البٌان الموجه قوي الاتصال 2vأخرى ولتكن

ٌقسم  1dومن ثم فإن ،km :ولنفرض أن طول هذه الدورة هو 2vو 1v:من خلال

km . ُممر طوله  لدانْ وِ نلاحظ أن هاتٌن الدورتٌن تjk mm  1منv 1إلىv  ومنه

jk :تقسم 1dفإن  mm   ً1 وأٌضاd  ٌقسمjm  ً1وبالتالd ٌقسم أي عنصرjm 

1d، بالتالً dٌقسم  1dهذا ٌعنً أن  .Sمن d،  بنفس الطرٌقة نستطٌع أثبات

iddأن   لكل: ni ,...,2,1 البيان الموجه  إذا كان𝒢  .قوي الاتصال 
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 :(4) التمهيدية

)إذا كان البيان الموجو nnمصفوفة غير سالبة من المرتبة  Eلتكن  )E𝒢  قوي
 :عندئذٍ  dدورهُ  ,الاتصال ودوري 

0
k

iie ,  وذلك أياً كانk ليس من مضاعفات العدد
d   وni ,....2,1 . 

 البرهان: 

)تمثل دورات العقد في idلتكن  )E𝒢 بحيث إنni ,....2,1 (2)ومنو بحسب التمييدية 
ndddيكون   ...1 . 

)وبما أن )E𝒢  قوي الاتصال فأنو من أجل أي عقدة
iv في( )E𝒢, طول أي ممر من

iv إلىiv  يكون من مضاعفات العددd ولا يوجد ممر منiv إلىiv  طولوk  ليس من
بالتالي نجد أن:   d. مضاعفات العدد 

0
k

iie   من أجلni ,....2,1  وk  ليس من
 . d مضاعفات العدد

 :(4) مبرهنة
البيان الموجو  تكون أولية إذا وفقط إذا كان n المرتبةمن  Eالمصفوفة غير السالبة

 وغير دوري. قوي الاتصال Eالمقترن بالمصفوفة
 البرهان:

)البيان الموجوإذا كان   لزوم الشرط: )E𝒢 الدورة من عندئذٍ  وغير دوري قوي الاتصال
𝒢 عقدة يوالدورة لأiv من أجل أي عقدة1تساوي .iv 1لتكن 2 1 2, ( )i i i im m m m  تمثل

بحيث أنو من أجل  iKكافٍ  بقدرٍ  يوجد عدد كبير عندئذٍ  ivإلى ivأطوال ممرين من
ik: أي k,k 1ــل تكون تركيب صحيح غير سالب

im 2و

im  , ىذا يعني بدورهُ و
 . ivإلى ivمن  k:ممر طولو وجود
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, بالتالي ijLوليكن طولو jvإلى ivتمثل عقدة أخرى بحيث أنو يوجد مسار من jvلتكن
ij:: من أجل أي i ijk q k L  , يوجد ممر طولوk من iv إلىjv,  ٍنتجي عندئذ 

)أن:  (3)ةن المبرىنع ) 0k

ije  لكلijk q  . 

}maxلتكن: : , 1,..., }ijq q i j n , بالتالي:( ) 0k

ije  لكل, 1,...,i j n وk q 
 أولية.   مصفوفة تكون Eمن تعريف المصفوفة الأوليةف

 :الشرطكفاية 

)البيان الموجو فرض أنب  )E𝒢 لكنو غير دوري  قوي الاتصالأو أنو  الاتصال اً قوي ليس 

)البيان الموجو أي ,الأولى من أجل الحالة )E𝒢 يوجد زوج من  ,لا يكون قوي الاتصال
  (3)المبرىنة ينتج عنلذلك  ,ivلا يمكن الوصول إلييا من jvبحيث أن ,iv,jv :العقد
) :أن ) 0k

ije , 0 لكلk بالتالي لا يوجد عدد طبيعيk بحيث أنkE موجبة تكون  
 أولية. مصفوفة ليست Eو

)البيان الموجوالتي فييا  من أجل الحالة الثانية )E𝒢  غير دوريولكنو قوي الاتصال ,
1dحيث dلنفرض أن دورهُ   نجد أن (2)ومنو حسب التمييدية( ) 0k

iie

 لأجل أي

kعدد صحيح موجب  ليس من مضاعفات العددd,  بالتالي لا يوجد عدد طبيعيk 
لا فإنو إذا كان ىناك kEالمصفوفة تكونبحيث   kE*بحيث أن k*عدد طبيعيموجبة وا 

k*موجبة لكلkEموجبة عندئذٍ تكون  k كون مما يناقض( ) 0k

iie

  لأجل أي عدد

kصحيح موجب  ليس من مضاعفات العدد d, وبالتالي E تكون مصفوفة غير أولية,  
 وىذا تناقض.

 

 



 عبد الباسط الخطٌب   محمد العلً  نسرٌن الأسعد      2021عام  21العدد   43مجلة جامعة البعث   المجلد 

11 
 

  :(5) مبرهنة

 مصفوفة غير سالبة وغير قابمة للاختزال. إن الشرطين الآتيين محققين:  Eلتكن

-(a ( )E لممصفوفة تكون قيمة ذاتية بسيطةE وأي قيمة ذاتية لـممصفوفةE  ليا
 تكون بسيطة أيضاً.  ويمةالط نفس

-(b  المصفوفةE تممك متجو ذاتيx  يقابل القيمة الذاتية( )E ذا كانت  E, وا 
أقل من  ةميتممك طو  Eلممصفوفةمصفوفة أولية, عندئذٍ جميع القيم الذاتية الأخرى 

( )E [1].  

 : حتماليةالمصفوفات الا

غير سالبة وكان  Eإذا كانت المصفوفة  احتماليةتكون  Eالمصفوفة المربعة : تعريف
 د.يساوي الواحمجموع كل صف فييا 

 : حتماليةخواص المصفوفات الابعض الآن نقدم 

) , عندئذٍ احتمالية Eإذا كانت المصفوفة - ) 1E  . 
لممصفوفةمتجو ذاتي  1إذا وفقط إذا كان  احتمالية Eالمصفوفة غير السالبة -

E  1يقابل القيمة الذاتية . 
1إذا كانت المصفوفتين  - 2,E E ء 1احتماليتين, عندئذٍ الجدا 2E E  ًيكون أيضا

 .مصفوفة احتمالية
 
 
 
 



 دراسة استقرار المنظومات الدٌنامٌكٌة المتزاوجة

11 
 

  :(6)مبرهنة
)إذا كان,  n المرتبةمصفوفة غير سالبة من  Eلتكن  )E𝒢 يممك k قوية  مركبات
 ممصفوفةمصفوفة مشابية لتكون  Eعندئذٍ  ,مغمقة

            
1

1 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

k

k

E

E
E

B B E

 
 
 
 
 
 

                       (1) 

ث ةتكون مصفوفات من  iEحي تكون أعداد صحيحة مناسبة تحقق irو irالمرتب

00 r n  0و ( 1,..., )ir n i k  . تإذا كان ,علاوةً عمى ذلكE مصفوفة 
ذٍ  )احتمالية, عندئ ) 1ip E  ممصفوفاتذاتية بسيطة لـ ون قيمتك; iE 1,...,i kو

0( ) 1p E 0عندما 0r   .[7]  

 :(SIA) مصفوفة سيا
 (SIA)سيا وغير دورية  غير قابمة لمتحميل احتمالية Eالمصفوفة المربعة تسمى :تعريف

limوكذلك  احتمالية Eإذا كانت K

k
Q E


 موجودة وجميع الصفوف فيQ .متماثمة 

  :(7)ةمبرهن
)إذا وفقط إذا كان  SIAتكون مصفوفة  Eحتماليةالمصفوفة الا )E𝒢  يممك عقدة يمكن

  .[7] تكون غير دوريةو  أي مكانالوصول إلييا من 
 :تطبيق

 مُعطاة كالتالي: غير سالبة لتكن المصفوفات الأربعة ال

1 2

0 1 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0.4 0 0.6 0
&

0 0.3 0 0.7 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0

E E

   
   
    
   
   
   
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3 4

0 0.5 0.5 0 0 0.9 0.1 0

0.2 0 0.8 0 0.5 0 0.5 0
&

0 1 0 0 0 0.4 0 0.6

0 0 1 0 0 0 1 0

E E

   
   
    
   
   
   

 

 بالمصفوفات الغير السالبةالبيانات الموجهة المقترنة 

)1البيان الموجو  )E𝒢  المصفوفة لا يممك عقدة يمكن الوصول إلييا من أي مكان لذلك

1E 2البيان الموجو  .سيالا تكون مصفوفة( )E𝒢  يممك عقدة يمكن الوصول إلييا من
1v أي مكان )العقد , 2 3,v v )لكن ىذه  ,تكون عقد يمكن الوصول إلييا من أي مكان

 البيان الموجو لكن .سيالا تكون مصفوفة  2E المصفوفة لذلك ,2دورىا العقد دورية

3( )E𝒢 1 العقدة ,يممك عقدة يمكن الوصول إلييا من أي مكانv  ةغير دوريتكون و 

1( {2.3} 1)d gcd  3 المصفوفة تكون لذلكE  سيامصفوفة . 

)4 البيان الموجو أيضاً  )E𝒢 عقدة يمكن الوصول إلييا  ويممكوغير دوري  قوي الاتصال
 .سياكون مصفوفة ت 4E المصفوفة لذلك ,التي تكون غير دورية ,من أي مكان

 

 

 

(  )𝒢 

                

  

𝒢(  ) 

(  )𝒢 (  )𝒢 
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 والمصفوفة المولدة: مصفوفة ميتزلر

 مصفوفة حقيقية مربعة بحيث عناصرىا الغير قطرية غير سالبة ندعو كل تعريف:
 .بمصفوفة ميتزلر

نقول عن مصفوفة ما أنيا مصفوفة مولدة إذا كانت مصفوفة ميتزلر ومجموع كل صف و 

  من صفوفيا يساوي الصفر.

8)مبرهنة ) :  

بٌنما جمٌع  ،متجه ذاتً ٌمٌنً مقترن 1و Aلمصفوفةذاتٌة ل قٌمةر ٌكون الصف

   .[7] اتٌة الأخرى تملك جزء حقٌقً سالبالقٌم الذ

 : (9) مبرهنة

𝒢البٌان الموجه إذا كان A المقترن بالمصفوفة المولدةA ،عندئذٍ  قوي الاتصال

تكون بسٌطة. علاوةً على ذلك ٌقترن بالقٌمة  Aلمصفوفةالقٌمة الذاتٌة الصفرٌة لـ

   .[7] متجه موجبمتجه ذاتً ٌساري ٌكون و 1الذاتٌة الصفرٌة متجه ذاتً ٌمٌنً 

 تعريف المنظومة الديناميكية المتزاوجة: 

ي ف موضع أحد الأعضاء يؤثرن منظومات جزئية )أعضاء( بحيثُ ىي منظومة مؤلفة م
 .ىالتطور الزمني للأعضاء الأخر 

 كر وخواصهُ:كرونجداء 

n ر للمصفوفتٌننرمز لجداء كرونك mA   وp qB  الرمزبـ A B وهو 

np سعةالمصفوفة من  mq : 

11 1

1

m

np mq

n nm

a B a B

A B

a B a B



 
 

  
 
 
 
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 : منهانذكر كر خواص متعددةجداء كرونٌملك 

 ( )A B C A C B C       -(a    

-(b    ( )T T TA B A B   

-(c     إذا كان, m mA C   و, n nB D  :ٍعندئذ 

( )( ) ( ) ( )A B C D AC BD    

-(d  1إذا كانت,..., m  لمصفوفةقٌم ذاتٌة لm mA   1و, ..., n   قٌم ذاتٌة

n لمصفوفةلـ nB  لمصفوفة، عندئذٍ القٌم الذاتٌة لـ A B عداد هً الأr s  

,...,1حٌث  ; 1,...,r m s n  

 البيان الموجه التفاعمي:

)نرمز لوُ بالرمز  تعريف: , )p pV E𝒢      :ويتكون من 

 .     iتمثل العضو)الوكيل(  iمن العقد, العقدة  Vمجموعة محدودة  - 

إلى  iيشير الوتر من العقدة حيثُ تمثل الروابط بين الأعضاء,  pEمجموعة الأوتار - 
), أي أن iىو مجاور العضو jإلى أن العضو jالعقدة  ) 0ija p  نرمز لمجموعة .

)بالرمز  iمجاورات العضو )iN p        . 

 :المجموعات جذباستقرار و 

 المرتبطة ظاىرياً بالزمن  التالية لدينا المنظومة لتكن 

( , )x f t x                                    (1) 

:حيث n nf R R R   دالة مستمرة بشكل متقطع فيt  مستمرة فيو xعمى
nR R, 0وليكن

0( , , )x t t x الموافق لمشرط الابتدائي (1)حل لممنظومة
0 0

0 0( , , )x t t x x  
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إذا كان  (1)تدعى مجموعة لا متغيرة )ثابتة( ايجابياً من المنظومة nRالمجموعة
من أجل كل

0t R 0وx  0 يكون

0( , , )x t t x  من أجل كل
0t t . 

إذا كان من أجل كل  (1)تدعى مجموعة لا متغيرة من المنظومة  nRالمجموعة

0t R 0وx   0يكون

0( , , )x t t x  من أجل كلt R. 

ملاحظة: يمكن تمثيل المجموعات اللامتغيرة )الثابتة( بنقاط معزولة )ثابتة( ومنحنيات 
 ومجموعات أخرى مغمقة ومفتوحة. سطوح و 

 تدعى: بالنسبة لممجموعة الثابتة  (1)أو المنظومة  المجموعة الثابتة  :تعريف

  0مستقرة إذا كان من أجل كلt  0ومن أجل كل   0يوجد   :بحيث أن
0

0( ) ( )x t t x t 


     

  0مستقرة بشكل منتظم إذا كان من أجل كل   0يوجد   بحيث أنو من
 يكون 0tأجل كل 

0

0( ) ( )x t t x t 


     

ليتحقق  0tو يعتمد عمى  وفقاً ليذا التعريف, نلاحظ أن العدد  نتيجة:
ولا  الذي يعتمد فقط عمى  الاستقرار ولكن إذا استطعنا العثور عمى العدد 

فإن المنظومة تكون مستقرة بشكل منتظم بالنسبة لممجموعة  0tيعتمد عمى 
  .الثابتة 

فلا يوجد فرق بين الاستقرار  tعن مستقمة (1)إذا كانت المنظومة  ملاحظة:
 والاستقرار المنتظم.

 تدعى: بالنسبة لممجموعة الثابتة  (1)أو المنظومة المجموعة الثابتة : تعريف

 جاذبة في المنطقةD :إذا تحقق 
0 lim ( ) 0

t
x D x t


    
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  في المنطقة مبشكل منتظجاذبةD  0إذا كان من أجل كلc  يتحقق 
0 0( ) ( ) lim ( ) 0

t
x c x D x t


     

  إذا كان جاذبة عمى كل  نكل مكاجاذبة  فيnR. 
 إذا كان جذابة بانتظام عمى كل جاذبة بانتظام في كل مكانnR . 

 المنظومات الخطية المتزاوجة ذات الطبولوجيا الثابتة:

الثابتة, أولًا  في ىذا القسم سنتعامل مع المنظومات الخطية المتزاوجة ذات الطبولوجيا
يتم تقديم نتائج معممة من س وبعد ذلك ,نية التزاوج الدوريةسوف نركز تحميمنا عمى حالة ب

 بالشكل: قم أولاً بتعريف الفضاء الجسئي لن أجل أي اتصال.

1 2{ ; ... }mn

nx R x x x     

يمثل مجموعت توازن للمنظومت وأن جميع  الفضاء الجسئي سوف نفرض أن 

 مصفوفاث المنظومت تكون مصفوفاث مولدة.

 : بنية التزاوج الدورية

 من تممك بنية تزاوج دورية إذا كانعضو أنيا تnمن ةمؤلف منظومةنقول عن  تعريف:
 الشكل:

 

1 2 1

2 3 2

1 1

1

n n n

n n

x x x

x x x

x x x

x x x

 

 

 

 

 

                                  ( 2 ) 

mحيث 

ix R 1. سوف نلاحظ لاحقاً أن الحالةm  ىي مجرد حالة تافية لمحالة
1m   1لذلك لمسيولة نفرض أنوm  . 

 بالشكل: تكتب بالشكل المصفوفي أعلاه  المنظومةبالتالي 
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x Ax 
1Aتممك الشكل  Aحيث p  وp  من مصفوفة التبديل التي يتم الحصول عمييا

 بوضع صفيا الأول في الأسفل:  Iالواحدية المصفوفة

        
 :(10)ةمبرهن

 : ويكون في كل مكان بالنسبة لمفضاء الجزئي  ةجاذب (2) منظومةال
0 0 0

1 2 ...
lim ( ) ( )1n

t

x x x
x t

n

  
 

 البرهان: 

1nsىو  pإن كثير الحدود المميز لممصفوفة   بالتالي المصفوفة ,p  سوف تممكn 
تكون جذور العنصر المحايد بانزياح  Aقيمة ذاتية وبالتالي فإن القيم الذاتية لممصفوفة

1nتممك قيمة ذاتية في الأصل و Aىذا يعني أنو يساوي الواحد,    قيمة مميزة مختمفة
علاوةً عمى ذلك يمكن بسيولة ملاحظة أن: و تماماً في نصف المستوي الأيسر, 

ker( )A ,  ى في كل مكان ةكون جاذبت(2) المنظومةبالتالي , بالنسبة إل
 بالإضافة لذلك:  

1( ... ) / (1 ) / 0T

nx x n Ax n    

 لذلك:  
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0 0 0

1 2lim ( ) ( )1n

t

x x x
x t

n

  
 

أي نوع من أنواع بنية ب ةجزئي منظومة nإلى الحالة العامة من أجل  للانتقال تعميم:
 من الشكل: يةنموذجمعادلات ب امييمثت , يمكنالتزاوج

1 1

1

1

( )

( )

n

ij j

j

n

n nj j n

j

x a x x

x a x x





 

 





                                  (3 ) 

, حيثُ تكتب العلاقات السابقة بالشكل المصفوفي  m

ix R و   0ija   سوف نفرض 
               x Ax                       ( 4 ) 

 مصفوفة مولدة.  Aحيث

 :(11)مبرهنة

xبالنسبة لكل توازن  ةمستقر  (4) منظومةال . 

 البرهان:

 ة.السابقمبرىنة المشابو لإثبات الأثبات يتم بشكل  

 :(12)مبرهنة

إذا وفقط إذا كان البيان  في كل مكان بالنسبة لمفضاء الجزئي  ةجاذب (4) منظومةال
 شبو قوي الاتصال وعلاوةً عمى ذلك:  𝒢الموجو التفاعمي 

0

lim ( ) ( )1
1

T

Tt

c x
x t

c
 
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 مقابل لمقيمة الذاتية الصفرية. Aمتجو ذاتي يساري لممصفوفة Tcحيث 

 :برهانال

تممك قيمة  Aشبو قوي الاتصال عندئذٍ يتحقق أن 𝒢لزوم الشرط: إذا كان البيان الموجو 
ذاتية صفرية واحدة وأن جميع القيم الذاتية الأخرى تممك جزء حقيقي سالب. بالتخمين 

)kerلذلك  ,1فأن المتجو الذاتي المقترن يكون )A , (4) منظومةىذا يعني أن ال 
 .في كل مكان بالنسبة لمفضاء الجزئي  ةكون جاذبت

عرف متغير نّ وليقابل القيمة الذاتية الصفرية,  Aمتجو ذاتي يساري لممصفوفة Tcليكن
Tyجديد  c x,   0ولديناT Ty c x c Ax  ,  :ىذا يعني أن( ) (0)y t y  لكل

0t  و:  
0lim ( ) (0) T

t
y t y c x


  

 ومن جية أخرى:

lim ( ) lim ( ) ( 1) ( 1)T T T

t t
y t c x t c a a c

 
   

 وبالتالي نحصل عمى:
0( 1)T Ta c c x 

 ولذلك:
0

1

T

T

c x
a

c
 

 وبالتالي:
0

lim ( ) ( )1
1

T

Tt

c x
x t

c
 
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 لا يكون شبو قوي الاتصال, عندئذٍ  𝒢 كفاية الشرط: بفرض أن البيان الموجو التفاعمي
2kيممك  A𝒢إن البيان الموجو يتحقق   ,وبالتاليمركبات قوية مغمقة A تممك قيمة

2kذاتية صفرية لمتركيب الجبري واليندسي ,  0ولذلك نستطيع إيجاد حالة أوليةx  في
ker( )A,  ولكنيا ليست موجودة في الفضاء الجزئي 0. ويمكن العثور عمىx  طالما
)kerأن بعد  )A  0أكبر من الواحد, علاوةً عمى ذلك بالنسبة لمحالة الأوليةx  الحل يبقى

). أي أن tمن أجل كل  0xفي ) (0)x t x ةكون جاذبلا ت (4) نظومةبالتالي الم 
 وىذا يناقض الفرض. في كل مكان بالنسبة إلى 

1mفي حال كانتتعميم:    التالي:ي مصفوفالشكل الب (3)منظومةاليمكن وضع      
            

    ( ) ( ) ( )mx t A I x t             (5 ) 

  :نتيجة

إذا وفقط إذا كان البيان الموجو  في كل مكان بالنسبة إلى  ةجاذب (5) منظومةكون الت
 شبو قوي الاتصال, علاوةً عمى ذلك:   𝒢التفاعمي 

0

2( )
lim ( ) 1 ( )

1

T

Tt

c I x
x t

c


  

 يقابل القيمة الذاتية الصفرية. Aمتجو ذاتي يساري لممصفوفة Tcحيث
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 : البرهان

 معطاة بالشكل: mnفة القطرية من المرتبةباعتبار لدينا المصفو 

m

mn

m

I

I

I

 
 


 
 
 

 

 بالترتيب التالي: mnIباختيار الصفوف من  pيتم بناء مصفوفة التبديل
1,1 ,1 2 ,...

2,2 ,2 2 ,...

, 2 ,3 ,...

m m

m m

m m m

 

  

2mعمى سبيل المثال من أجل  3وn : 

 
 تقوم بالتحويل التالي: Pبملاحظة أن المصفوفة و 

0

( )

0

T

m m

A

P A I P I A

A

 
 

   
 
 
 

 

yبتطبيق التحويل الإحداثي  و px,  نحصل عمى المنظومة التالية 
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( ) ( ) ( )my t I A y t  

mI المصفوفة ملاحظة شكلب A, نجد أن 

lim ( ) 1
t

y t a


  

ma من أجل R يكون : 

lim ( ) lim ( ) ( 1) 1T T

t t
x t P y t P a a

 
     

إذا وفقط إذا  في كل مكان بالنسبة لمفضاء الجزئي  ةجاذب (5) ةممنظو بالتالي الو 
 شبو قوي الاتصال وأيضاً: 𝒢كان البيان الموجو التفاعمي 

0

2( )

1

T

T

c I x
a

c


 
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