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 الموضعية معاملات ليابونوف الأسية
 محمد شعيب العميالدكتور : سم الباحثإ

 العنوان: قسم الرياضيات / كمية العموم / جامعة البعث

 univ.edu.sy-mali@albaathالبريد الإلكتروني: 

 ممخص البحث
موضعياً لمعاملات ليابونوف الأسية في فضاء الموضع لأي نقدم في ىذا البحث تعريفاً 

منظومة ديناميكية سواءً كانت متقطعة أو مستمرة. كما نقوم بربط قيم ىذه المعاملات 
الموضعية بقيمة معامل ليابونوف الأسي الأعظمي لممنظومة الذي تعتبر قيمتو مؤشراً 

 روسة. في ديناميكية المنظومة المد سموكية فوضويةعمى وجود 
نعتمد خلال ىذا البحث الطرائق الرياضية لإثبات صحة النتائج والنظريات التي يتم 

 تقديميا في ىذا البحث. 
كما نقدم في نياية ىذا البحث بعض الأمثمة العممية والتطبيقات التي تدعم صحة ىذه 

 النتائج و المبرىنات.  
 

ضى, جاذب,  معاملات ليابوبوف منظومة ديناميكية, تصوير, تدفق, فو  كممات مفتاحية:
 الأسية, معامل ليابونوف الأسي الأعظمي. 
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Local Lyapunov Exponents 
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Abstract 
We present in this paper, a local definition of Lyapunov Exponents 
of a dynamical system for both Maps and Flows cases. We also, 
find a formula to connect values of these exponents with the value 
of maximum Lyapunov exponent, which is used universally to 
predict existence of chaotic behavior of a dynamical system.  
We use a systematic mathematical methods to prove results and 
theorems throughout this paper.  
Finally, we use some well-known dynamical systems to verify our 
results and theorems.    
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 :قدمةم .1

أكثر من أربعة قرون عمى اكتشاف نظرية الفوضى وقامت العديد من الأبحاث انقضت 

أمام في ىذا المجال, إلا أنو ما يزال ىناك العديد من المعضلات والعوائق التي تقف 

شف عن خفايا ىذه النظرية. مع ذلك وىم يحاولون الك االعمماء والرياضيين الباحثين فيي

نظرية وكانت معاملات ليابونوف الأسية إحدى ىذه لىذه االكثير من التطورات في  حدث

فوضى في المنظومات ق دقةً في توصيف وتحميل الائ[, وىي من أكثر الطر 1التطورات ]

بإدخال ىذا المفيوم في النظرية الإرجودية لاحقاً [ 2قد قام أوسيميديك ]و الديناميكية. 

(Ergodic Theory حيث تم تطوير طريقة )لحساب معاملات ليابونوف الأسية. جديدة  

بأنيا قياسات لمتوسط معدلات تباعد مسارات  i  تعرف معاملات ليابونوف الأسية 

المنظومة مقاسةً عمى جاذب ىذه المنظومة. وتعطي ىذه المعاملات معمومات حول معدل 

ل إستقرار المدارات تباعد المسارات عمى الجاذب الفوضوي, كما وتعطي معمومات حو 

المتعمقة  حداً من أوائل الأبحاث[ وا3الدورية. و يعتبر العمل الذي قام بو ىينون وىيمز ]

والتي  ,بالسموك الفوضوي لمسارات المنظومات الديناميكية في فضاء الموضع وتباعدىا

  [.7-4أثارت الكثير من الأبحاث و الدراسات فيما بعد ]

الأسررية الموضررعية  معرراملات ليررابونوفتعرررف   0,i x n  مررن المرتبررةn  عنررد النقطررة

0x  فرري فضرراء موضررع تصرروير مرراP  المعرردلات الأسررية لتباعررد مسررارات ىررذا عمررى أنيررا
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تطبيرق ىرذا  تكرار بعد ,0xالإبتدائية الناتجة عن اضطراب صغير في الشروط  ,التصوير

مرن خرلال  صر ىذا التعريفتسنقإلا أننا  .[8] مرة )خطوة( عمى تمك الشروط nالتصوير 

قرط( و سرنرمز ليرذا عمى خطوة واحدة فقرط )أي تطبيرق التصروير مررة واحردة فىذه المدارسة 

بالرمز المعامل  0
E
P x حيرث أن  ,و الذي سرندعوه معامرل ليرابونوف الأسري الموضرعي

E  حدة في فضاء موضع المنظومة الديناميكية الذي يحردد متجرو الاضرطراب او ىو متجو

 الصغير الطارئ المفروض عمى الشروط الابتدائية لممسارات المتجاورة.

 البحث:هدف . 2

حسراب معامرل ليرابونوف الأسري الأعظمري  ييدف البحث إلى ابتكار آلية جديدة تساعد فري

لمنظومرررة ديناميكيرررة مرررا, لأىميرررة ىرررذا المعامرررل فررري تحديرررد سرررموكية المنظومرررة الديناميكيرررة 

المدروسرررة. لرررذلك يمكرررن اعتبرررار ىرررذا البحرررث مرررن الأبحررراث اليامرررة التررري تحظرررى باىتمرررام و 

يررو فا البحررث الجديررد فرري ىررذ يررة. أمررامتابعررة الكثيررر مررن البرراحثين فرري معظررم المجررالات العمم

تقديمو لتعريرف جديرد لمعراملات ليرابونوف الأسرية ولكرن بشركل, موضرعي, و ربرط ىرذه القريم 

 مع قيمة معامل ليابونوف الأسي الأعظمي لممنظومة المدروسة. 

 و طرق البحث: . أدوات3

سنسررتخدم خررلال ىررذا البحررث الشرركل العررام لمنظومررة ديناميكيررة متقطعررة )تصرروير( و كررذلك 

لمنظومة ديناميكيرة مسرتمرة )تردفق(. و بعرد تعريرف المصرطمحات كالمعراملات الشكل العام 
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الموضعية ليذه المنظومات, سرنقدم بعرض المبرىنرات و النترائج التري تمكننرا مرن الرربط برين 

 قيم ىذه المعاملات الموضعية و معامل ليابونوف الأسي الأعظمي. 

 عاريف و النتائج و المبرىنات. سنقوم فيما يمي بعرض بعض الت :النتائج و المناقشة. 4

مرررررا  اً لنأخرررررذ تصررررروير : ( لتصررررروير وضرررررعيةالمالأسرررررية معررررراملات ليرررررابونوف )  (1) تعريفففففف

: N NP  بعررد  يذNحيررث , N  و الررذي يعرررف موجررب ىررو عرردد صررحي ,

 معادلة فروق سممية من الشكل  Nبعد تمثل جممة  Nبمعادلة فروق متجيية  ذات 

1 ( )   ;    0,  1,  2,  3,  i ix P x i                 (1) 

NEلرريكن    متجررو واحرردة مررا

فرررررررري فضرررررررراء موضررررررررع المنظومررررررررة 

الديناميكيرررررررة, و لنأخرررررررذ اضرررررررطراب 

 0xالإبتدائيررة صرغير فرري الشرروط 

بحيرررررث تصرررررب  الشرررررروط الابتدائيرررررة 

 :  الجديدة بالشكل
 

تطور متجو الواحدة في فضاء الموضع بعد  (:1الشكل )

 تطبيق التصوير خطوة واحدة

0 0
Ex x E  
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حيررررررث أن    0و 1  . (عمررررررى ىرررررراتين النقطتررررررين, 1بتطبيررررررق التصرررررروير )و

1نحصرررررل عمرررررى النقطترررررين التررررراليتين  0( )x P x  1و 0( )E Ex P x  المبينترررررين فررررري

 :  , نجد أن0xفي جوار النقطة  Pباستخدام منشور تايمور لمتابع  .(1)الشكل 

1 1 0 ( )Ex x x E     

)0حيث أن  )x  ىي المصفوفة اليعقوبية لمتصويرP  0في النقطةx  . 

وفررق اتجرراه  0xفرري النقطررة  وضررعيعريررف معامررل ليررابونوف الأسرري المو بالتررالي يمكررن ت

   :في فضاء الموضع بالشكل Eمتجو الواحدة 

   
 0 1 1

0
( ) ( /  )E E

P x Lim Log x x


 


   

   :بالتالي فإن. Nىو النظيم الإقميدي المعرف عمى   . حيث أن النظيم 

  
 ( ) ( )E
P x Log x E                          (2) 

  تبين لنا ىرذه العلاقرة أن المعامرل الأسري المحمري 
 ( )E
P x  موجرود وىرو عردد حقيقري مرن

 . Eفي فضاء موضع المنظومة ومن أجل أي متجو واحدة  xأجل أي نقطة 

 :  ( لتدفق موضعيةمعاملات ليابونوف الأسية ال)  (2) تعريف

   :من الشكل اً,بعد Nلنأخذ منظومة ديناميكية مستمرة ذات 
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( )
dx

F x
dt

                             (3) 

Nxحيررررررررث أن    و: N NF   فررررررررإذا انطمقنررررررررا مررررررررن الشرررررررررط الابترررررررردائي .

0x x  0في المحظة الزمنيةt  سنحصل عمى التردفق ,  : N   الموافرق

   ( و الذي يحقق الشروط3لممنظومة )

 0 (0) x       & ( )
(  ( ))

d t
F t

dt


  

0باعتبرررار تغيرررر لا متنررراىي فررري الصرررغر فررري الرررزمن و  1dt  يمكننرررا بنررراء المررردار ,

0{ }i ix 
  لممنظومررة, حيررث أن (  )ix i dt و المرردار الأخيررر ىررو مرردار لتصرروير .

: N NG   مرتبط بمنظومة التدفق المعطاة ومعرف بالشكل: 

 1 ( ) ( )i i i ix G x x F x dt     

   :أما المصفوفة اليعقوبية ليذا التصوير, فتكتب بالشكل

 ( ) ( )G x I x dt    

)حيررث أن  )x  ىرري المصررفوفة اليعقوبيررة لمتررابعF,  الررذي يعرررف الترردفق المعطررى فرري

 .Nىي المصفوفة الواحدية من المرتبة  Iو  xالنقطة 
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1 :لنفررررض اأن أن
dt

m
  حيرررث أنm كبيرررر ىرررو عررردد صرررحي  موجرررب  , بقررردر, كررراف,

:ولنعرف التصوير اليدف  N NP   بالشكل التالي:   

  
1

  times

( ) ( ) ( ... )( )m
i i i i

m

x P x G x G G G x     

   :تعطى بالعلاقة 0xفي نقطة  Pإن المصفوفة اليعقوبية لمتصوير اليدف 

 
0 1 2 0

1 1 1
( ) ( ( ))( ( ))...( ( ))P m m

m
x Lim I x I x I x

m m m
 


        

  :حيث أن

 1 1

1
( )   ;    1,  2,  ... ,  i i ix x F x i m

m
     

لمترردفق المعطررى فرري النقطررة  وضررعيمعامررل ليررابونوف الأسرري المو بالتررالي يمكررن أن نعرررف 

0x  وفرررق اتجررراه متجرررو الواحررردةE  فررري فضررراء الموضرررع برررنفس الأسرررموب الرررذي عرفنرررا برررو

   :, أي أنPمعامل ليابونوف الأسي المحمي لمتصوير 

  
  1 2 0

1 1 1
( ) ( ( ))( ( ))...( ( ))E

P m m
m

x Lim Log I x I x I x E
m m m

  


             (4) 

E ( تطور متجو الاضطراب 2يبين الشكل )   في فضاء الموضرع و بخطروات زمنيرة

   تساوي الواحد.
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 تطور متجو الواحدة في فضاء موضع التدفق و بخطوة زمنية تساوي الواحد.  (:2الشكل )

مرررن  x( أن معامررل ليرررابونوف الأسرري المحمررري فرري أي نقطرررة 4( و )2تبررين العلاقتررران )

. إضررافةً إلررى ذلررك, إذا كرران لفضرراء الموضررع Eفضرراء الموضررع ىررو تررابع لمتجررو الواحرردة 

N  2بعرررداً, حيرررث أنN  فرررإن متجرررو الواحررردة ,E  يتبرررع لمجموعرررة وسرررطاء عرررددىا

1N   كالزوايا( i  و التي تعرين ىرذا )التي يصنعيا ىذا المتجو مع المحاور الإحداثية

 المتجو في فضاء الموضع. 
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1Nوبالتالي بحل مجموعة المعادلات التالية والتي عددىا     

  
 

 

( )
0

E
P

i

x







                             (5) 

سنحصررل عمررى الاتجاىررات المميررزة فرري كررل نقطررة مررن فضرراء الموضررع و الترري تقابميررا قرريم 

والتررري يمكرررن مرررن خلاليرررا تحديرررد قيمرررة معامرررل  موضرررعيديرررة لمعامرررل ليرررابونوف الأسررري الح

  ليابونوف الأسي المحمي الأعظمي 
  ( )Max
P x  في تمك النقطةx  . 

 

 طريقة اختيار متجو الواحدة عندما يكون فضاء الموضع(: 3الشكل )

(A(   ثنائي البعد   )B .ثلاثي البعد   ) 

فري فضراء الموضرع وذلرك عنردما يكرون  E( طريقرة تحديرد متجرو الواحردة 3يبين الشركل )

ىرو معامرل  1  تجدر الإشارة ىنا إلى أنرو فري حرال كران الفضاء ثنائي أو ثلاثي الأبعاد. 

ليذا التصروير, فرإن  Aتم حسابو عمى جاذب ما  Pالأسي الأعظمي لتصوير  ليابونوف
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  1n  ىررو معامررل ليررابونوف الأسرري الأعظمرري لمتصرروير
  

...n

n times

P P P P  عمررى

   ىذا الجاذب )أو جزء منو(.

 سنقدم فيما يمي بعض الملاحظات اليامة: 

من أجل أي تصوير أحادي البعد, يكون متجو الواحدة ىو متجرو أحرادي البعرد )أي أنرو . 1

عرردد ثابررت قيمتررو تسرراوي الواحررد(, و بالتررالي يوجررد اتجرراه مميررز محمرري وحيررد يقابررل معامررل 

 ه الحالررة.الأعظمرري فرري ىررذ وضررعيحررد فقررط و ىررو المعامررل الأسرري المأسري محمرري حرردي وا

 بالتالي من أجل التصوير أحادي البعد التالي 

1 ( )   ;    0,  1,  2,  ...i ix f x i   

 يكون

   
  0 0 0( ) ( )    ;    Max
f

df
x Log x x B

dx
     

مرن أجرل تصروير ثنرائي البعرد, يكرون فضراء الموضرع ثنرائي البعرد أيضراً وبالترالي يمكررن . 2

)اختيررررار متجررررو الواحرررردة بالشرررركل  , )E Cos Sin  و بالتررررالي مررررن أجررررل التصرررروير .

 ثنائي البعد التالي 

 1

1

( , )
   ;    0,  1,  2,  ...

( , )

i i i

i i i

x f x y
i

y g x y
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 (, نجد أن 5بعد حل المعادلة )و 

  2 21
  2

( , ) ( 4 )Max
P x y Log A C B    

 حيث أن 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

. .            

x y x y

x y x y

x y x y

A f f g g

B f f g g

C f f g g

    


   
  


  

 الأعظمية:  موضعيةمميزات معاملات ليابونوف الأسية ال

مجموعررة  Bقابرل لممفاضررمة و لررتكن  Pجرراذب محرردود لتصرروير  Aلريكن (: 3تعريففف )

Bجزئيررة محرردودة مررن مجررال جررذب ىررذا الجرراذب و تحقررق أن  A  و( )B P B .

 يمكننا تعريف المقدار

   
   ( ) { ( ); }Max
P PB Sup x x B    

   .Bىي غلاقة المجموعة  Bحيث أن 

 قابل لممفاضمة, فإن  Pبما أن 

   

  
( )    ;     &  1n

Max

P
x x B n       
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 و بالتالي فإن 

 
 

( )    ;    1nP
B n     

 اللازم و الكافي لكي يكونإن الشرط ملاحظة: 

   

  
( )    ;     &  1n

Max

P
x x B n        

)detىررررو أن يكررررون  ( )) 0 ;  x x B    و بالتررررالي مررررن اأن فصرررراعداً سررررنفرض .

 تحقق ىذا الشرط باستثناء الحالات التي يذكر فييا غير ذلك.

, يعررف تشرن و دونر  Pلمتصروير  Aنقطة من مجال جذب جاذب ديناميكي  0xلتكن 

 [ معامل ليابونوف الأسي الأعظمي ليذا التصوير عمى الجاذب المعطى بالعلاقة9]

   1  1 0

1
( ( ))n

n
Lim Log x

n
 


   

يرمررز لأكبررر  (.)1 و  nPىرري المصررفوفة اليعقوبيررة لمتصرروير المركررب  nحيررث أن 

قيمة مميزة )كقيمرة عدديرة( لممصرفوفة المعطراة. و يمثرل ىرذا المعامرل المعردل الأسري لممرط 

 في الاتجاه الذي يحدث فيو أعظم قيمة لممط. و بالتالي يمكننا أن نكتب

   
  1 0  

1
( )n

Max

Pn
Lim x

n
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1  يمكننررا بسرريولة اسررتنتاج أن  (:1نتيجففة )  
( ) ;  1nP

n B n    و بالتررالي إذا .

بحيرررررث أن  1nوجررررد عررررردد صرررررحي  
1 
( ) 0n

P
B  عندئرررررذ, يكرررررون الجررررراذب ,A  غيرررررر

فوضرررررررررررررررروياً فررررررررررررررررإن  Aفوضرررررررررررررررروي. عررررررررررررررررلاوةً عمررررررررررررررررى ذلررررررررررررررررك, إذا كرررررررررررررررران الجرررررررررررررررراذب 

 
( ) 0 ;  1nP
B n     . 

لتصرروير  Aمررن مجررال جررذب الجرراذب الررديناميكي  0xمررن أجررل أي نقطررة  (:1توطئففة )

P  و مرررن أجرررل أي عررردد صرررحي  موجررربn تتررروزع قررريم ,) معررراملات  )كبيرررر بقررردر, كررراف,

عمررى جررانبي مسررتقيم فرري  nPالأعظميررة لمتصرراوير المركبررة  وضررعيةليررابونوف الأسررية الم

nالمسررتوي )  1  ( ميمررو يسرراوي  معامررل ليررابونوف الأسرري الأعظمرري لمتصرروير(P 

 (.A الديناميكي عمى الجاذب

0 من أجل أي عدد حقيقي  الإثبات:   1, يوجد عدد صحي 1n   بحيث أن 

  
0   1 1  

1
 ( )    ;    n

Max

P
x n n

n
                 (6) 

  و بالتالي فإن

 

    
0 0   1 1    

1
 ( ( ) ( )) (2 1)    ;     &  1n m n

Max Max

P P

n
x x n n m

m m
              (7) 
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1nفإذا وضعنا  n  1وm n( 7ل الطررف الأيمرن مرن المتراجحرة ), يمكن عندئذ, جع

صررررررغير بشرررررركل كيفرررررري, و ىررررررذا يعنرررررري أن ميررررررل المسررررررتقيم الررررررذي يصررررررل بررررررين النقطتررررررين 

 1

  
1 0  
, ( )n

Max

P
n x  و  1

  
1 0  

, ( )n m

Max

P
n m x   1  ينتيرررري إلررررى القيمررررة  عنررررردما

إلى اللانياية. أي أن النقاط  mتسعى    
0  

, ( )n

Max

P
n x  تتروزع عمرى جرانبي المسرتقيم

12nالذي يصل بين النقطتين السابقتين و ذلك أياً كانت  n . 

فوضرروياً  Pلتصرروير  Bالررذي مجررال جذبررو  Aيكررون الجرراذب الررديناميكي  (:2توطئففة )

0x)غيررر فوضرروي( إذا و فقررط إذا كرران مررن أجررل أي نقطررة  B   يوجررد عرردد صررحيk 

  بحيث أن 
0  

( ) 0n

Max

P
x  (  

0  
( ) 0n

Max

P
x  و ذلك أياً كانت )n k . 

 لزوم الشرط الإثبات:

  1  ( و بفرض أن 7-4باستخدام المتراجحة )   1وn n  1وm n نجد , 

1  إذا كرران الجرراذب فوضرروياً, أي أن  الحالففة الأولفف : 0  ( 7و باسررتخدام المتراجحررة )

  نا نميز الحالات التالية فإن

  إما أن 

1 1 1

      
0   1 0 0   1  1      

( ) ( ) ( ) (  ) 2n n m n

Max Max Max

P P P
x m x x m n             (8) 
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و يثبت الطرف الأيسر من ىذه المتراجحة صحة المبرىنة في ىذه الحالة و ذلك بعد 

1وضع  1k n m  1, حيث أنm  كبير بقدر, كاف, بحيث يكون

1

  
0 1   1  

( ) 0n

Max

P
x m   . 

  أو أن 

1 1 1

      
0   1 0 0   1  1      

( ) ( ) ( ) (  ) 2n n m n

Max Max Max

P P P
x m x x m n              (9) 

و يثبررت الطررررف الأيمررن مرررن ىررذه المتراجحرررة صررحة المبرىنرررة فرري ىرررذه الحالررة و ذلرررك بعرررد 

1وضرررررررررررررع  1k n m  1, حيرررررررررررررث أنm  كبيرررررررررررررر بقررررررررررررردر, كررررررررررررراف, بحيرررررررررررررث يكرررررررررررررون

1

  
0 1   1 1  

( ) (  ) 2  0n

Max

P
x m n        . 

1  إذا كرران الجرراذب غيررر فوضرروي, أي أن  :الحالففة الثانيففة 0  ,نميررز الحررالات , عندئررذ

  التالية 

 ( صحة 8من أجل الحالة الجزئية الأولى, يثبت الطرف الأيمن من المتراجحة )

1المبرىنة في ىذه الحالة و ذلك بعد وضع  1k n m  1, حيث أنm  كبير

بقدر, كاف, بحيث يكون 
1

  
0 1   1 1  

( ) (  ) 2  0n

Max

P
x m n       . 

 ( صحة 9) من أجل الحالة الجزئية الثانية, يثبت الطرف الأيسر من المتراجحة

1المبرىنة في ىذه الحالة و ذلك بعد وضع  1k n m  1, حيث أنm  كبير

بقدر, كاف, بحيث يكون 
1

  
0 1   1  

( ) 0n

Max

P
x m   . 
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  أما إثبات كفايرة الشررط فيرو بردييي و بسريط لكرون 
0   1  

1
( )n

Max

P n
x

n
 


 و ,

 ىي إشارة المقدار  1  بالتالي فإن إشارة 

  
0  

( )n

Max

P
x  و ذلك عندماn   . 

)0detإذا كررران ملاحظففة:  ( )) 0x   0مرررن أجررل نقطرررة مرراx B تبقرررى التوطئتررران ,

ليسرررت نقطرررة ابتدائيرررة لمسرررار المنظومرررة المررردروس.  0x( صرررحيحتان طالمرررا أن 2( و )1)

)0detإضافةَ إلى أن  ( )) 0 ;  1np
x n   أي أن ,  

  
0  

( )  ;  1n

Max

P
x n     

   :التطبيقية مثمةبعض الأ

لقرد درس كرابلان و غرلاس العديرد مرن خصرائص و ميرزات ىرذا  التصوير الموجيسفتي: .1

 [. و يعرف ىذا التصوير بمعادلة الفروق 10التصوير ]

  1  (1 ) ;  0,1i i i ix x x x      

حيث أن  0,4.   

3.6  ( الجرراذب الفوضرروي ليررذا التصرروير مررن أجررل قيمررة الوسرريط 4يبررين الشرركل )  

الأعظميررة المقابمررة لمتصرراوير المركبرررة  وضررعيةمعرراملات ليررابونوف الأسرررية الم إضررافةً إلررى

nP  1و ذلررك مررن أجررل,  2,  ... ,  1000n  0, حيررث أننررا اخترنررا النقطررة 0.2x  
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كنقطة ابتدائية. و يتض  من ىذا الشكل أن المنحني الناتج يتقارب من كونو خطراً مسرتقياً. 

لمتصرروير مررن أجررل قيمررة  1  و لإيجرراد قيمررة تقريبيررة لمعامررل ليررابونوف الأسرري الأعظمرري 

ل حسراب ميرل القطعرة المسرتقيمة الوسيط المعطاة نقوم بحسراب ميرل ىرذا المسرتقيم مرن خرلا

600الواصررمة بررين النقطتررين 

 
0 

(600,  ( ))Max

P
x  1000و

 
0 

(1000, ( ))Max

P
x و قررد وجرردنا .

أن ىررررذه القيمررررة )القيمررررة التقريبيررررة لميررررل المسررررتقيم( تسرررراوي قيمررررة معامررررل ليررررابونوف الأسرررري 

1  الأعظمي لمتصوير  0.1768  بالطريقة الاعتيادية المعروفة.  و التي تم حسابيا 
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3.6  ( الجاذب الفوضوي لمتصوير الموجيستي من أجل A) (:4الشكل )   

(Bمعاملات ليابونوف الأسية ال )الأعظمية لمتصاوير المركبة  موضعيةnP  من أجل

1,  2,  ... ,  1000n . 
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3.5  ( الجاذب الدوري لمتصوير الموجيستي من أجل A) (:5الشكل )   

(Bمعاملات ليابونوف الأسية ال )الأعظمية لمتصاوير المركبة  موضعيةnP  من أجل

1,  2,  ... ,  1000n  . 
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 موضررعية( جرراذب ىررذا التصرروير و قرريم معرراملات ليررابونوف الأسررية ال5كمررا يبررين الشرركل )

3.5  مررن أجررل قيمررة الوسرريط   nPالأعظميررة المقابمررة لمتصرراوير المركبررة    و مررن

0أجررل  0.2x  ًو يتضرر  مررن ىرررذا الشرركل أن المنحنرري النرراتج يتقرررارب مررن كونررو خطرررا .

مستقياً. و بحساب القيمة التقريبية لميل المستقيم الناتج في ىرذه الحالرة و جردنا أنيرا تسراوي 

1  قيمة معامل ليابونوف الأسي الأعظمي لمتصوير   0.8725   او التري ترم حسرابي 

 بالطريقة الاعتيادية المعروفة. 

[, 11وضع النموذج الرياضي ليذا التصوير عالم الفمك الفرنسي ] وير هينون:تص .2

 حيث يعطى ىذا التصوير بمعادلتي الفروق التاليتين 

 
2

1

1

1  

 

i i i

i i

x x y

y x









  


  

1 عندما تكون    فإن التصوير يقمص و يمط و يطوي الساحات في فضاء

 الموضع, حيث نسمي ىذا النوع من الديناميكيات بديناميكية حدوة الحصان. 

1.4 ( جاذب فوضوي نموذجي لمتصوير من أجل قيم الوسطاء 6يبين الشكل )   و

 0.3  الأعظمية المقابمة  موضعيةإضافةً إلى معاملات ليابونوف الأسية ال

0من أجل النقطة  nPلمتصاوير المركبة  (  0.348,  0.311)x    من فضاء

,1الحالة و من أجل   2,  ... ,  1000n  . 
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1.4  ( الجاذب الفوضوي لتصوير ىينون من أجل A) (:6الشكل )   0.3 و   

(Bمعاملات ليابونوف الأسية ال )الأعظمية لمتصاوير المركبة  موضعيةnP  من أجل

1,  2,  ... ,  350n  . 
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1  ( الجاذب الدوري لتصوير ىينون من أجل A) (:7)الشكل    0.3 و   

(Bمعاملات ليابونوف الأسية ال )الأعظمية لمتصاوير المركبة  موضعيةnP  من أجل

1,  2,  ... ,  350n  . 

لقد قمنا برسم مستقيم إضافي في المستوي   

 
, n

Max

P
n   1  ميمو 0.35569  

يساوي قيمة معامل ليابونوف الأسي الأعظمي لمتصوير في ىذه الحالة و الذي تم حسابو 



الموضعية معاملات ليابونوف الأسية  

62 

 

ا قد بالطريقة الاعتيادية, لكي نبين أن ىذه النقاط تتوزع عمى جانبي ىذا المستقيم. كما أنن

1 قمنا بالشيء ذاتو من أجل قيم الوسطاء    0.3 و   لإظيار جاذب التصوير

(. و قد أظيرت 7غير الفوضوي المستنتج في ىذه الحالة, كما ىو مبين في الشكل )

1  الحسابات أن  0.161132    ىي قيمة معامل ليابونوف الأسي الأعظمي

لمتصوير, و قد اعتمدنا في حساباتنا ىذه النقطة الابتدائية 

0 (0.9517,  0.1969)x   . 

يمكن الحصول عمى دراسة موسعة ليذه المنظومة في كتاب درازن  نظومة لورنز:م .3

[. ىذه المنظومة ىي منظومة مستمرة )تدفق( ثلاثية الأبعاد و تتعين بالمعادلات 12]

 التفاضمية الثلاثة التالية 

 

( )
dx

p y x
dt

dy
xz rx y

dt

dz
xy qz

dt


 




   



 


  

,حيث أن   ,  p q r .ىي وسطاء حقيقية لممنظومة   

و بمررا أن ترردفق يممررك معامررل ليررابونوف واحررد صررفري و ىررو المعامررل الموافررق لاتجرراه ترردفق 

τالمنظومرررة )أي الاتجررراه المماسررري 


( فإنرررو و بررردون المسررراس بعموميرررة المسرررألة يمكرررن أن 
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نفررررض أن متجرررو واحررردة المنحرررى المرررأخوذ موجرررود فررري المسرررتوي النررراظمي ليرررذا التررردفق فررري 

)cosة المعطرررراة, و بالتررررالي فررررإن النقطرررر  ) sin(  )E n b 
 

   حيررررث أنn


bو  


 

ىمررا متجيرري واحرردة النرراظم الأساسرري و ثنررائي النرراظم فرري النقطررة المعطرراة. و بالتررالي بعررد 

بحسررررراب معررررراملات طريقرررررة المحرررررددة سرررررابقاً نقررررروم و بال Eتعيرررررين متجرررررو واحررررردة المنحرررررى 

فرري النقطرررة المعطرراة فررري  nPالأعظميررة لمتصررراوير المركبررة  موضرررعيةليررابونوف الأسررية ال

 فضاء الحالة. 

بيرررذا الشررركل ىررررو لتخفررريض عررردد المعرررادلات المثمثيرررة الترررري  Eإن سررربب اختيرررار المتجرررو 

( و الترري يطمررب حميررا لمحصررول عمررى قرريم معرراملات 5سنحصررل عمييررا بتطبيررق العلاقررة )

 في النقطة المعطاة.  nPالأعظمية لمتصاوير المركبة  موضعيةليابونوف الأسية ال

10p( الجاذب الفوضروي لمنظومرة لرورنز مرن أجرل قريم الوسرطاء 8كل )يبين الشكما   

8و  / 3q   27وr الأعظميرة  موضرعية, إضافةً إلى معراملات ليرابونوف الأسرية ال

و يتضرر  مررن  ىررو التصرروير المرررتبط بيررذا الترردفق. P, حيررث أن nPلمتصرراوير المركبررة 

الشررركل أن المنحنررري النررراتج يتنررراىى إلرررى خرررط, مسرررتقيم القيمرررة التقريبيرررة لميرررل ىرررذا المسرررتقيم 

150باسرررررررتخدام النقطترررررررين 

 
0 

(150,  ( ))Max

P
x  300و

 
0 

(300, ( ))Max

P
x  لنجرررررررد أن ىرررررررذه

0.895116mالقيمررة ىرري    و ىرري تسرراوي قيمررة معامررل ليررابونوف الأسرري الأعظمرري

  1  لمتصوير من أجل قيم الوسطاء المعطاة و الذي تم حسابو باسرتخدام ممحقرات برنرامج
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[ حيرررررررث أننرررررررا اعتبرنرررررررا أن النقطرررررررة الابتدائيرررررررة ىررررررري Sandri (1996)ماثيماتيكرررررررا ]

0 (0.0001,  0.0001,  0.0001)x . 

 

27r( الجاذب الفوضوي لمنظومة لورنز من أجل A) (:8الشكل )   

(Bمعاملات ليابونوف الأسية ال )الأعظمية لمتصاوير المركبة  موضعيةnP  من أجل

1,  2,  ... ,  300n  حيث أن ,P  .ىو التصوير المرتبط بيذا التدفق 
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21rمن أجل  ( الجاذب غير الفوضوي لمنظومة لورنزA) (:9الشكل )   

(Bمعاملات ليابونوف الأسية ال )الأعظمية لمتصاوير المركبة  موضعيةnP  من أجل

1,  2,  ... ,  300n  حيث أن ,P  .ىو التصوير المرتبط بيذا التدفق 

( مررن أجررل قرريم الوسررطاء 9الفوضرروي لمتصرروير فرري الشرركل )كمررا قمنررا برسررم الجرراذب غيررر 

10p   8و / 3q   21وr   إضرررررررافةً إلرررررررى قررررررريم معررررررراملات ليرررررررابونوف الأسرررررررية
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ىررو التصرروير المرررتبط بيررذا  P, حيررث أن nPالأعظميررة لمتصرراوير المركبررة  موضررعيةال

1  التدفق. و قد وجدنا في ىذه الحالة و بنفس الأسموب أن   0.114787    . 

0.0001dtلقررد اعتمرردنا فرري كمتررا الحررالتين السررابقتين خطرروة التكامررل   و بالتررالي قمنررا ,

 بتقطيع الزمن و استنتجنا العلاقة التالية 

   2 2
  ( , )Max
P x y Log A C B     

2حيررررررررررررث أن 
0( ( ) )  (2  )  (2  )x E B Cos C Sin A      , و ذلررررررررررررك

   .nPالأعظمية لمتصاوير المركبة  موضعيةلحساب معاملات ليابونوف الأسية ال

 :الاستنتاجات و التوصيات .5

 (,2( و )1, خاصرةً التروطئتين )البحرث ىرذا بينت النتائج التي حصمنا عمييا مرن خرلاللقد 

أنررو يمكررن اسررتخدام التعريررف الموضررعي لمعرراملات ليررابونوف الأسررية لإيجرراد قيمررة معامرررل 

ليرررابونوف الأسرررري الأعظمرررري لممنظومرررة, و بالتررررالي لتوقررررع وجرررود أو عرررردم وجررررود السررررموكية 

اسرتخدام الطريقرة المقترحرة فري لرذلك نوصري بة المدروسة. الفوضوية في ديناميكية المنظوم

ىرررذا البحرررث لحسررراب قيمرررة معامرررل ليرررابونوف الأسررري الأعظمررري لأي منظومرررة ديناميكيرررة, 

كمرررا لسررريولة حسررراب المعررراملات الموضرررعية فررري أي مكررران مرررن فضررراء موضرررع المنظومرررة. 

 نتمنى أن يكون ىذا البحث لبنة أساسية للأبحاث العممية المستقبمية. 
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