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توابعىالحالةىالترمودوناموكوةىوالعلاقاتى
التأسوسوةىالموافقةىلجسمىهوكىالصلبىفيىنظامى

 ىكوفيىاحداثيىمنحني
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  2صالح عزيز غيث ط.                                                                     1نتجب الحسنم .د.  أ
 

                                                  

 :ملخص البحث
 

، التي تصف السموك الترموميكانيكيةلمحقول  الحاكم الرياضي بالنموذج البحث يتعمق
الصمب المرن، غير المتجانس والغير متماثل المناحي،  Hookeلجسم  الترموديناميكي

، وىو من أسس Hooke، نسبة لمباحث الرياضي (H) رمز لو اختصاراً بالرمزوالذي ي  
الناطق في نظام أولًا الشكل التنسوري  سنناقشفي البحث،  .ذج الرياضي ليذا الجسمالنمو 

، كتابع  (H)الجسم من المتعمقة بعنصر الحجم الحرةاحداثي منحني كيفي لمطاقة 
أسيسية الموافقة لعممية من ثم سنستنتج العلاقات التو  ،الحرارةالانفعال و  يمقطعل

سنناقش الطاقة الداخمية المتعمقة كيفي. بعدىا  في نظام احداثي منحني ،إيزوتيرمية
الانفعال والأنتروبية والعلاقات التأسيسية الموافقة  يبعنصر الحجم المذكور، كتابع لمقطع

 Gibbsلعممية آدياباتية، في نظام احداثي منحني كيفي. أخيراً سنناقش كمون 
ارة، والعلاقات التأسيسية الإجياد والحر  يكتابع لمقطع لنفس عنصر الحجم الترموديناميكي

في النياية سننيي البحث  .، في نظام احداثي منحني كيفي إيزوتيرميةالموافقة لعممية 
 لممناقشة.    ئلأمسثلاث باقتراح 

 

                                                 
1
 جاهعت البعث.  –كلٍت العلىم  –أسخار فً قسن الشٌاضٍاث   
2

  جاهعت البعث.  - كلٍت العلىم -طالب هاجسخٍش فً قسن الشٌاضٍاث   

 

فلً ًالام االذاقً  ، (H)للجسن الصللب الولشى  والعلاقاث الخأسٍسٍت حىابع الحالت الخشهىدٌٌاهٍكٍت: الكلوات الوفتاحية

  هٌحًٌ كٍفً.
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The thermodynamical state functions 

and corresponding constitutive relations   

for the Hooke elastic solid in an arbitrary 

curvilinear coordinate system 
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Abstract 
 

 
 

 

 
 

 

The paper concerns the mathematical model that governing the 

thermomechanical fields, describing the thermodynamical behavior 

of the Hooke nonhomogeneous and anisotropic elastic solid, shortly 

called (H), mathematically discussed by Hooke. In the paper, first 

we discuss the free energy related to the body volume element as a 

function of the strain tensor field and the temperature field, and we 

derive the related constitutive relations corresponding to the iso-

thermal process in a curve coordinate system. Next, we discuss the 

internal energy related to the same body volume element as function 

of the strain tensor field and the entropy field, and we derive the 

related constitutive relations corresponding to the adiabatic process 

in a curve coordinate system. Then, we discuss the Gibbs thermo-

dynamical potential related to the same mentioned  body volume 

element as a function of the stress tensor field and the temperature 

field, and we derive the related constitutive relations corresponding 

to the isothermal process in a curve coordinate system.  Finally, we 

will end the paper by proposing three  problems for discussing. 
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   :مقدمة .1
من الباحثين الرياضيين في مجال الأوساط المستمرة، بدراسة توابع الحالة  قام العديد

الصمب المرن، في الحالة التي يخضع فييا الجسم  Hooke الترموديناميكية لجسم
الطاقة و الطاقة الحرة،  . من ىذه التوابع:، وفي النظام الإحداثي الديكارتيلمؤثرات حرارية

شكل جديد  كلٍ من ىذه التوابع، لأجل أعطواو  اميكي،الترمودين Gibbsالداخمية، وكمون 
 المرنالصمب المعادلات الترموديناميكية لمجسم  ضعواو كما مختمف لمعلاقات التأسيسية، 

(H)،  وكل ذلك في والحرارة الانفعالات بواسطة أو الانفعالات والأنتروبية، بواسطةإما ،
 Nowackiو Fung [4] و Truesdell [7]من ىؤلاء الباحثين: .الإحداثي الديكارتي النظام

 ن.يالعشر  القرن والثمانينات من سبعينياتالستينيات و الوكان ذلك في  ،[3,5]
 هدف البحث:  .  2

 توابع: الطاقة الحرة كتابع لمركبات مقطع الانفعال والحرارة،  ييدف البحث إلى دراسة
 Gibbsوكمون  بية،لانفعالات والأنترو لمركبات مقطع ا تابعالطاقة الداخمية كو 

العلاقات التأسيسية الترموديناميكي كتابع لمركبات مقطع الإجياد والحرارة، واستنتاج 
لمجسم و  ،كل ذلك في نظام احداثي منحني كيفي ،لكل تابع من التوابع السابقة الموافقة

 غير المتجانس وغير المتماثل المناحي.  (H) الصمب المرن

 طرق لبحث:.  3
كتابع لمركبات مقطع الانفعال التنسوري  ،(H) الحرة لمجسم الصمب المرن سندرس الطاقة

  كتابع لمركبات مقطع الانفعال التنسوري والأنتروبية ،ليذا الجسم الداخميةوالطاقة  والحرارة،
كتابع لمركبات مقطع الإجياد التنسوري  ،الترموديناميكي لمجسم Gibbs وكذلك كمون

تعميم الطريقة  طريقة ىي في ذلك متبعين ،كيفي منحني حداثيا نظام في ذلك كل ،والحرارة
 .Nowacki [3,5] المتبعة في

من الجسم  dVلعنصر الحجم اللاغرانجي طاقة الحرةسنرمز لم، ليذا الغرض       
 حجم اللاغرانجيوسنرمز لمطاقة الداخمية لنفس عنصر ال ،Fبالرمز (H) الصمب المرن

 . Gليذا العنصر بالرمز الترموديناميكي  Gibbsكمونل ، كما سنرمز  Uبالرمز 



توابع الحالة الترهوديناهيكية والعلاقات التأسيسية الووافقة لجسن هوك الصلب في نظام 

 كيفي احداثي هنحني

 538 

غير المتجانس وغير المتماثل  (H) الترموديناميكية لمجسم الصمب المرنإن العممية      
}توصف بواسطة مجموعة المقاطع التنسورية المناحي،  ,  ,   ,  ,  }Su   ،

تنسوريان  فيما مقطعان و مقطع متجيي، يمثل فيزيائياً حقل الإزاحات، أما  uحيث
قطع من المرتبة الثانية، ومتناظران، وفيزيائياً ىما عمى الترتيب، مقطع الانفعالات وم

، ىما مقطعان تنسوريان من المرتبة الصفرية، يمثلان عمى Sو  الإجيادات. أخيراً 
 الترتيب مقطع الحرارة المطمقة ومقطع الأنتروبية.

,,,....اللاتينية  من أجل متطمبات البحث أيضاً، نفرض أن جميع الأدلة       kji  
، 3Rفي المتنوعة الإقميدية ثلاثية البعد  Einsteinوسنعتمد رموز 3,2,1تأخذ القيم 

321ولتكن xxxO1قاعدتيا وعطالية، ومباشرة، قائمة، ديكارتية إحداثية جممة 2 3( , , )e e e. 
لـمجسم الصمب المرن  ةالحالة البدائي منحني كيفي في نفرض وجود نظام إحداثيكما س
(H)، وسطاءه

i 1 ىي وقاعدتو موافقة التغير 2 3( ) ( , , )i ip   g g ،  وقاعدتو مخالفة
1ىي التغير 2 3( ) ( , , )i ip   g g. مقاطع التنسورية عندئذٍ يمكن أن تُمثًّل مجموعة ال

{  ,  ,   }u   في النظام الإحداثي المنحنيi:عمى النحو الآتي ، 
(1.3               )             ,i i

i iu u u g g 
(2.3)               ,

i j j ji i
i j i j j i       g g g g g g 

(3.3)              ,
i j j ji i

i j i j j i       g g g g g g 

، عمـى الترتيـب تمثـل المركبـات موافقـة التغييـر والمركبـات مخالفـة التغييـر  iuوiu حيـث
 ، كمـا أن:u  لمقطــع الإزاحـة iفـي النظـام الإحــداثي المنحنـي

i j وi j وi
j ىــي ،

مصفوفات متناظرة، تمثل عمى الترتيب المركبات موافقة التغيير والمركبات مخالفـة التغييـر 
i كمـا أن:، لمقطـع الانفعـال iوالمركبات المختمطة فـي النظـام الإحـداثي المنحنـي j 

iو j وi
j وتمثــــل عمــــى الترتيــــب المركبــــات موافقــــة  ، ىـــي أيضــــاً مصــــفوفات متنــــاظرة

 iنــيالتغييــر والمركبــات مخالفــة التغييــر والمركبــات المختمطــة فــي النظــام الإحــداثي المنح
 .لمقطع الإجياد
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 النتائج والمناقشة:. 4
العلاقات و  كتابع لمركبات مقطع الانفعال التنسوري والحرارة،، Fالطاقة الحرة أولًا:      

 ،وغير المتماثل المناحي غير المتجانس(H)  الصمب المرن مجسمالتأسيسية الموافقة ل
منحني كيفي داثيحفي نظام اكل ذلك 

i:  الطاقة الحرة  تعطىF [3,5] بالعلاقة  :  
(4.1)                              STF U= 
)لكن يمكن أن نعتبر أن:و  ,S)

i j
U U= ،[3] دئذٍ وعن: 

(4.2)                        T
i j

i j
d d d S  U= 

k:ىنا حيث
i j k i j

d d  = وk
k

 = والرمز
k i j
 ق موافق يعني المش

التغيير لممركبات موافقة التغيير
i j
 بالنسبة لـ

k
،  6,9] [وىو يعطى بالعلاقة : 

               mm
k i j k i j i k m j j k i m         

وحيث
k يرمز المشتق الجزئـي بالنسـبة لموسـيط

k ؛
i j

k i j
k










الرمـوز .k

i j 

بالعلاقــــــــــة:مــــــــــن النــــــــــوع الثــــــــــاني؛ وىــــــــــي تعطــــــــــى  Christoffelتــــــــــدل ىــــــــــي رمــــــــــوز 
 

kk
i j i jg بأن: العمم ، معi j  ىـي رمـوزChristoffel  ،مـن النـوع الأول

 بالعلاقة:  وىي تعطى
1

( )
2

.i j k j i k j i k i j k k i jg g g       g g، 

.i j i jg  g g   و.
i j jig  g g  عمى الترتيب ىما الحد العام لممصفوفة المترية موافقـة

 .لتغير والحد العام لممصفوفة المترية مخالفة التغيرا
 أن: (4.2)و (4.1)ينتج الآن عن      
 (4.3)                      S T

i j
i j

d d d  F = 
) التي منيا نجد أن: , T)

i j
F F=:بالتالي . 

(4.4)             
T

T
Ti j

i j

d d d


    
        

F F
F



= 



توابع الحالة الترهوديناهيكية والعلاقات التأسيسية الووافقة لجسن هوك الصلب في نظام 

 كيفي احداثي هنحني

 541 

حيث الرمز
Ti j



 
 
 
 

F تدل عمى اشتقاقF متساوية درجة ( خلال ظروف إيزوتيرمية

، أما الرمز )الحرارة المطمقة
T

 
 
 

F



خلال تشوه ثابت لمجسم. من  Fيعني اشتقاقف 

 ، ينتج أن:(4.3)و (4.4)

(4.5)               
T

, S
T

i j

i j




    
         

F F



 

iفيمكن أن نعرف المركبات مخالفة التغيير، Fالطاقة الحرة  إذا عرفنا بالتالي j 
iالمركبات موافقة التغيير كلٍ من لمقطع الإجياد، بدلالة j والحرارة  مقطع الانفعاللT ،

iأيضاً بدلالة كلٍ من المركبات موافقة التغيير Sالأنتروبية يمكن أن نعرفكما  j 
 . Tلمقطع الانفعال والحرارة 

) بنشر الطاقة الحرة , T)F  0تسمسمة تايمور في جوار الحالة الطبيعية:في م( ,T )0 ،
، )ىي درجة حرارة الحالة الطبيعية لمجسم 0Tىو المقطع التنسوري، الصفري، و0حيث(

 نحصل عمى: 

     

0 0 0 0

2 2

0 0 0

2
2

0 02

( ,T) ( ,T ) ( ,T ) ( ,T ) (T T )
T

1
( ,T ) 2 ( ,T ) (T T )

2 T

( ,T ) (T T )
T

i j i j
i j

i j k i j
i j k i j

 


  
  

 
   
 

  
   

   


  
 

0 0 0

0 0

0

F F
F F

F F

F

=

 

الانفعال  يمقطعنعدم كلًا من ي (H) المرن الصمب لمجسم بيعيةالط الحالة جوار في لكنو 
)0الانتروبية، كما تممك الطاقة الحرة عندئذٍ القيمة الثابتةمقطع و  والإجياد ,T )0F ، التي و

انعدام قيمة كلًا من  منيمكن أن نفرضيا معدومة دون المساس بعمومية المسألة. ينتج 
)0فيالأنتروبية و   مقطعي الإجياد ,T  ، أن: (4.5) ن العلاقةم، و 0(

(4.6)   0 0 0 0( ,T ) ( ,T ) 0 , ( ,T ) S( ,T ) 0
T

i j

i j




 
    

 
0 0 0 0

F F 
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 يصبح المنشور السابق بالشكل: بذلكو 

(4.7) 

2

0

2 2
2

0 0 0 02

1
( ,T) ( ,T )

2

2 ( ,T ) (T T ) ( ,T ) (T T )
T T

i j i j k
i j k

i j
i j

  
 




 


 

 
    

   

0

0 0

F
F

F F

=

 

iالمركبات موافقة التغيير لمقطع الانفعال:لنيمل مجموع قوى  (4.7)في العلاقة  j 
T)0والفرق الحراري T ) الأمر الذي يتناسب مع حالة 3الـ أو تساوي، التي ىي أكبر ،

0الصغيرة جداً، ومع حالة كون لالانفعا 0(T T ) / T 1  ، العلاقة  تصبح بذلكو
  : بالشكل الآتي (4.7)
(4.8)          0T

1
( , ) ( )

2

i j k i j
i j i j k i j

T C       F F= 

:0:عمماً أن T T  0، و( )F  تابع لـ  كما أن:  فقط ، 

(4.9)     
2 2

0 0T ( ,T ) , ( ,T )
T

i j k i j

i j k i j

C 
  

 
  
   

0 0
F F  

وفي نظام احداثي منحني  بشكميا الأول، العلاقات التأسيسية، عمى الآن لمحصول،و 
كيفي

i، فنجد:  (4.5) نستخدم العلاقتين ، 
(4.10)                     T

i j i j k i j
k

C   = 

(4.11)                         0S ( )
T

i j

i j 


 


=
F 

في النظام  ،)الشكل الأول( قتين التأسيسيتينبالعلا (4.11)و (4.10)ندعوا العلاقتان
 ،Duhamel – Neumann بعلاقة (،4.10) حيث ندعوا ،iحني الكيفيالاحداثي المن

، في النظام الاحداثي )غير المتماثل المناحي( الأنيزوتروبي ،(H) المرن الجسم لأجل
0عمينا الآن، تحديد قيمة الحد يبقى .iالمنحني الكيفي ( )

T


 


F في الطرف الأيمن ،

Sبما أن .الآتي، والذي يتم باتباع (4.11) لمعلاقة S( ,T)
i j
:فإن ، 
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(4.12)               
T

S S
S T

Ti j
i j

d d d


    
        

=


 

 ، أن: (4.11) ىذا من جية أولى، ومن جية أخرى ينتج عن

(4.13)                 
2

0
2

S ( ) T
T

i j
i j

d d d 


 


F
= 

 ، أن: (4.13)و (4.12)عن ينتج

(4.14)                         
2

0
2

S
( )

T T

  
   

  

F



 

Sإن المقدار
T

T

 
 
 

 المرن الصمب ، يدعى بالحرارة النوعية لمجسم[3,5] مقدار ثابت ىو

(H)، ،بالرمز الثابت المقدار ليذا ونرمز خلال تشوه ثابتc عن ذلك وعن. ينتج 
 أن: ،(4.14)

(4.15)                          
2

0
2

( )
TT

c
  


F  

مرة واحدة عمى المجال (4.15)بمكاممة طرفي العلاقة  0T , T أن: بملاحظة ، و
0 (0) 0

T






F ،نحصل عمى:  ف 

(4.16)                 0

0 0

T
( ) ln (1 )

T T T
lnc c

 
    


F
  

    الشكل: أخذت (4.11) أن (4.16) عن الآن ينتج
(4.17)                   

0

S (1 )
T

lni j

i j c 


 =  

ذا المقدار الآن نشرنا وا 
0

(1 )
T

ln


 0الـنقطة  جوار متسمسمة تايمور في في  وأخذنا ،

/0 (بعين الاعتبار فرضيات الجسم  T 1( يمكننا الاكتفاء بالحد الأول فقط من ،
ىذا المنشور، فنحصل عمى: 

0 0

(1 )
T T

ln
 

 وعن  (4.16) . ينتج عن ذلك وعن
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(0)0كون 0F:2، أن
0

0

( )
2 T

c
   F  .الطاقة الحرة ينتج أن تقدم ماومF 

 بالشكل التالي:تصبحان  Sوالأنتروبية
(4.18)     2

0
T

1
( ,T)

2 2 T

i j k i j
i j i j k i j

C
c

       F =  

(4.19)                       
0

S
T

i j

i j c 


=  

، والحد الثالث لو فقط الانفعال صفةلو  (4.18)الحد الأول في الطرف الأيمن لمعلاقة إن 
لطابعين السابقين، وىو يعبر ليذين ابينما الحد الثاني لو طابع مزيج ، فقط طابع حراري
تمثل أيضاً،  ،(4.18)فيو  الحرارة.مقطع الانفعال و  مقطعالمتبادل بين  عن التأثير

Tالمقادير
i j k

C المرن الصمب المعاملات الميكانيكية لمجسم (H)، ترتبط بينما 
iالمقادير j الحرارية ليذا الجسم، لذلك تدعى  ؤثراتالميكانيكية وكذلك بالم ؤثراتبالم

وعن تناظر  ،(4.9)ينتج عن . (H) المرن الصمب بالمعاملات الترموميكانيكية لمجسم
Tأن المعاملات الانفعال مقطع

i j k
C والمعاملاتi j لخواص التناظرية التالية:تحقق ا 

(4.20)   T T T T T T, ,
i j k j i k i j k i j k i j k k i j

i j j i

C C C C C C

 

  


  

 

 لأنتروبية،للانفعال و موافقة التغيير لمقطع ا لممركبات كتابع Uالداخمية الطاقة :ثانياً       
ثل وغير المتما المتجانس غير(H) لجسم الصمب المرنفي ا والعلاقات التأسيسية الموافقة

كل ذلك في نظام احداثي منحني كيفي ،المناحي
i: الطاقة أن  نعتبر ىناس

 المرنالصمب جسم المأخوذ من ال dVبعنصر الحجم اللاغرانجي المتعمقةUالداخمية

(H) ،:تمثل تابع حالة ترموديناميكية( ,S)i jU U=. بنشر الطاقة الداخميةU في
 نعدمي التي الحالة ىي( (H) المرن الصمب لمجسم الطبيعية متسمسمة تايمور في جوار الحالة

كون فييا يبينما  ،الإجيادمقطع و  ،لالانفعاومقطع  Sالأنتروبية مقطع كلًا من فييا
قيمة الطاقة  أماو ، 0Tلدرجة حرارة الحالة الطبيعية اً مساوي Tالحرارة المطمقة مقطع

دون المساس  اً لأجل الحالة الطبيعية فيي مقدار ثابت، يمكن أن نفرضو معدوم الداخمية
 ، فنجد:)بالعمومية
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2 2 2
2

2

( ,S) ( ,0) ( ,0) ( ,0) S
S

1
( ,0) 2 ( ,0) S ( ,0) S

2 S S

i j i j
i j

i j k i j
i j k i j

 


  
  

 
  
 

   
    

      

0 0 0

0 0 0

U U
U U

U U U

=

 وكـذلك ،والإجيـاد  الانفعـالمقطعـا الانتروبيـة و  مقطـع نعـدميو فـي الحالـة الطبيعيـة، وبما أنـ

 :[3,5] أيضاً  الطبيعية الحالة وفي الداخمية، الطاقة مقطع
                      0( ,0) 0 , T ( ,0)

S
i j

i j




 
  
 

0 0
U U 

 :تيالآ فينتج عن ذلك أن المنشور السابق يأخذ الشكل 

(4.21)     
0

2

2 2
2

2

1
( ,S) T S ( ,0)

2

2 ( ,0) S ( ,0) S
S S

i j i j k

i j k

i j

i j

  
 




 
 

 

 
  

   

0

0 0

U
U

U U

=

 

iالمركبات موافقة التغيير إذا اكتفينا بقوى ،(4.21)في  j  الانتروبيةوS التي مجموعيا ،
ع حالة ، وم(H) الصمب المرن جسمالمع  الأمر الذي يتوافق(2لا يزيد عن الـ

0كون 0(T T ) / T 1( بالشكل: (4.21)، عندئذٍ تصبح 
(4.22)     0S

1
( ,S) S (S)

2

i j k i j
i j i j k i j

C     U U=  

 ، و:  Sلـ  فقط تابعU(S)0حيث: 

(4.23)      
2 2

S ( ,0) , ( ,0)
S

i j k i j

i j k i j

C 
  

 
  
   

0 0
U U  

 :[4]وبما أن

(4.24)   
S

S T S
S

i j
i j i j

i j

d d d d d  


    
        

U U
U= =
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الرمز حيث
Si j



 
 
 
 

U
مقطع  يكون عندما أي(في ظروف آدياباتية  Uاشتقاق يعني 

والرمز ،) ثابت Sالأنتروبية
S

 
 
 

U



عن  خلال تشوه ثابت، فينتجUيعني اشتقاق 

 أنّ: (4.24)و (4.22)

(4.25)              S

S

S
i j i j k i j

k
i j

C  


 
  
 
 

U
= 

(4.26)               0
T (S)

S S

i j
i j

 
  

    
  

=
U U



           

Sأن المعاملات متناظر، مقطع الانفعال وعن كون أن (4.23) وينتج، الآن عن
i j k

C 
iوالمعاملات j :تحقق الخواص التناظرية التالية 

(4.27)   S S S S S S, ,
i j k j i k i j k i j k i j k k i j

i j j i

C C C C C C

 

  


  

  الأنيزوتروبي، المرن الصمب بالعلاقات التأسيسية لمجسم (4.26)و (4.25)العلاقات ندعوا
(H)،)بشكميا الثالث(. 
Tولنوجد الآن العلاقات التي تربط المعاملات   

i j k
C وi j بالمعاملاتS

i j k
C 

iو jآخذين بعين الاعتبار فرضيات الجسم الصمب المرن ،  (H) التي تتمثل بكون ،
/0تشوىاتو المرنة صغيرة جداً، وبكون T 1لنسبة لـبا (4.19) . بحل العلاقة 

 نجد:
(4.28)                        0T

(S )
i j

i jc
  =



 

 ، نحصل عمى:Duhamel – Neumann (4.10) بتعويض ذلك في علاقات
(4.29)        0 0

T

T T
( ) Sk

i j i j k i j k i j
C

c c
     =

 

 

 ، نجد أن:(4.29)مع  (4.25)وبمقارنة 
(4.30)        0 0

TS

T T
,

i j k i j k i j k i j i j
C C

c c
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لكــلٍ مــن المركبــات مخالقــة التغييــر  ، كتــابعGالترمودينــاميكي Gibbsكمــون  :ثالثــاً       
 غيـر(H) لجسم الصـمب المـرنفي ا والعلاقات التأسيسية الموافقة ،محرارةلو لمقطع الإجياد 

فيكل ذلك في نظام احداثي منحني كي ،وغير المتماثل المناحي المتجانس
i: 

وىو يعطى بالعلاقة  ،ىاماً  دوراً  Gالترموديناميكي Gibbs كمون في الترموديناميك، يمعب
التالية في أي نظام احداقي منحني

i : 
(4.31)                          i j

i j
 G F= 

 :                 ينتج عنيا أن والتي
(4.32)                i j i j

i j i j
d d d d    =G F 

iحيث: j i j k
k

d d  = والرمزi j
k
  يعني المشق موافق التغيير لممركبات

iمخمفة التغيير j بالنسبة لـ
k

6,8,9 [العلاقة ، وىو يعطى ب [: 
              i j i j i m j j i m

k k k m k m         
  ، أن: (4.3)وعن العلاقة  (4.32) ينتج عن

(4.33)                   S T
i j

i j
d d d  =G 

)بما أن العلاقة السابقة تعطي التفاضل التام لمتابع  ,T)
i jG:ولدينا ، 

(4.34)             
T

T
T

i j

i j
d d d



    
        

=
G G

G


 

 أن: (4.34)و (4.33)فينتج عن

(4.35)                 
T

, S
T

i j i j




    
           

G G



 

) :Gibbs كمون الآن لننشر، ,T)
i jG الطبيعية الحالة جوار في تايمور متسمسمة في 

0( ,T ا فعمناه في الفقرتين باتباع طريقة مشابية لم. (H) المرن الصمب لمجسم 0(
 ، نحصل عمى:Uوالطاقة الداخمية F الطاقة الحرةحالتي السابقتين من أجل كل 

(4.36)    0
T1

( ,T) ( )
2

i j i j k i j
i j k i j

S        =G G 

)0 حيث: )G  تابع فقط لـن:  ، كما أ 
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(4.37)    
2 2

0 0
T ( ,T ) , ( ,T )

T
i j k i ji j k i j

S 
  

 
   

   
0 0

G G  

بكون  المتمثمة، (H)  المرن الصمب وىنا أيضاً أخذنا بعين الاعتبار فرضيات الجسم
/0تشوىاتو المرنة صغيرة جداً، وبكون T 1 . 

ي الكيف المنحني الاحداثي النظام في الثاني، بشكميا التأسيسية، العلاقات عمى الآن نحصل،
i فنجد:  (4.35)باستخدام العلاقتين ، 
(4.38)                      i j

kT
i j k i j

S   = 

(4.39)                       0
S ( )

T
i j

i j 


 


=
G 

الصمب  مجسمل ،)الثاني الشكل( التأسيسيتين قتينبالعلا (4.39)و (4.38)ندعوا العلاقتان
، في النظام الاحداثي المنحني الكيفيالأنيزوتروبيو  غير المتجانس ،(H) مرنال

i. 

0عمينا الآن، تحديد قيمة الحد يبقى
( )

T






Gوالذي (4.39) ، في الطرف الأيمن لمعلاقة ،

Sبما أن .الآتييتم باتباع  S( ,T)
i j:فإن ، 

(4.40)                
T

S S
S T

T

i j

i j
d d d



    
        

=


 

 أن:  ينتج ،(4.39)نمىذا من جية أولى، ومن جية أخرى 

(4.41)               
2

0

2
S ( ) T

T

i j
i j

d d d 


 


=
G 

 ، أن: (4.41)و (4.40)ينتج عنو 

(4.42)                        
2

0
2

S
( )

T T

  
  

  

G



 

Sإن المقدار
T

T

 
 
 

 الصمب بالحرارة النوعية لمجسم يسمى ،[3,5] ىو مقدار ثابت

ينتج عن و . cالثابت بالرمز المقدار ونرمز ليذا ثابت، إجياد مقطع خلال ،(H) المرن
 ،أن:(4.42) ذلك وعن
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(4.43)                             
2

0

2
( )

TT

c
 



G
 

ة السابقة مرة واحدة عمى المجالبمكاممة طرفي العلاق 0T , T،  أن: ملاحظة و
0

(0) 0
T






G  :نحصل عمى ، 

(4.44)                0

0 0

T
( ) ln (1 )

T T T
lnc c

 
   



G
  

    تصبح بالشكل: (4.39)أن (4.44)ينتج عنو 
(4.45)                   

0

S (1 )
T

lni j

i j c 


 =  

/0 (لكن بالأخذ بعين الاعتبار فرضيات الجسم و  T 1( ،أن:  اعتباريمكننا ف

0 0

(1 )
T T

ln
 

  .0وعن كون (4.44) ينتج عن ذلك وعنف (0) 0G، :أن 

2
0

0

( )
2 T

c
  G  .تقدم يصبح كمون  ومماGibbs الترموديناميكيG والأنتروبية S 

 بالشكل:
(4.46)     2

0

T1
( ,T)

2 2 T

i j i j k i j
i j k i j

S
c

        =G  

(4.47)                        
0

S
T

i j

i j c 


=  

 في (4.38)رض نعوضيذا الغل. c و c مابين لنوجد، الآن العلاقة التي تربطو 
   ، فنجد:(4.11)
(4.48)             0TS ( )

T

i j k i j
i j k i j

S    


   


=
F 

 ، أن:  cينتج عن ذلك وعن تعريف

(4.49)              
2

0
2

S
: T T ( )

T T

i j
i j

c  
   

     
    

F




   

 ، أن: (4.15)عن ذلك وعن  ، الآنينتج
(4.50)                        T

i j
i j

c c       
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Tنجد أن المعاملات السابقتين، في الفقرتين المتبعة الطريقة بنفسو 
i j k

S والمعاملات
i j

 
 :الآتيةتحقق الخواص التناظرية 

(4.51) 
T T T T T T, ,
i j k j i k i j k i j k i j k k i j

i j j i

S S S S S S

 

  


  

 مابين تربط التي العلاقات إيجاد كنيم السابقة، الفقرة في المتبعة الطريقة بنفسكما أنو 
Tالمعاملات 

i j k
S و

i j
  المعاملاتوT

i j k
C وi j ،بعين الاعتبار فرضيات  بالأخذ

 وبكون داً،بكون تشوىاتو المرنة صغيرة ج المتمثمة، (H) المرن الصمب الجسم
0/ T 1 . 

نقول أن الجسم الصمب  ، المتماثل المناحي:(H)تعريف الجسم الصمب المرن     
 التالية:     بنودالأحد  تحقق وفقط إذا ذامتماثل المناحي إ (H)المرن 

(4.52)T T T ( ) ,
i j k i j i j k j i k i j i jkC g g g g g g g        

هخساوٌت ( الوقاست فً ظشوف إٌزوحٍشهٍتالأولى،  Lameهً هعاهلاث  TوTاٍث: 

 اشاسي،  هعاهلفهى  ، أها )دسجت الحشاسة الوطلقت

(4.53)S S S ( ) ,
i j k i j i j k j i k i j i jkC g g g g g g g        

هخساوٌت (آدٌاباحٍت الوقاست فً ظشوف ى،الأول Lameهً هعاهلاث  SوSاٍث:

 ، آخش اشاسي هعاهلفهى  ، أها )الأًخشوبٍت

(4.54)T T ( ) ,T
i j k i j k i j k j i k i j i jS g g g g g g g        

 الوقاست فً ظشوف إٌزوحٍشهٍت، أها الثاًٍت  Lameهً هعاهلاث  TوTاٍث: 

 آخش جذٌذ هخخلف. فهى ثابج اشاسي

  االاث خاصت:    

، فخأخز عٌذئزٍ كلًا (4.52)هخواثل الوٌااً بالشكل  (H) إرا كاى الجسن الصلب الوشى )5

 الشكل اَحً: ،الوىافقت لها هي الطاقت الحشة والعلاقاث الخأسٍسٍت

(4.55)
2

0

T T

1
( ,T) ( )

2

,
2 T

i j i j k j i kk
i j i j k

i j
i j

g g g g g g

g
c

    

 

  
 

   

F =



(4.56) T T ( ) ,
i j i j i j k j i k i jk

k
g g g g g g g        

 
= 
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(4.57)                              
0

S
T

i j

i j
g c 


=  

 أو:

(4.58)      2

0
T T

1
( ,T) ,

2 2 T

i j i j j
i j i j i j j

c
             F  

(4.58)                                                     

T T

T T

2

2 ( ,

i j i j k i j i j
k

i j i j k
k

g g

g

     

    

   

    

=
 

(4.59)                                
0

S
T

k
k

c 


=  

، فخأخز عٌذئزٍ كلًا (4.53)هخواثل الوٌااً بالشكل  (H) إرا كاى الجسن الصلب الوشى )1

 هي الطاقت الذاخلٍت والعلاقاث الخأسٍسٍت الوىافقت لها، الشكل اَحً:

(4.60)
0

S S

1
( ,S) ( )

2

S (S) ,

i j i j k j i kk
i j i j k

i j
i j

g g g g g g

g

    

 

  
 

 

U

U

=
 

(4.61) S S( ) S ,
i j i j i j k j i k i jk

k
g g g g g g g       

 
= 

(4.62)                            
0

T (S)
S

i j

i j
g 


 



U
= 

 أو:

(4.63)      0S S

1
( ,S) S (S) ,

2

i j i j j
i j i j i j j
           U U 

(4.64)                                                     

S S

S S

2 S

2 ( S ,

i j i j k i j i j
k

i j i j k
k

g g

g

     

    

  

   

=
 

(4.65)                            
0

T (S)
S

k
k

 


 


U
= 

، فٍأخز (4.54)هخواثل الوٌااً بالشكل  (H) الصلب الوشى إرا كاى الجسن  خٍشاً أ )3

 اَحً: الشكل له، الوىافقت الخأسٍسٍت والعلاقاث الخشهىدٌٌاهٍكً Gibbs هي كوىى عٌذئزٍ كلاً 

(4.66)
2

0

T T1
( ,T) ( )

2

2 T

i j i j k
i j k i j k j i k

i j
i j

g g g g g g

g
c

    

 

    
 

   

G



=
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(4.67)  T T ( ) ,i j

k
i j k i j k j i k i j

g g g g g g g        
 

= 

(4.68)                            
0

S
T

i j
i j

g c 


 = 

 أو:

(4.69)              
2

0

T T1
( ,T)

2

,
2 T

i j i j i j
i j i j

j
j

c

      

 

   

   

G



 

(4.70)                                               

T T

T T

2

2 ( ,

i j i j

i j

k
i j k i j

k
i j k

g g

g

     

    

   

    

=
 

(4.71)                                
0

S
T

k
k

c 


 = 

 المقترحات:الاستنتاجات و  .5
  (H) الصلب الوشىاقشنا ثلاثة توابع لمحالة الترموديناميكية لمجسم ن الاستنتاجات: )أولا  

غير المتجانس وغير المتماثل المناحي، كما ناقشنا العلاقات التأسيسية المتعمقة بيا، كل 
كتابع لمقطعي الانفعال ذلك في نظام احداثي منحني كيفي؛ التابع الأول ىو الطاقة الحرة 

لثاني ىو الطاقة الداخمية كتابع لمقطعي الانفعال والأنتروبية، أما والحرارة المطمقة، والتابع ا
. كتابع لمقطعي الإجياد والحرارة المطمقة الترموديناميكي Gibbs التابع الأخير ىو كمون

  الإحداثيات المنحنية الملائمة التي تسيل حل المسألة. نختار أن يمكن بأنو ذلك أىمية تكمنو 
 

 : الآتيةلممناقشة، ىي  بثلاث مسائلن أن نختتم ىذا البحث يمك المقترحات: )ثانيا  
 

   .الجسم الصمب المرن دقيق الاستقطاب لأجل الدراسة نفس إعادة :5مسألة
فــي التوصــيل الحــراري ومعادلــة انتتشــار الأنتروبيــة، كــل  Fourierمناقشــة قــانون  :1مســألة

 .  ذلك في نظام احداثي منحني كيفي
   .الجسم الصمب المرن دقيق الاستقطاب لأجل حالة السابقة 1إعادة المسألة :1مسألة
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