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ك اد سلوجيٳي فاستخدام  طريقة العناصر المنتهية 
يلة  تشكل جزء من آلة طتلصفيحة مس ستاتيكي

 عشارية

 طالبة الدكتوراه : بشرى عزيز الحبيب
 جامعة البعث –كلية العلوم  -قسم الرياضيات  

 مصطفى حسن اشراف الدكتور:
 

 
 ملخص البحث 

ميكانيك  هي المعادلات الي تصفميشيل  - بتراميمعادلات الطرائق الهامة في تحديد 
بشكل عام وميكانيك المرونة بشكل خاص ومقاومة المواد بشكل أخص، من إحدى 

 الإجهادات مباشرة" الأمر البالغ الأهمية في الصناعة .الأوساط المستمرة  

تمكننا من حساب الإجهادات ولكن تملك السلبية التالية : في معظم الأحيان هذه الطريقة 
 الحل التحليلي يكون معقد الأمر الذي يجبرنا للذهاب باتجاه الطرق العددية.

 ميشيل السكونية  لأجل صفيحة- تراميبفي البحث سنقوم أولا" بعرض معادلات 
 مداختئية بعدها سنقوم باسدتشكل أحد أجزاء آلة عشارية مزودة بشروط  حدية وب يلةطتمس

 طريقة العناصر المنتهية، ثم تقطيع المعادلات اللازمة .

 الكلمات المفتاحية :
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آلة عشارية  ، طريقة ميشيل للحالة السكونية المستوية الأولى ، - تراميبمعادلات  
 العناصر المتناهية .

    
Using the FEM method in finding the static 

behavior of a rectangular plate which is part of Ten-

Bar Mechanism 

Abstract 

The Btrami-Michell equations in the mechanics of 

continuous media in general,  the mechanics of elasticity and 

the resistance of materials in particular, they are considered 

one of the important methods for determining stresses 

directly, which is extremely important in industry. 

This method enables us to calculate stresses, but it has the 

following drawback: Most of the time the analytical solution 

is complex, which forces us to go towards numerical 

methods. 

In the research, we will, firstly, present the Btrami-Michell 

static equations for a rectangular plate that forms one of the 

parts of a decagon machine provided with boundary with 

initial conditions. Then we will use the finite element method 

to discretize the necessary equations 

 

Key words: Btrami-Michell equations for the first plane static state, 

Ten - Bar mechanism, Finite element method. 
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 : مقدمة

أول من وضع صياغة ناقصة لمعادلات الإجهادات  [𝟑]( 1890يعتبر سانت فينانت)
من خلال معادلات الاستمرار بالانفعالات يكمن هذا النقص أن عدد المعادلات  أقل ب 

[   3(  ]1910ثلاث من عدد المجاهيل ) في الحالة الفراغية للانفعالات ( ، مع بداية )
ميشيل لسد هذا النقص من خلال إضافة معادلات  - تراميب أتى العالمان الفرنسيان

ترامي بنافيير إلى معادلات سانت فينانت ،وقد أطلقوا على المعادلات الجديدة بمعادلات 
ميشيل وبعد مضي فترة للأسف ظهرت مشكلة جديدة تكمن بالآتي : صحيح أن عدد  –

لحدية ليست شروط المعادلات الجديدة يساوي عدد المجاهيل لكن عندما تكون الشروط ا
 .الجر فيكون حل هذه المعادلات ليس وحيد

 هدف البحث:

تشكل جزء من  يلةطتمسميشيل لصفيحة  - تراميبيهدف البحث إلى مناقشة صياغة 
حيث أن الحل التحليلي لهذه المسألة معقد مما يجبرنا  .bالآلة العشارية المبينة في الشكل 

بالشكل الضعيف وتحويلها إلى معادلات فرقية( على تقطيع هذه المسألة ) كتابتها 
مستخدمين في ذلك طريقة العناصر المنتهية من أجل متطلبات البحث يلزمنا فيما يلي 

 وتشكل جزء من آلتنا. يلةطتمسميشيل لصفيحة  - تراميب عرض صياغة
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 البحث جطرق ونتائ

عشر ي باثن ينهاب طة فيمابجملة مكونة من عشرة أجسام مرت :لآلة العشاريةا

 [2] [𝑏]  الشكل [1] دوارنياا  مفصلاا 

      
 [𝟑] : _ ميشيل تراميب مسألة

متوازنة ولا تخضع إلى قوى حجمية ومتجانسة  OABC طيلةتمس ليكن لدينا صفيحة
للمنطقة الدّاخلية في الصفيحة ولحدود المنطقة  ومتماثلة المناحي ولنرمز بالرمز 

                                               حيث: b رضها عول  aولطول ضلع الصّفيحة بالرّمز  بالرّمز 

41 2 3

[ ] [ ] [ ] [ ]OA AB BC OC
  

      

 (1.2) چاورمال الشّكلويمكن توضيح الصّفيحة كما في 
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 ويكون نموذج هوك كما يلي:

 :معادلات التّوازن المحققة في  (1

                              1,2                    , 0     

11,1                                  (1) أي: 21,2

12,1 22,2

0

0

 

 

 


 

                            

 :( العلاقات الهندسية المحققة في2

      (2)                            

11 1,1 1,1 1,1

12 1,2 2,1 21

22 2,2 2,2 2,2

1
( )
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1
( )

2

1
( )

2
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  
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 :( العلاقات التأّسيسية المحققة في 3

(3)    , 1,2            2        

11حيث:       22     ميشيل بتقليص  تراميبفيما يلي سنستنتج معادلات _

               العلاقات نجد:

2 2 2( )
2( )


    


      

 
     


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وبالتّالي:                                                  
1

[ ]
2 2( )

   


   
  

 


 

 (4)          ; , 1,2  11 22;     

 وبالتّالي نجد:

             (5)  

11 11 22

22 22 11

12 12 21

1
[(1 ) ]

2 2( ) 2( )

1
[(1 ) ]

2 2( ) 2( )

1

2

 
  

    

 
  
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
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11,22   (6)نعلم أنّ معادلة توافق الانفعالات هي:  22,11 12,122   . 

 نجد: (6)في (4)بتعويض

(7)  2
11,22 22,11 12,121

1 1 1
[ ]

2 2( )
   

   
  


 

حيث:     
2

2
1 2 2

1 2x x
    

 
 
 

 ( 7وبالتالي فأنّ المعادلة )

 تأخذ الشّكل:
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(8)     2
11,22 22,11 11 22 12,121( ) 2

2( )


    

 
   


 

 .12و  22و 11جملة ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل هي: انلدي حاصب وبالتالي

 التاّلية: الشّروط الحديةنضيف للمعادلات السّابقة 

 :2و  1على 

                              ; 1,2           2 0  

21                        (9)أي:   

22

0
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3 :(10)                   11على 
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4:(11)                 11على  
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f


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


 

 سنكتفي في العرض الّسابق لمسألة بيلترامي _ ميشيل دون التّطرق إلى حلها.

 [𝟒] م الفروق المنتهية:اباستخد بيلترامي ميشيلصياغة عددية لمعادلة 

 إنّ فكرة إيجاد الحل العددي للمسألة:

 (12) σ
11,1

+σ
21,2

= 0 

σ
12,1

+σ
22,2

= 0 
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σ
11,22

+σ
22,11

−
𝜆

2 (𝜆 + 𝜇)
∇
1

2
(σ
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+σ

22
) = 2σ

12,21
 

∇
1

2
𝜎
𝛾𝛾
=
𝜕
2

𝜕𝑥
2
𝜎
𝛾𝛾
+
𝜕
2

𝜕𝑦
2
𝜎
𝛾𝛾

 

σ̅تتتتتتتتتتتتلخص فتتتتتتتتتتي إيجتتتتتتتتتتاد قتتتتتتتتتتيم تقريبتتتتتتتتتتة عدديتتتتتتتتتتة
𝛽𝛼

𝑖𝑗

≈ σ
𝛽𝛼
(𝑥
𝑗
, 𝑦
𝑖
لهتتتتتتتتتتذا الحتتتتتتتتتتل   (

𝑥)عنتتتتتتتتتد نقتتتتتتتتتاط متقطعتتتتتتتتتة 
𝑗
, 𝑦
𝑖
متتتتتتتتتن أجتتتتتتتتتل ذلتتتتتتتتتك علينتتتتتتتتتا تقطيتتتتتتتتتع منطقتتتتتتتتتة العمتتتتتتتتتل . (

ذلتتتتتتتك نقستتتتتتتم منطقتتتتتتتة العمتتتتتتتل إلتتتتتتتى مجموعتتتتتتتة متتتتتتتن النقتتتتتتتاط   ثنائيتتتتتتتة البعتتتتتتتد وبنتتتتتتتاءا علتتتتتتتى
بحيتتتتتتتتتتث تكتتتتتتتتتتون المستتتتتتتتتتافة بينهتتتتتتتتتتا ثابتتتتتتتتتتتة ستتتتتتتتتتواءا أكانتتتتتتتتتتت علتتتتتتتتتتى المحتتتتتتتتتتور الأفقتتتتتتتتتتي أم 

 الشاقولي وذلك بالشكل:

 
Ω
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,ℎ
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= {(𝑥𝑗, 𝑦𝑖) = (𝑎+ (𝑗 − 1)ℎ1, 𝑐 + (𝑖 − 1)ℎ2) , 1 ≤ 𝑗

≤ 𝑀
1
+1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑀

2
+1} 

𝑀حيتتتتث 
1
,𝑀

2
> ℎثتتتتابتين صتتتتحيحين و   2

1
= 𝑏−𝑎

𝑀
1

> 0 , ℎ
2
= 𝑐−𝑑

𝑀
2

> تمتتتتثلان   0

 الخطوة المكانية، عندئذ نحصل على نقاط شبكة التقطيع وعددها
 (𝑀

2
− 1) × (𝑀

1
− 1) 

 

ℎ1 

ℎ2 

(𝑥𝑗 , 𝑦𝑖) 

𝑥𝑗 

𝑦𝑖 

𝑦 

𝑥 

 الشبكة المكانية   :1الشكل 
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 [𝟓] ( بالشكل الصريح:12الآن لتسهيل بناء التقريب سوف نكتب المعادلات )

 

(
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( تكتتون محققتتة 1.1عندئتتذلإ لإيجتتاد الحتتل التقريبتتي ينب تتي إيجتتاد صتتياغة متقطعتتة للمعادلتتة )
التفاضتتتلية بتقريباتهتتتا الملائمتتتة متتتن متتت ثرات علتتتى نقتتتاط الشتتتبكة. نبتتتدأ باستتتتبدال المتتت ثرات 

 :الفروق المنتهية
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 م ثرات الفروق السابقة معرفة من أجل: 
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2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀
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σ
̅
11

  (𝑖+1)𝑗

−2σ
̅
11

  𝑖𝑗

+σ
̅
11

  (𝑖−1)𝑗

ℎ
2

2
+
σ
̅
22

  𝑖(𝑗+1)

−2σ
̅
22

  𝑖𝑗

+σ
̅
22

  𝑖(𝑗−1)

ℎ
1

2

−
𝜆

2 (𝜆+ 𝜇)

(

 
 σ
̅
11

  𝑖(𝑗+1)

− 2σ
̅
11

  𝑖𝑗

+σ
̅
11

  𝑖(𝑗−1)

ℎ
1

2

+
σ
̅
11

  (𝑖+1)𝑗

−2σ
̅
11

  𝑖𝑗

+σ
̅
11

  (𝑖−1)𝑗

ℎ
2

2
+
σ
̅
22

  𝑖(𝑗+1)

− 2σ
̅
22

  𝑖𝑗

+σ
̅
22

  𝑖(𝑗−1)

ℎ
1

2

+
σ
̅
22

  (𝑖+1)𝑗

−2σ
̅
22

  𝑖𝑗

+σ
̅
22

  (𝑖−1)𝑗

ℎ
2

2

)

 
 

−2
σ
̅
12

  (𝑖+1)(𝑗+1)

−σ
̅
12

  (𝑖+1)(𝑗)

−σ
̅
12

  (𝑖)(𝑗+1)

+σ
̅
12

  (𝑖)(𝑗)

ℎ
1
ℎ
2

= 0 

 

Ωإن هذا الصي ة المتقطعة محققة من أجل كل نقطة من نقاط الشبكة الداخلية 
ℎ
1
,ℎ
2
  

 ماعدا تلك النقاط الواقعة على حدود منطقة التعريف.الصياغة السابقة تكتب بالشكل:

𝑆ℳ = 𝐵 حيث 

𝑆 = (𝑆
1

11
, … , 𝑆

𝑁

11
, 𝑆
1

12
, … , 𝑆

𝑁

12
, 𝑆
1

22
, … , 𝑆

𝑁

22
)
𝑇

,

𝑁 = (𝑀
1
+ 1)(𝑀

2
+ 1) 
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 𝑆
𝐼

𝛽𝛼
= 𝜎

𝛽𝛼

𝑖𝑗
         , 𝐼 = (𝑖 − 1) (𝑀

1
+ 1) + 𝑗  

𝜎قمنا بتحويل قيم التنسور  𝐼باستخدام الدليل صفريا إلا إذا أضفنا  شروط 
𝛽𝛼

في كل  
𝑥)نقطة 

𝑗
, 𝑦
𝑖
 .𝑆إلى شعاع سطري  (

حدية غير إن جملة المعادلات الجبرية الممثلة للصياغة المتقطعة السابقة تملك حلا 
 صفرية، من أجل ذلك سنأخذ ممثلاا للشروط الحدية على النقاط الحدودية:

σ̅
11

  𝑖𝑗𝑖
= σ

11
(𝑥
𝑗
, 𝑦
𝑖
) = e

−(x
2
+y

2
)
,    σ̅

12

  𝑖𝑗𝑖
= σ̅

22

  𝑖𝑗𝑖
= 0            (𝑥

𝑗
, 𝑦
𝑖
) ∈ Γ

4
 

σ
𝛽𝛼
= 0  , (𝑥

𝑗
, 𝑦
𝑖
) ∉ Γ

4
 

𝐵يمكن وضع هذه الشروط الحدية في الحد الثابت 
𝐼
= 𝑝

𝛽𝛼
(𝑥
𝑗
, 𝑦
𝑖
باستخدام الدليل  (

𝐼 .بقي تحديد قيمة مدخلات المصفوفة نفسهℳ . 

𝑀سنقوم في كل معادلة متقطعة ببناء مصفوفة جزئية مربعة 
𝑟   تتعلق بالمتحول𝑆

𝛽𝛼
 

𝑀والمعادلة.والتي تملك قيمة واحدية 
𝐼𝐼

𝑟
= 1, 𝑟 = 1,2, …7  

𝑥)محسوبة من  𝐼عندما تكون 
𝑗
, 𝑦
𝑖
 حدودية، أي عندما (

 𝑖 = 1,𝑀
1
+ 𝑗أو  1 = 1,𝑀

2
+ 1 . 

,𝑖وأما في النقاط الداخلية فنملك ثلاث معادلات ونقوم من أجل كل  𝑗  بإدخال قيم
 ℳ: [𝟔]المصفوفة 

 من أجل المعادلة الاولى:
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σ
̅
11

  𝑖(𝑗+1)

−σ
̅
11

  𝑖(𝑗)

ℎ
1

+
σ
̅
12

  (𝑖+1)𝑗

−σ
̅
12

  (𝑖)𝑗

ℎ
2

= 0 

𝑟𝑜𝑟 𝜎
11
→ 𝑀

(𝐼)(𝐼)

1
= −

1

ℎ
1

 , 𝑀
(𝐼)(𝐼+1)

1
=
1

ℎ
1

, 

𝑟𝑜𝑟 𝜎
12
→ 𝑀

(𝐼)(𝐼)

2
= −

1

ℎ
2

, 𝑀
𝐼(𝐼+𝑀1+1)

2
=
1

ℎ
2

 

 من أجل المعادلة الثانية: -1

σ
̅
12

  𝑖(𝑗+1)

−σ
̅
12

  𝑖(𝑗)

ℎ
1

+
σ
̅
22

  (𝑖+1)𝑗

−σ
̅
22

  (𝑖)𝑗

ℎ
2

= 0 

𝑟𝑜𝑟 𝜎
12
→    𝑀

(𝐼)(𝐼)

3
= −

1

ℎ
1

 , 𝑀
(𝐼)(𝐼+1)

3
=
1

ℎ
1

, 

𝑟𝑜𝑟 𝜎
22
→ 𝑀

(𝐼)(𝐼)

4
= −

1

ℎ
2

, 𝑀
𝐼(𝐼+𝑀1+1)

4
=
1

ℎ
2

 

 المعادلة الثالثة:من أجل  
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σ
̅
11

  (𝑖+1)𝑗

−2σ
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  𝑖𝑗
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−2σ
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  𝑖𝑗

+σ
̅
22

  𝑖(𝑗−1)

ℎ
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2

−
𝜆

2 (𝜆 + 𝜇)

(

 
 σ
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−2σ
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  𝑖𝑗

+σ
̅
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  𝑖(𝑗−1)

ℎ
1

2

+
σ
̅
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  (𝑖+1)𝑗
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  𝑖𝑗
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  (𝑖−1)𝑗

ℎ
2

2

+
σ
̅
22

  𝑖(𝑗+1)
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  𝑖𝑗
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ℎ
1
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+
σ
̅
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  (𝑖+1)𝑗
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̅
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  𝑖𝑗

+σ
̅
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  (𝑖−1)𝑗

ℎ
2
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−2
σ
̅
12

  (𝑖+1)(𝑗+1)

−σ
̅
12

  (𝑖+1)(𝑗)

−σ
̅
12

  (𝑖)(𝑗+1)

+σ
̅
12

  (𝑖)(𝑗)

ℎ
1
ℎ
2

= 0 

𝑟𝑜𝑟 𝜎
11
→ M

(𝐼)(𝐼)

5

= −
2

ℎ
2

2
(1 −

𝜆

2(𝜆 + 𝜇)
) −

2

ℎ
1

2
(−

𝜆

2(𝜆 + 𝜇)
) 

M
(𝐼)(𝐼+𝑀1+1)

5
=
1

ℎ
2

2
(1 −

𝜆

2(𝜆 + 𝜇)
) 
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M
(𝐼)(𝐼−𝑀1−1)

5
=
1

ℎ
2

2
(1 −

𝜆

2(𝜆 + 𝜇)
) 

M
(𝐼)(𝐼−1)

5
= M

(𝐼)(𝐼+1)

5
= −

𝜆

2(𝜆 + 𝜇)ℎ
1

2
 

M
(𝐼)(𝐼+1)

6
=
1

ℎ
1

2
(1 −

𝜆

2(𝜆 + 𝜇)
) 

M
(𝐼)(𝐼−1)

6
=
1

ℎ
1

2
(1 −

𝜆

2(𝜆 + 𝜇)
) 

M
(𝐼)(𝐼)

6
=
−2

ℎ
1

2
(1 −

𝜆

2(𝜆 + 𝜇)
) −

2

ℎ
2

2
(−

𝜆

2(𝜆 + 𝜇)
) 

M
(𝐼)(𝐼−𝑀1−1)

6
= M

(𝐼)(𝐼+𝑀1+1)

6
= −

𝜆

2(𝜆 + 𝜇)ℎ
2

2
 

M
(𝐼)(𝐼−𝑀1−2)

7
= M

(𝐼)(𝐼+𝑀1+2)

7
= −

2

4ℎ
1
ℎ
2

 

M
(𝐼)(𝐼+𝑀1+1−1)

7
= M

(𝐼)(𝐼−𝑀1−1+1)

7
=

2

ℎ4
1
ℎ
2

 

 ℳ: [𝟕]ولتحديد قيمة مدخلات المصفوفة 
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ℳ =
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, 

  𝑆 = (𝑆
1

11
, … , 𝑆

𝑁

11
, 𝑆
1

12
, … , 𝑆

𝑁

12
, 𝑆
1

22
, … , 𝑆

𝑁
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)
𝑇

 

𝐵 =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐵
11

𝐵
12

𝐵
22

𝐵
11

𝐵
12

𝐵
12

𝐵
22
)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 جملة المعادلات فوق المحددّة  

𝑆ℳ = 𝐵 تم تنفيذهذه الصياغة العددية[𝟖] يةتحل كمسألة أمثليات عدد . 
 .(ماثماتيكا )عن طريق ل ة البرمجة ية المناسبةباستخدام البرامج الحاسوب
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 وبوضع قيم الثوابت

 𝜆 = 4 , 𝜇 = 3 , 𝑎 = 0 , 𝑏 = 4, 𝑐 = 0, 𝑑 = 4,𝑀
1
= 𝑀

2
= 30, 

 نحصل على الحل العددي الموضح بالشكل:

 

 

 

 

 

 

 

الضلع الشكل يبين تعرض صفيحة مستطيلة لحمل غوصي متمركز في منتصف 
الموافق لأعمدة المصفوفة  𝑗نحو اليمين مع تزايد الدليل  𝑥السفلي اتجاه تزايد المتحول 

الملحق: برنامج الموافق لأسطر  𝑖نحو الأعلى مع تزايد الدليل  y اتجاه تزايد المتحول 
اث م مداتخاد باسہچٳي للنيوضح الخط البيا نيمن اليميب تر تأعدّ لتنفيذ ماسبق بال

 عمنتصف الضلع الرابلحمل ال وصي المتمركز في و يوضح ا  9يكاتام
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 نتائج البحث
ثتم تقطيتتع معتتادلات الصتتفيحة باستتتخدام معتتادلات  طيلة متتن الآلتتة  تتتم اختيتتار صتتفيحة مستت

 بيلترامتتي ميشتتيل) صتتياغة عدديتتة لمعادلتتة ميشتتيل بطريقتتة الشتتبكات المتداخلتتة . – ترامتتيب
وبتتذلك نكتتون قتتد حولنتتا الحتتل التحليلتتي إلتتى حتتل عتتددي بخطتتأ م الفتتروق المنتهيتتة( اباستتتخد

 ".مقبول وأصبحت المسألة أقل تعقيدا

 مسائل للمناقشة: 

والشبكات ميشيل بطريقتي  العناصر المنتهية  - تراميبتهجين صياغة معادلات  (1
 .المتداخلة لصفيحة  مثلثية الشكل

دراسة السلوك الستاتيكي لصفيحة مستطيلة ضمن منظومة مكونه من آلتين رباعية  (2
مع مرونة عالية،  بوساطة وصلة صلبة ومفاصل دوارنية وهنا نميز ثلاث  وعشارية 
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 .الوصلة ذات مفصل واحد -2
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