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 :ملخص البحث
 (Anisotropic) المناحي متماثل غير مرن لجسم رياضيال النموذجهو  لبحثا وضوع

 مرنة قوة انفعالات من يعانيو  الجزيئية البنية عتبرمو  ،(Homogeneous) ومتجانس
مركزية  الدقيقة، التحريكية، ،الخطية المرونة في إطار ،تينصغير  وانفعالات عزم مرنة،

 الفرق بين درجة الحرارة المطلقة والطبيعية حيث ،ةالمعمم المترابطة مع الحرارة التناظر،

 من قانون عوضا   ،Maxwell (1867) هو قانون السائد الحراري التوصيل قانونو  صغير،

Fourier منتهية موجية بسرعة زائدي حراري توصل إلى يقود ما وهذا ،الحراري التوصيل في 

 التقليدي بالمعنى دراسته تمت المعمم الترموديناميكي السلوك هذا  .[3=1] واحد استرخاء وزمن

أما  .(L-S) الرمزـب لجسمل رمزي   حيث ، Shulman (1967) [3] و Lord الباحثين قِبل من
 Kaliskiين الباحث قِبل من  (1992-1986) [1,2]تمت مناقشته في  فقدبالمعنى الدقيق 

 في ..المناحي متماثلوالمتجانس و  التناظر، مركزي الدقيق الجسم أجل من Nowackiو

والصامد للأسس الترموديناميكية المعممة  الناطق الشكل التنسوري تم استنتاج ،[10]
-Nowacki))اختصار: (K-N) الدقيق المعممة للجسم الترموديناميكية Lamولعملية 

Kaliski  منطقة بسيطة المتجانس وغير متماثل المناحي، والذي يشغل في لحظة البدء
في البحث، أولا  سنعرض  .3Rمحدودة في المتنوعة الاقليدية ثلاثية البعد Bالترابط

. بعدها سنستنتج معادلات الإجهادات [10]من نتائج البحث  ابشكل مختصر ما يلزمن
 يالديكارت الاحداثي النظام في الناطقين التنسوريين الشكلين سنوجد ثم والتدفق الحراري، من

}ˆˆ بلغة المعتبر المعمم الترموديناميكي الدقيق للجسم الطاقة الكلية انحفاظ لمبدأ , , }i iu   

ˆ وبلغة ˆ ˆ{ , , }i j i j iq . أخيرا  سننهي البحث باقتراح عدد من المسائل للمناقشة.       
                                                 

  .جامعة البعث –كلية العلوم  –قسم الرياضيات  – طبيقيةفي الرياضيات الت طالب دكتوراه  1
 جامعة البعث. –كلية العلوم  –قسم الرياضيات  –أستاذ في الرياضيات التطبيقية  2

 لجسما طاقة انحقاظ مبدأ ،واحد استرخاء يرمن ةالمعمم التناظر، ومركزية الدقيقة الحرارية المرونة :الكلمات المفتاحية

}ˆˆديكارتياً بلغة الناطق التنسوري لبالشك ،N-(K(المعمم  ترموديناميكيوال المرن الدقيق , , }i iu    وبلغة

ˆ ˆ ˆ{ , , }i j i j iq . 
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Abstract 
 
 

This paper relates to the mathematical linear model of generalized 

thermoelastic, homogeneous and anisotropic body, with microscopic 

structure and small elastic force and couple strains,subjected to 

generalized temperature field, within the linear generalized coupled 

micropolar and centro-symmetric thermoelasticity, in which the dif-

ferrence between the absolute and natural temperatures is small and 

the Maxwell heat conduction law (1867) is valid instead of the classical 

Fourier one, that leads to hyperbolic heat conduction equation with 

finite wave speed and one relax time [1-3]. In the classical sense ،such 

a generalized thermodynamical behavior was proposed firstly by Lord 

and Shulman (1967) [3], for which the body shortly called (L-S). The 

homogeneous and isotropic case of the micropolar and centro-

symmetric generalized thermoelasticity, was proposed by Kaliski 

and Nowacki [1986-1992] [1,2]. In [10], for the cartesian coordinate 

system ،and in the invariance form, authors derive the tensorial 

mathematical traditional and Lame models of the general case of the 

micropolar centro-symmetric generalized thermoelastic (K-N) body, 

which in special case was discussed by Kaliski and Nowacki [1,2].  

 In paper, firs, we shortly introduce the necessary results of [10]. 

Next, we derive the stress-heat flux tensorial equations for the 

considerable microscopic (K-N) body in the cartesian coordinate 
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system. Then, for the considerable microscopic (K-N) body, we 

derive the Cartesian tensorial forms of the energy balance low in 

terms of ˆˆ{ , , }i iu   and ˆ ˆ ˆ{ , , }i j i j iq  .Finally, we end the paper by 

proposing some problems for discussing.   

 

   مقدمة:.  1
 الانطلاقنقطة  (Carlson,1972)للمرونة الحرارية  )الخطية( تقليديةتعنبر النظرية ال

انتشار،  والمرونة الحرارية مع اللزجة الحرارية، ةتشمل: المرون لنظريات أخرى معممة،
ظهرت نظرية  الحرارية، والمرونة الحرارية بسرعات موجية منتهية. الكهرطيسية والمرونة
 ،المعممة بزمن استرخاء واحد بنتيجة إجراء تعديل على معادلة التوصيل الحراريالمرونة 

هذا التعديل في إطار نظرية الغازات، من  Maxwell (1867) ، حيث اقترحالكلاسيكية
، من ثم العديد في إطار التوصيل الحراري في الجسم القاسي Cattaneo (1948)ثم 
  في إطار الجسم القابل للتشوه. Shulman  (1967) [3]و Lord أبرزهمالباحثين، من 

 (L-S)تمت مناقشة الأسس والنموذج الرياضي للجسم الترموديناميكي المعمم  [3]في    
،  (1992-1986) [1,2]في  بزمن استرخاء واجد، ذلك في النظام الاحداثي الديكارتي.

لمعمم ودقيق تمت مناقشة الأسس وبعض معادلات النموذج الرياضي التروديناميكي ا
، ذلك في الحالة الخاصة التي يكون فيها الجسم (K-N) الاستقطاب ومركزي التناظر

في النظام  الناطق يينالتنسور  ينالشكل تم استنتاج،  [10]في  متجانس ومتماثل المناحي.
 الترموديناميكية Lam ولعملية المعممة الترموديناميكية للأسس والصامد الديكارتي الاحداثي

المتجانس وغير متماثل المناحي، والذي يشغل في لحظة  (K-N) الدقيق ممة للجسمالمع
   .3Rمحدودة في المتنوعة الاقليدية ثلاثية البعد Bمنطقة بسيطة الترابطالبدء 

 البحث:   أهميةو  هدف.  2
 الديكارتي الاحداثي النظام في الناطقين نالتنسوريي الشكلين إيجاديهدف البحث إلى أولا : 

}ˆˆ بلغة المعتبر المعمم الترموديناميكي الدقيق للجسم الطاقة انحفاظ لمبدأ , , }i iu   وبلغة 

ˆ ˆ ˆ{ , , }i j i j iq . 
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 ميكيالترمودينا الدقيق للجسم الطاقة انحفاظ مبدأي إن .بالآتي فتكمن البحث أهمية أما ثا نيا :

الناطق في النظام التنسوري  بشكلهما، بزمن استرخاء واحد (K-N)المعتبر المعمم
بكتابة الحل التحليلي لمسألة الجسم المعتبر على  ايسمحيمكن أن  الاحداثي الديكارتي

 .Greenشكل صيغة 
 طرق لبحث:.  3

لناطقين في ا ينالتنسوري ينالشكل إيجاد ، في [3] سنعتمد تعميم الطريقة المستخدمة في
}ˆˆالنظام الاحداثي الديكارتي بلغة , , }i iu   وبلغةˆ ˆ ˆ{ , , }i j i j iq ، الطاقة انحفاظ لمبدأي 

 الجسم حيث ،بزمن استرخاء واحد (K-N)المعتبر المعمم الدقيق الترموديناميكي للجسم

 ومحدودة الترابط بسيطة Bمنطقة لحظة البدء، في ويشغل المناحي، متماثل وغير متجانس،

 ، ]10[ البحث نتائج فيمايلي نعرض الغرض لهذا .3Rالبعد ثلاثية الاقليدية المتنوعة في
 الترموديناميكية للأسس الديكارتي الاحداثي النظام في الناطق يالتنسور  الشكلب المتمثلة

المتجانس وغير  (K-N) الدقيق المعممة للجسم يناميكيةالترمود Lam ولعملية المعممة
محدودة في  Bمنطقة بسيطة الترابطمتماثل المناحي، والذي يشغل في لحظة البدء 

  .3Rالمتنوعة الاقليدية ثلاثية البعد
 

 الترموديناميكية للأسس تيالديكار  الناطق في النظام الاحداثي الشكل التنسوري        
المتجانس وغير  (K-N) الدقيق المعممة للجسم الترموديناميكية Lam ولعملية المعممة

محدودة في  Bمنطقة بسيطة الترابطمتماثل المناحي، والذي يشغل في لحظة البدء 
 :3Rالمتنوعة الاقليدية ثلاثية البعد

,,,....نفترض أن جميع الأدلة اللاتينية  ة:توطئ   kji  وسـنعتمد  3,2,1تأخـذ القـيم ،
321، ولـــتكن 3Rفـــي المتنوعـــة الإقليديـــة ثلاثيـــة البعـــد  Einsteinرمـــوز  xxxO  جملـــة

1تها هـي ، ومباشـرة، وعطاليـة، وقاعـد إحداثية ديكارتية قائمة 2 3( , , )e e e.  إن العمليـة
مــن توصــف ، (K-N) الترموديناميكيــة المعممــة الدقيقــة المرنــة، ومركزيــة التنــاظر للجســم

}مجموعـــــة المقــــاطع التنســـــورية خــــلال , , , , ,  ,  , , } u q    حيـــــث ، ,u  
التوجهـات،  وحقل الإزاحات، حقل يب،على الترت فيزيائيا ، يمثلان مستقلان مقطعان متجهيان،

, :أيضا     قطعان تنسـوريان مـن المرتبـة الثانيـة، وغيـر متنـاظران، وهمـاعلى الترتيـب، م
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 ,حقــــل الانفعــــالات وحقــــل الانفعــــالات الدقيقــــة، و    مقطعــــان تنســــوريان مــــن المرتبــــة
، وهمــاعلى الترتيــب، حقــل الاجهــادات وحقــل الاجهــادات الدقيقــة، الثانيــة، وغيــر متنــاظران

0:كما أن   حيث ، 0مقطع الحـرارة المطلقـة فـي الجسـم وهـو مقطـع سـلمي، و 
 ,، أخيـرا  )مقـدار قابـت موجـب(، 3درجة حرارة الحالة الطبيعية للجسـم q  علـى الترتيـب ،

همــا مقطــع الأنتروبيــة فــي الجســم وهــو مقطــع ســلمي، ومقطــع التــدفق الحــراري وهــو مقطــع 
[متجهي. فإذا رمزنا بــــ 0 , [:A   و بـ [ 0 , [:A  ، فيمكن أن تمثل الحقول

Bالسابقة في Aحداثي الديكارتي ، في النظام الإ
ie  :بالشكل التالي ، 

(1.3)                   
ˆˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ, ,

i i i i i i

i j i j i j i j

i j i j i j i j

u q

 

 

  

   

   

u e e q e

e e e e

e e e e



 

 

 

ˆˆ:اتحيث المصفوف ˆ, ,i i iu q  علـى  (1.3)علاقة الأولـى والثانيـة فـي للفي الطرف الأيمن،
 u، لكـل مـن مقطـع الإزاحـات ie مصفوفتي المركبات في القاعـدة الديكارتيـةالترتيب تمثل 

ˆمصـــفوفاتانال ، qومقطـــع التـــدفق الحـــراري التوجهـــات ومقطـــع ˆ,i j i j  فـــي الموجودتـــان 

ـــين الأيمـــن الطـــرف ـــان، وتمـــثلان غيـــر (1.3) الرابعـــة والخامســـة فـــي للعلاقت علـــى  ، متناظرت
 المركبـات الديكارتيـة ، ومصـفوفةللمقطع التنسـوري المركبات الديكارتية مصفوفة الترتيب،

ˆ، أخيـرا  المصـفوفتان للمقطـع التنسـوري ˆ,i j i j  للعلاقتـين مـنالأي الطـرف فـي ظاهرتـانال 

المركبـات  مصـفوفة علـى الترتيـب، ، متناظرتـان، وتمـثلان غير (1.3) السادسة والسابعة في
 إن . للمقطـــع التنســـوري المركبـــات الديكارتيـــة ومصـــفوفة للمقطـــع التنســـوري الديكارتيـــة

ـــة، الســـابقة التنســـورية المقـــاطع مجموعـــة ـــة  المعلومـــة التنســـورية، المقـــاطع ويقابهـــا مجهول  التالي

Bفي A :؛ وهي: مقطعا القوة الحجمية والعزم الحجمي، المتجهيين 
(2.3)                            ˆ ˆ,i i i iX Y X e Y e 

 سلمي. مقطع وهو r الزمن: ووحدة الحجم وحدة في والمتشكلة الجسم في الحرارة كمية ومقطع

                                                 
 مقطةةة  ، هةةةي الحالةةة التةةي ينعةةدم فيهةةا كةة ً مةةن(N-K) الترمودينةةاميكي المعمةةم الةةدقيق الحالةةة الطبيعيةةة للجسةةم 3

,ة:ط  التنسورياوالمق  الأنتروبية و,   والمقط  المتجهيq . 
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0)السلوك الترموديناميكي المعمم بزمن استرخاء واحد 1.تعريف   0t  الدقيق للجسم -(K

N) ): 
ˆالمجهولة التنسورية المقاطع مجموعة ندعو    ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , , ,  ,  , , }i j i j i j i j ii iu q       ،

Bالتي تحقق فيو  A، العلاقات: 
(3.3)              , ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ    ,      ,j i i j j i i jk j i k
u κ    

(4.3)      , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ   ,      ,j i j i i j i j i ij ki j k
X ρu Y J          

(5.3)                         ,
ˆ ˆ ,

ˆ
i i i

i

q r q
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(6.3)      ˆ ˆˆ ˆ, ,ˆˆ ˆ
ji j i jij ik k j ik ka c
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(7.3)                         
0

ˆ ,ˆ
j i ji

c
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(01.3 )  
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0 0
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(11.3)                                       ,
ˆˆ ,i i j jLq k   

، (K-N) الدقيق للجسم واحد استرخاء بزمن المعمم الترموديناميكي السلوكب ندعوها
ˆ ))المعطى والمتوافقة الحمل الترموديناميكي الحجمي المعمم ˆ{ , , }i iX Y r. 

 هو مؤثر اشتقاقي معطى بالعلاقة: L، الرمز(3.3)-(11.3)في العلاقات 
(13.3)                        0 0 0: 1 / ;L t t t     

رمــز  ،(3.3)-(13.3) العلاقـاتفـي و يةةد ب بةزمن ارسةترخاء، 0tوهنةا الاابةا الموجةب
الفاصــــــــــلة الدليليــــــــــة يــــــــــدل علــــــــــى المشــــــــــتق الجزئــــــــــي بالنســــــــــبة لمتحــــــــــولات الموضــــــــــع؛ 
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 ، ـــــــــــــــــى ال ـــــــــــــــــدل عل ـــــــــــــــــي رمـــــــــــــــــز النقطـــــــــــــــــة ي مشـــــــــــــــــتق الجزئ

الزمنــي؛
t

f
f

t
f 





  ان، الرمــز, J  علــى مقطــع الكثافــة  نيــدلا، علــى الترتيــب

نظــرا  لأن  انثابتــ انمقــدار  مــاهمقطــع العطالــة الدورانيــة للجســم المعتبــر، و الحجميــة للجســم و 
، الجســم متجــانس

i j k
 هــو تنســورChivit-viLe 1النســبي مــن المرتبــة الثالثــة، بــالوزن

2
w  

  كما أن المعاملات:، [6,7]

(14.3)

2 2

0 0

2 2

0 0

( , , , ) , ( , , , ) ,
ˆ ˆ ˆ ˆ

( , , , ) ( , , , ) ,
ˆˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ,

j ik j ik

ji jik k

j i j i

j i jiq q

a c

d

 

 

 
 

   

 
 

 


 
 
   

 
  
   

q q

q

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 

  
   

ˆحيـــث المعـــاملات
j ika
 q  ـــةمحســـوبة فـــي ظـــروف ـــدقيق4إيزوتيرمي ـــة الانفعـــال ال ، ، ثابت

ˆ، المعــــاملات qتــــة التــــدفق الحــــراريوثاب
j ikc
q  محســــوبة فــــي ظــــروف إيزوتيرميــــة، ثابتــــة

ˆ، كــذلك المعـــاملات q، وثابتـــة التـــدفق الحـــراريالانفعــال
j id

 ظـــروف  محســـونة فـــي
ˆ، المعــاملاتوثابتــة الانفعــال الــدقيق  إيزوتيرميــة، ثابتــة الانفعــال 

j i




q   محســوبة
وعلــــى مــــرحلتين؛ الأولــــى ثابتــــة ، وثابتــــة الانفعــــال الــــدقيق qفــــي ظــــروف ثابتــــة التــــدفق

,المعـــاملات، وهنـــا تمثـــل والثانيـــة إيزوتيرميـــة الانفعـــال , ˆˆ ˆ
j ij ik j ika c d

  q q   ، علـــى
 اليهــــتأيضــــا   يتــــالمركبــــات الديكارتيــــة لمقطــــع تنســــوري مــــن المرتبــــة الرابعــــة، وال الترتيــــب،
 ي المركبـات الديكارتيـةفه ةالأخير  أما الرابعة، تبةالمر  من تنسوري مقطعل الديكارتية المركبات

  هذه المركبات الخواص التناظرية التالية:   وتحققمقطع تنسوري من المرتبة الثانية، ل
(15.3), , ,ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

j i i jj i k k j i j i k k j ia a c c d d
     

  
q q q q     

    
ˆالكميات

j i




q 
غير  الثانية، ةالمرتب من تنسوري لمقطع الديكارتية المركبات مصفوفة تمثل 

، الرمز(5.3)-(8.3)تين في العلاق متناظر.
ˆ
iq 

 
 
  

أن المقدار  ،
ˆ

iq




محسوب في  

ˆوزالرم ،(9.3) . فيالانفعال الدقيق وثابتة  الانفعال ثابتة إيزوتيرمية،ظروف 
j i  تمال

                                                 
0( هي العملية التي تكون فيها:   (Isothermal Processالعملية الإيزوتيرمية  4 . 
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 مقطع يدعىالمركبات الديكارتية لمقط  تنسوري من الدرجة الاانية، متناظر؛ وهو مصفوفة 

 ،N)-(K التناظر ومركزي الدقيق المرن للجسم 0tواحد استرخاء بزمن الحرارية المقاومة
 وهي تحقق أيضا  العلاقة:

(16.3)                            1
0ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ,j i j i i j i jk q q   

ˆحيــث الرمــوز 
i jk  لمقطــع الديكارتيــة المركبــات تــدل عــل (16.3)و (11.3)الظــاهرة فــي 

 تحقق:  ، وهيkالحراري التوصيل
(17.3)                     , , 0ˆ ˆ ˆ, ,i j j i i j i jk k k    

 الحرارةيمثل هو مقدار ثابت موجب،  c، الرمز(10.3)و  (7.3)في العلاقتين: يراُ، أخ

 .خلال تشوه ثابت ،N)-(K الدقيق ومركزي التناظر المرن للجسم النوعية
الـــــــــــذي يصـــــــــــف الســـــــــــلوك  (3.3)-(17.3)  النظـــــــــــام أن واضـــــــــــ  :[10] .1ملاحظـــــــــــة  

B، المتوافــــق فــــي N)-(Kالترمودينــــاميكي المعمــــم للجســــم الــــدقيق  A مــــع الحمــــول 

ˆالمعلومة الترموديناميكية ˆ{ , , }i iX Y r، هـذا النظـام باختصـار نقـوم مـا نظام معقد، فعادة   هو 

المثـال، بحـذف  سـبيل فعلـى المجهولـة. التنسـورية المقـاطع من ممكن عدد أقل يحتوي نظام إلى
لنظــام، نجــد أن الســلوك الترمودينــاميكي المعمــم يوصــف مــن امــن هــذا   مقطـع الأنتروبيــة

ˆخــلال مجموعــة المقــاطع التنســورية  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , , , , , }i j i j i j i j ii iu q     ، بــدورها والمحكومــة 

Bفي A المعادلات:  نظام بواسطة 
(18.3)                  , ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ    ,      ,j i i j j i i jk j i k
u κ    

(19.3)      , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ   ,      ,j i j i i j i j i ij ki j k
X ρu Y J          

(20.3   )     
2

0

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ( , , , )

2 2

1
ˆ ˆ ˆ ,

2 2

ˆ ˆ

ˆˆ

ji ji i ji jij ik k j ik k

j i ji j i j i

q

q q

a c

c
d

 

 

       

  






  

q q

q

=



 

  
 

(21.3)            , 0
ˆˆ ˆ ,

ˆ
ˆ

i i i j i ji

i

q r q
q

c





  

 
     

 

q


 

 
 

(22.3)    ˆ ˆˆ ˆ, ,ˆˆ ˆ
ji j i jij ik k j ik ka c

  
      

q q q   
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(23.3)                                       ,
ˆˆ ,i i j jLq k   

ـــاميكي   (18.3)-(23.3)  النظـــامأيضـــا   :[10] 2.ملاحظـــة الـــذي يصـــف الســـلوك الترمودين
B، المتوافــــق فــــي N)-(Kالمعمــــم للجســــم الــــدقيق  A الترموديناميكيــــة مــــع الحمــــول 

ˆالمعلومـــة ˆ{ , , }i iX Y r، نظـــام معقـــد، ويمكـــن تبســـيطه بالشـــكل التـــالي. باهمـــال الحـــد  هةةةو
لايوجـــد  عندئـــذ )وهـــذا ممكـــن بســـبب صـــغره(، (21.3) الأيســـر للمعادلـــة الطـــرف فـــي ثالـــثال

المـرن  المعمـم للجسـم الترمودينـاميكي السـلوك السلوك وعندئذ يوصف (،3.20) داعي للعلاقة
مــــــــــــــــــــــــن خــــــــــــــــــــــــلال مجموعــــــــــــــــــــــــة المقــــــــــــــــــــــــاطع التنســــــــــــــــــــــــورية  N)-(Kالــــــــــــــــــــــــدقيق 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , , , , , }i j i j i j i j ii iu q     ، في بدورها والمحكومةB A المعادلات:  نظام بواسطة 
(42.3)                  , ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ    ,      ,j i i j j i i jk j i k
u κ    

(52.3)      , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ   ,      ,j i j i i j i j i ij ki j k
X ρu Y J          

(62.3)                       , 0
ˆˆ ,ˆ

i i j i jiq r c


     
q


 

 

(27.3)       ˆ ˆˆ ˆ, ,ˆˆ ˆ
ji j i jij ik k j ik ka c

  
      

q q q    
(28.3)                                        ,

ˆˆ ,i i j jLq k   

معادلة التوصيل الحراري الزائدية، المعممة بزمن استرخاء واحد للجسم الدقيق      
تطبيق  بعد( (28.3و) (26.3) العلاقتين من عليها نحصل :[10] (K-N) سالمدرو 
Bمعادلة التالية المحققة في ال على نحصل حيث ،  )(62.3) على طرفيLالمؤثر A: 

                      0 , ,
ˆˆ ( )ˆ

j i ji i j j iL L k L rc


     
q


  

 أو:
(29.3)             0, ,

ˆ ˆ( ) ˆ
j i jii j j ik L L L rc


     
q


  

 أو:

(0.33)         0 0, ,
ˆ ˆ( ) ( ) ˆ

j i jii j j ik t L L rc


       
q


 

 

المعممة بزمن استرخاء واحد معادلة التوصيل الحراري الزائدية  (3.30( أو)3.29) تمثل
 .(K-N) للجسم الدقيق المعتبر
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 (K-N) المعمم بزمن استرخاء واحد للجسم الدقيق المدروس الرياضي Lameنموذج   
نحصل على هذا النموذج الرياضي من خلال حذف مجموعة الحقول  :]10[

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , , }i j i j i j i j iq    المعادلات  نحصل علىحيث ، (42.3)-(28.3) الع قات من
Bالتالية المحققة في A  :  

(13.3)

0

, ,

,

, ,

, , ,

ˆˆˆ ˆ[ (  ) ]  ,

ˆˆ(  ) ]

ˆˆ ˆ)   ,

ˆ ˆˆ( ) (  ) ,

ˆˆ

ˆˆ[

ˆ(

ˆ

j ij i k k

mj k m j k

j ik k

j i

n j i in k

nn mi j k

j i i

i j j i i j k j i k

u ρu X

u

J Y

k L L u L r

a

a

c

c

 

 





 

 

 

   







   

 

   

  

q q

q q

q

q


  

  



 













   

 ف إلى ذلك الشروط الحدية والابتدائية التالية.اضي    
 : Bالشروط الابتدائية في   
(43.3)           0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ(. ,0) , (. ,0) in    ,i i i iu u u u B    
(53.3)            0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ(. ,0) , (. ,0) in    ,i ii i B       
(36.3)            0 0(. ,0) , (. ,0) in    ,B       

0حيث المقاطع التنسورية الناطقة:  0 0 0 0 0
ˆ ˆˆ ˆ{ , , , , , }i i i iu u     مفروضة في B، 

Bالشروط الحدية على    A  : 
(37.3)            1

ˆ ˆˆ ˆ , on    ,i i i iu u B A        

(38.3),

2

,

ˆˆ ˆ ˆ[ (  ) ] ,
on   ,

ˆ ˆ ˆ ,

ˆˆ

ˆ

j ij i k k

j ik k

n j in k

j i

u n p

n m

a
B

c
A

 



 



   


 

 

q q

q

  






 

(39.3)            3on    ,B A                 
(04.3)           4,

ˆ ˆ on    ,i j j ik n q B A       
 حيث: 

(41.3)                1 2 3 4   ,B B B B B        
(42.3)                 1 2 3 4   ,B B B B       
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ˆˆوالمقــــــاطع التنســــــورية الناطقــــــة  ˆ ˆ{ , , , , , }i i i iu p m q       مفروضــــــة، وˆ
in  المركبــــــات

 . B، والموجه نحو خارج Bعلى السط   nالديكارتية لمقطع الواحدة المتجهي
}ˆˆ الناطقـــة: التنســـورية طعاالمقـــ نـــدعوتعريـــف:    , , }i iu   )للمعـــادلات  ةالمحققـــ ،)النتـــائج

والشـروط الحديـة  (34.3)-(36.3) ، وللشـروط الابتدائيـة(31.3)الترموديناميكية المعممـة 
Bفـي المعمـم الترمودينـاميكي Lame بسلوك ندعوها ،(37.3)-(24.3) A الـدقيق للجسـم 

 :)المسببات( المفروضة الترموديناميكية الحمول مع توافقوالم ،(k-N)التناظر مركزي
(34.3)   0 0 0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , , , , , , , , , , , , }i i i i i ii i i iX Y r u u u p m q           
 

 النتائج والمناقشة:. 4           
( 5.3.، باهمــال الحــد الثالــث فــي الطــرف الأيمــن للمعادلــة )1. فــي التعريــف 1ملاحظــة    

0ومـــن باســـتخدام العلاقـــة )وهـــذا ممكـــن بســـبب صـــغره(،   نفس لـــفـــي الطـــرف الأيســـر
 وعنــــدها، (8.3)-(10.3) يبقــــى التعريــــف صــــحي  فــــي حالــــة عــــدم ذكــــرعندئــــذ  العلاقــــة،

مـــــن خـــــلال  (K-N)يوصـــــف الســـــلوك الترمودينـــــاميكي المعمـــــم للجســـــم المـــــرن الـــــدقيق 
ــــــــاطع التنســــــــورية ــــــــة مجموعــــــــة المق ˆ المجهول ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , , ,  ,  , , }i j i j i j i j ii iu q       ،

B والمحكومة بدورها في A :بواسطة نظام المعادلات  
(1.4)              , ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ    ,      ,j i i j j i i jk j i k
u κ    

(2.4)      , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ   ,      ,j i j i i j i j i ij ki j k
X ρu Y J          

(3.4)                                      ,0
ˆ ,i iq r     

(4.4)      ˆ ˆˆ ˆ, ,ˆˆ ˆ
ji j i jij ik k j ik ka c

  
      

q q q        

(5.4)                         
0

ˆ ,ˆ
j i ji

c
  


 

q   

(6.4)                                       ,
ˆˆ ,i i j jLq k   

 

ˆ إذا فرضنا، الآن أن كلٍ من  
j ika
 q

ˆو  
j ikc
q

  وأن: للقلب،قابل من  

(7.4)         
0

1 1( ) , ( ) ,

ˆ ˆ,

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

j i k j i k j i k j i k

j i j i j ij i k k

A a C c

A c c

 

 
   

  

  

q q

q q
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ــــتج عــــن ذلــــك وعــــن العلاقــــة  ــــي  فين الشــــكل تأخــــذ  (1.4)- (6.4) ، أن(3.16)الأولــــى ف
Bالمكافئ التالي في A: 

(.84)              , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ    ,      ,j i i j j i i jk j i k

u κ    

(9.4)      , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ   ,      ,j i j i i j i j i ij ki j k
X ρu Y J          

(10.4)                                      ,0
ˆ ,i iq r     

(11.4)      ˆ ˆ ˆˆ ˆ, ,ˆ ˆ
ji j i jij i k k j i k kA C            

(12.4)                         
0

ˆ ˆ ,j i ji

c
   


 

 

(13.4)                         ,
ˆ ˆ ,i i j jL q   

ˆتمثــــل  (7.4)فــــي 
j i kA   مــــن المرتبــــة المركبــــات الديكارتيــــة للمقطــــع التنســــوري جةةةةدو

ˆر، بــلجسـم المعتلمطاوعـة ال بمقطــعالـذي يسـمى  Aالرابعـة
j i kC  المركبــات تمثـل جـدول

بمقطـع المطاوعـة الدقيقـة  والـذي يسـمى Bللمقطع التنسوري من المرتبـة الرابعـة  الديكارتية
ˆر، بـــللجســـم المعت

j i  ـــة ـــات الديكارتيـــة لمقطـــع تنســـوري مـــن المرتب تمثـــل مصـــفوفة المركب
الثانيــــــة غيــــــر متنــــــاظر فــــــي الحالــــــة العامــــــة، يــــــدعى بمقطــــــع التمــــــدد الحــــــراري للجســــــم 

، N)-(Kالـدقيق ومركـزي التنـاظر يدعى بالحرارة النوعية للجسم المرن cالرمزالمعتبر.
 .خلال مقطع إجهاد ثابت

Bالشكل المكافئ التالي فيتأخذ ، ف(42.3)-(82.3)أما المعادلات       A: 
(41.4)                  , ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ    ,      ,j i i j j i i jk j i k
u κ    

(15.4)      , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ   ,      ,j i j i i j i j i ij ki j k
X ρu Y J          

(16.4)                           , 0
ˆ ˆ ,ˆ
i i j i jiq r c       

(71.4)         ˆ ˆ ˆˆ ˆ, ,ˆ ˆ
ji j i jij i k k j i k kA C            

(81.4)                           ,
ˆ ˆ ,i i j jL q   
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مـــن أجـــل اســـتنتاج الشـــكل التنســـوري النـــاطق فـــي النظـــام الاحـــداثى الـــديكارتي، لمبـــدأ              
لي اسـتنتاج الشـكل التنسـوري النـاطق فـي النظـام انحفاظ طاقة الجسـم المعتبـر، يلزمنـا فيمـاي

 الاحداثى الديكارتي، لمعادلات الاجهادات والتدفق الحراري لهذا الجسم المدروس. 
 

، بالشـــــكل (K-N)معـــــادلات الاجهـــــادات والتـــــدفق الحـــــراري للجســـــم المعتبـــــر 1.4              
  التنسوري الناطق في النظام الاحداثي الديكارتي:

ˆ التنسـورية المقـاطع نحذف المعادلات هذه ىعل للحصول  ˆ ˆˆ , , , ,i j i ji iu     المعةادرت  مـن 

Bفي، فنحصل بعد عدة عمليات على المعادلات التالية (14.4)-(18.4) A  :  

(19.4)

1 11 1
,

1

1 1 1
0,

,

,

, , ,

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ,

ˆ ˆ ˆ( ) 0 ,

ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )ˆ

k k

jk k

i j j i j ik j i k l klk j i

i j j i k l kl

i i j i ik l k l

ρ J q r

J C

q L q r

c c

c c c

  



  

  



  

   

 

  

R M A

M

 

  

   

 أو:

(20.4)       

11 1
,

11 1

1 1

1 1 1
0,

,

,

, ,

, , ,

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ,

ˆˆ ˆˆ( ) ( ) ,

ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )ˆ

k k

jk k

i j j ik j i k l klk j i

i j j ikk j i

i j i jj i k l k l

i i j i ik l k l

ρ R J M q

ρ X J Y r

J M C J Y

q L q r

c

c

c c c

 





  

 

 

 

  

   

   

  

  





A 



  

  

 حيث:

1
0

, ,
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ

i i i i i i i j i j i j i jj ki j k

j ij i k l j i k l k l

R X M Y R M

A c

  

  

      

 

R M

A





 

 وبما أن:
(21.4)                   jm in jn im

k j i k m n
      

Bالشكل التالي في (20.4)فتأخذ المعادرت  A :   
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(22.4)       

1 1

1 11 1
,

1 1

1 1 1
0,

, [ ] ,

,

, ,

, , ,

ˆˆ ˆ ˆ( ) (2 )ˆ

ˆ ˆˆ ˆˆ ( ) ,

ˆˆ ˆˆ( ) ( ) ,

ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )ˆ

k k

jk k

i j j i j i k l k lk j i m k m

j i i j j ikk j i

i j i jj i k l k l

i i j i ik l k l

ρ R J

q ρ X J Y r

J M C J Y

q L q r

c c

c c c

 

 



  

 

  

 

  

   

    

  

  





A

 

  

  

ندعوها بالشكل  (22.4)أو المعادلات  (20.4)أو المعادلات  (19.4)ندعو المعادلات 
التنسوري الناطق في النظام الاحداثي الديكارتي لمعادلات الاجهادات والتدفق الحراري 

  .(K-N)المعتبر الدقيق للجسم
طاقــة الشــكل التنســوري النــاطق فــي النظــام الاحــداثي الــديكارتي لمبــدأ انحفــاظ  2.4                

}ˆˆ بلغة N)-(Kالدقيق المعتبر الجسم , , }i iu  :  
 من مجموعـة ننطلق الديكارتي، الاحداثي النظام في الناطق التنسوري الشكل هذا أيجاد لأجل

، أي (42.3)-(72.3)  ، لب المعةادرتLالمؤثر تطبيق بعد ،(24.3)-(28.3) المعادلات
 ننطلق من مجموعة المعادلات:

(32.4)                  , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ    ,      ,j i i j j i i jk j i k

u κ    

(42.4)      , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ   ,      ,j i j i i j i j i ij ki j k

X ρu Y J          

(52.4)                       , 0
ˆˆ ,ˆ

i i j i jiq r c


     
q


 

 

(62.4)       ˆ ˆˆ ˆ, ,ˆˆ ˆ
ji j i jij ik k j ik ka c

  
      

q q q    
(72.4)                                        ,

ˆˆ ,i i j jq k   

fحيث الرمز   L f ، 

 باتباع مايلي:وذلك   
ـــ 42.4)بضــرب طرفــي المعادلــة الأولــى فــي  ـــ  (42.4) فــيوالمعادلــة الثانيــة  iuˆ( بـ ˆبـ

i 
 من ثم بالاستفادة من خواص الاشتقاق الجزئي نجد:
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(82.4)  
, ,

, ,

1ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )  ,
2

1ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ,ˆ
2

i j i j i j j i i i i i

j i i j i j i j j i i i i i
k j i k

u u u X ρ u u
t

Y J
t

 

       


  




   




   

، نحصـل علـى العلاقـة (23.4)من العلاقـات  ةلاقتين السابقتين، من ثم بالاستفادبجمع الع
  التالية:

(92.4)           
, ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ +
2 2

i j i j i j i j j i j i j i j i

i i i i i i i i

u

u X Y ρ u u J
t t

      

  

   

 
  

 

   

،  [6]، من ثم باستخدام مبرهنة التفرقBبمكاملة طرفي العلاقة السابقة تكاملا  حجميا  في
 لتالية:نحصل على العلاقة ا

(30.4)   
ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆd ( ) d

1 d
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) d ( + ) d

2 d

i j i j i j i j i i i i

j i j i j i j i i i i i

BB B

B B

u n a n da u X Y v

v ρ u u J v
t

   

     

 

   

 

  

 

   

 :(3.15) أن التناظرية العلاقات من والثانية الأولى وعن العلاقتين (4.26)لكن ينتج عن 

(13.4)  
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ( )
2

ˆ

ˆ ˆ

ˆ

j ik k j ik k

j i

j i j i j i j i j i j i

j i

t
a c

 



       

 


  





q q

q

 

 

 

  (، نحصل على العلاقة التالية: 30.4)في  (31.4) بتعويضف

(.324)  

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆd ( ) d

1 d
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( + ) d

2 d

ˆ d

ˆ ˆ

ˆ

j i k k j i k k

j i

i j i j i j i j i i i i

j i j i i i i i

j i

BB B

B

B

u n a n da u X Y v

ρ u u J v
t

v

a c
 



   

     

 

 

   

 



  





q q

q

 

 

   

 (، نجد:25.4في )( 27.4)ولكن بتعويض 
(33.4)              , 0,

ˆ ˆ( ) ˆ
i j i jii j jk r c


     

q
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 أو:
(34.4)                 ,

0

,

1 ˆˆ [ ( ) ]ˆ
j i ji ii j jk rc


  


    
q


  

 بالتالي:
(53.4)  2

,

0

, , ,

1 1 ˆ ˆˆ [ ( ) ]
2

ˆ
j i ji ii j j i j j ik k r

t
c


       





    



q


  

ˆوعن تناظر  Lوعن تعريف المؤثر (35.4)ن ينتج الآ 
i jk :أن  

(63.4) 
2 0

0

,

, , , ,

,

1 1 ˆ ˆˆ [ ( )
2 2

ˆ( ) ]

ˆ
j i ji

i

i j j i i j j i

i j j

t
k k

t t

r k

c


      


  


 

   
 

 

q


 

 

، من ثم باستخدام مبرهنة Bتكاملا  حجميا  في،  (63.4)بمكاملة طرفي العلاقة السابقة 
 التفرق، نحصل على العلاقة التالية:

(73.4)
2 0

0

, ,

, , ,

1 1 d d ˆˆ d [ d d
2 d 2 d

ˆ ˆ ˆd d d ]

ˆ
j i j i i j j i

i j j i i j j i

B B B

B BB

t
v v k v

t t

k v k n a r v

c


    


    





   

  

  

  

q


 

 

 ، نجد: (32.4)في  (37.4) أخيرا ، بتعويض

(38.4) 
2 0

0

, ,

, ,

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆd ( ) d

1 d
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( + ) d

2 d

1 1 d d ˆ[ d d
2 d 2 d

ˆ ˆd

ˆ ˆ
j i k k j i k k

i j i j i j i j i i i i

j i j i i i i i

i j j i

i j j i i j

BB B

B

B B

B

u n a n d a u X Y v

ρ u u J v
t

t
v k v

t t

k v k

a c

c

 

   

     

  


  

 

   

 

  

 

  



 



q q



 

, ˆ d d ]j i

BB

n a r v 


 

   

 أو:
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(38.4)
2 0

0 0 0

0

, , , ,

d 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ ( + ) d

d 2

1 1ˆ ˆd d ] d
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q q



 

0

,

1ˆ ˆ d di j j i
BB

k n a r v 


 

   

الشكل التنسوري الناطق في النظام الإحداثي الديكارتي لمبدأ انحفاظ طاقة  (38.4)تمثل 
}ˆˆ بلغة N)-(K الجسم الدقيق المعتبر , , }i iu  .  

الشــكل التنســوري النــاطق فــي النظــام الاحــداثي الــديكارتي لمبــدأ انحفــاظ طاقــة  1.4                
ˆ بلغــة N)-(Kالجســم الــدقيق المعتبــر ˆ ˆ{ , , }i j i j iq : التنســوري الشــكل هــذا أيجــاد لأجــل 

  .اتباع مايليب، (20.4) المعادلات جملةمن  ننطلق الديكارتي، الاحداثي النظام في الناطق
ˆ( بــ 20.4طرفي المعادلة الأولى في )بضرب        ji  ( بــ 20.4)والمعادلة الثانية فـي

ˆ ji ( بـ 20.4والمعادلة الثالثة في )ˆiq:نحصل على ، 

(39.4)
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1 1
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عادة كتابة المعادلة الثالثة، نجد:(39.4)والثانية في  بجمع المعادلتين الأولى  ، وا 

(40.4)
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 وبما أن:

(14.4)
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(24.4)
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(43.4)            1 1 1
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(54.4)  1 1 1
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 الخاصتين التناظريتين: وبالاستفادة من، (40.4)في (41.4)-(45.4) بتعويض         
(46.4)              ˆ ˆ ˆ ˆ,

j i k l k j i j i k l k j i
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   نحصل بعد الاختصار على: 

(47.4)
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 أو:
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(84.4)
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من ثم باستخدام و ، Bتكاملا  حجميا  في، (48.4) تينالسابق تينبمكاملة طرفي العلاق 
 مبرهنة التفرق، نحصل على العلاقة التالية:

(49.4)
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بــــ فيهما بعد ضرب العلاقة الثانية العلاقتين السابقتين، بجمع
0

1


 :جدنالحدود  بترتيب ثم من ،



}ˆˆبلغتي N)-(Kمبدأ انحفاظ الطاقة الكلية للجسم الدقيق  , , }i iu  وˆ ˆ ˆ{ , , }i j i j iq  بالشكل

 التنسوري الناطق

90 

 

1 1

1 2 0
,

0 0

0

1 d ˆ ˆ ˆ ˆ( ) d
2 d

1 d ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) d
2 d

1 d d ˆˆ ˆ ˆ( ) d d
2 d 2 d

1 ˆ ˆ ˆ d                                                     

jk k

j

i i i i

ji jij i k l k l j i k l k l

i j i

i j i

B

B

B B

B

ρ R R J M M v
t

C v
t

t
q v q q v

t t

q q v

c

   


 




 



 

  

  

 





 





A

1 1 1

1 1

0

1 1

1 1
,

0

, ,

,

      

ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ ( ) ] ( )

1
ˆ ˆ ˆ( ) d

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ) d

{

}

ˆ

(4.50)

k k

i j ji i j jikk j i

j i ji i i

i ji j i ji j

i i i ik l k l

B

B

ρ X J Y J Y

r r q v

ρ R n J M n

q q n q n a

c c

c c

 

 


 






  

 

 

 



 

 

  

 





 

 



 
الشكل التنسوري الناطق في النظام الإحداثي الديكارتي لمبدأ انحفاظ طاقة  (50.4)تمثل 

ˆ بلغة N)-(K الجسم الدقيق المعتبر ˆ ˆ{ , , }i j i j iq .  
 

 المقترحات:الاستنتاجات و  .5    
 الــديكارتي الاحــداثي النظــام فــي النــاطقين التنســوريين الشــكليناســتنتجنا  الاستتتنتاجات: )أولا   

ــــاظ لمبــــدأ ــــة انحف ــــدقيق للجســــم الطاقــــة الكلي  بلغــــة N)-(Kالمعتبــــر المعمــــم الترمودينــــاميكي ال

ˆˆ{ , , }i iu   وبلغة ˆ ˆ ˆ{ , , }i j i j iq . 

 : الآتيةمسائل للمناقشة، هي  ثلاثتم البحث باقتراح يمكن أن نخت المقترحات: )ثانيا     
 

ـــى:       ـــاطق التنســـوري الشـــكل مناقشـــة المســـألة الأول فـــي نظـــام احـــداثي منحنـــي كيفـــي،  الن
 الــدقيق الترموديناميكيــة المعممــة للجســم  Lameللأســس الترموديناميكيــة المعممــة ولعمليــة 

(K-N) المتجانس وغير متماثل المناحي.  
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بلغـــة  )N-K( الـــدقيق مبـــدأ انحفـــاظ الطاقـــة الكليـــة للجســـممناقشـــة ألة الثانيـــة: المســـ     
{ , , }u   وبلغة{ , , }q  ذلك بالشكلين التنسوريين الصامد والناطق في نظام احـداثي ،
 .منحني كيفي

 

نظــام إحــداثي منحنــي النــاطق فــي ن الصــامد و التنســوري ينمناقشــة الشــكلالمســألة الثالثــة:     
 Lameوســــــلوك  خاءالعمليــــــة الترموديناميكيــــــة المعممــــــة بزمنــــــي اســــــتر كيفــــــي لكــــــلٍ مــــــن 

 (K-N) الــــــدقيق الجســــــم ذلــــــك لأجــــــلو  ،[1,3] خاءاســــــتر  بزمنــــــي المعمــــــم الترمودينــــــاميكي
  .المتجانس وغير المتماثل المناحي
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