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  باناخ.فضاء  أوتومورفيزم، بويرلنغ،فضاء  هانكل،تحويل  التوزيع،فوق 

 الملخص:
لدوال الاختبار في فضاء فوق التوزيعات )فضاء بويرلنغ( وبعض نقدم في هذا البحث تعريفاً 

خصائصها الجبرية والطوبولوجية، ثمّ نستعرض تحويل هانكل والذي يكون بدوره أوتومورفيزماً 
على هذا الفضاء. ونبين الخصائص المتعلقة بكثافة الفضاء الجزئي   في الفضاء 

بالإضافة إلى دراسة التقابل بين الفضاءين     و
وأخيراً نقدم إثبات بعض الخصائص والصيغ المتعلقة بتحويل هانكل في فضاء فوق التوزيعات 

.  
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Abstract: 
In this research , we present a definition of the Banach-space-valued 
test functions of Beurling type ultradistribution  and some of their 
algebraic and topological properties . Then we review the Hankel 
transformation which is an automorphism on this space and show the 
properties of the subspace  of   . 
In addition to studying the bijection between onto 

.Finally , we present a proof for some formulas relating to 
Hankel transformation on . 
 
 
 
 
 
hjgg 



 سلسلة العلوم الأساسية                         جامعة حمص  مجلة          
 مخلوفمنير رحيق علي     د.                  2025عام  3العدد 47المجلد 

51 
 

:مقدمة  
تعدّ التحويلات التكاملية من أهمّ الأدوات الرياضية التي تستخدم لفهم وتحليل      

وقد نال تحويل هانكل اهتماماً كبيراً من  والهندسة،من الظواهر في العلوم مجموعة واسعة 
إلى العالم الألماني هيرمان وسمي تحويل هانكل نسبةً  والباحثين،قبل الرياضيين 

   ل.هانك
 من أبرز الباحثين الذين قدّموا نتائج مهمة بما يتعلق بتحويل هانكل للدوال المعممة أو

، حيث قام بدراسة نظرية دوال الاختبار   Zemanian -  التوزيعات الباحث زيمانيان 
ومن ثم تحويل هانكل  باناخ،على فضاءات ودرس تحويل هانكل للدوال المعممة 

   المعمم.
الذي قدم صيغة عامة لتحويل هانكل في فضاءات  Tiwari –تايواري بالإضافة إلى 

 الدوال المعممة وساهم في إثبات بعض خصائص هذا التحويل.
زيمانيان وتايوري حول تحويل عمل  Pandey –وباندي  Pathak –ومن ثم وسع باثاك 

 هانكل في فضاءات الدوال المعممة إلى فضاءات فوق التوزيعات من نوع
 ،Beurling – بويرلنغ 
 –وشريستا حيث تم تعريف ودراسة أهم خصائص هذا الفضاء من قبل باثاك  

Shrestha. 
سنركز في بحثنا هذا على أهم النتائج التي تم التوصل إليها فيما يتعلق بتحويل هانكل 

 لفوق التوزيعات على فضاءات باناخ.
  البحث:هدف 

ثبات  ،التوزيعات على فضاءات باناخنهدف في هذا البحث لدراسة تحويل هانكل لفوق  وا 
  الفضاء.بعض الصيغ العلمية المتعلقة بتحويل هانكل في هذا 
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  البحث:أهمية 
تأتي أهمية البحث من كون تحويل هانكل لفوق التوزيعات على فضاءات باناخ أساساً 

 فيزياء وواليُرتكز عليه في تحليل ومعالجة البيانات في مختلف العلوم كالجيولوجيا 
ويلعب تحويل هانكل دوراً مهماً في معالجة البيانات البصرية كتحليل بيانات  والطب،

وله تطبيقات أخرى في المعادلات التفاضلية الجزئية وفي المسائل  الفلكية،التلسكوبات 
  وغيرها.المتعلقة بالمرونة والأمواج والانتشار الحراري 

  أساسية:مفاهيم .1
 :  : الفضاء  1.1تعريف 

حيث  بالعلاقة :   يعرّف الفضاء 

 إلى فضاء باناخ  من  هو فضاء خطي لكل الدوال الملساء  ن إ
و  هي مجموعات متراصة من الفضاء  و  بحيث يكون 

 والطبولوجيا مولَّدة بأنصاف النظم للفضاء  .  و  

ل: المعطاة بالشك
 

 : : الفضاء  1.2تعريف 
الفضاء    ذات القيم العقدية ، والملساء على هو فضاء كل الدوال

المجال    ، وتحقق : 

 

 :  من أجل : تحويل هانكل على الفضاء  1.3تعريف
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يعرف تحويل هانكل    ، حيث   للدالة 

  بالشكل:  

 

حيث    هي دالة بيسل من النوع الأول . 

 :  : الفضاء  1.4تعريف 
وذلك  إلى  يرمز للفضاء الخطي لكل التطبيقات الخطية المستمرة من  
يشير إلى العنصر  والرمز   .وأي فضاءين متجهين طبولوجيين  من أجل

 . ونرمز للنظيم في فضاء باناخ  و  المعين بـ    من 
 . بالرمز 
 :   Beurling-فضاء فوق التوزيعات من نوع بويرلنغ: 1.5تعريف 

لتكن    وتحقق الخواص التالية : دالة حقيقية مستمرة على المجال 

 

نرمز بـ    لمجموعة كل الدوال المستمرة ذات القيم الحقيقية والتي تحقق الشروط 

السابقة. من العلاقة   نجد إن : 
  

نعرف الآن الفضاء    والقابلة للاشتقاق  على أنه فضاء كل الدوال العقدية 

عدداً غير منته من المرات على المجال   ، والتي تحقق : 
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مولدة بأسرة أنصاف النظم  الفضاء  اوطوبولوجيفضاء خطي  إن 
 . 

 :   من أجل تحويل هانكل على الفضاء :  1.6تعريف 

، حيث   للدالة  يعرف تحويل هانكل 
 بالشكل : 

 

 :   : الفضاء  1.7تعريف 
معرفة على المجال  إذا وفقط إذا كانت  نها دالة من الفضاء إ نقول عن 

 من أجل يحقق أن  كل  من أجل ويوجد  ،وملساء 
 . لنضع  و. 

 :   : الفضاء  1.8تعريف 
التي لها تمثيل من الصيغة    هو الفضاء الخطي لكل الدوال  

والمجموع يتكون من عدد منته من  حيث  

 الحدود .
 ملاحظة:
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 : اختيارية  : تحويل هانكل من مرتبة  1.9تعريف 
. نعرف تحويل هانكل  عدداً صحيحاً غير سالب يحقق  ليكن 
 بالشكل :  على الفضاء   

 

يعرف بالشكل :  لـ  وتحويل هانكل العكسي 
  
 :   تحويل هانكل المعمم :1.10تعريف 
.   من أجل عدد صحيح موجب بحيث يحقق  ليكن 

كل  من أجل :نعرف تحويل هانكل المعمم بالشكل 
 .   : حيث 

 : : دعامة )حامل( دالة 1.11تعريف 

. إن دعامة هذه الدالة مجموعة جزئية )مفتوحة( في  حيث  لتكن 
 ونكتب:  هي غلاقة المجموعة 
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 :: الفضاء المحدب محلياً 1.12تعريف 
أنه فضاء محدب محلياً إذا كان لكل نقطة   ينقول عن الفضاء المتجهي الطوبولوج

 من الفضاء قاعدة جوارات تتكون من مجموعات محدبة . 
 

  : 1.1مبرهنة 
 . من أجل  فضاءً جزئياً من الفضاء  يكون الفضاء  

 لدينا:.  : علينا أن نبين أن  لتكن  الإثبات :

 

حيث :    ، و من ثمّ يكون : 

 

بالتالي :  ، ومنه يكون :    .  
  : 2.1مبرهنة 

 .كل  من أجل كثيف في الفضاء  الفضاء الجزئي 
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و   من أجل : بحيث لتكن الإثبات : 
  :التاليبو ،  و  . نأخذ  جل من أ 

 

  بالتالي:

 

 

ومن ثم: 

 

و يكون : 

 

ومنه نجد :    . في الفضاء 

 : 3.1مبرهنة 
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 على الفضاء  تحويل هانكل العادي هو أوتومورفيزم  

 .  من أجل

 لدينا :الإثبات : 

 

ومن الخاصية   بحيث يكون :  يوجد ثابت  من أجل
   . وبالتالي:

 

 

 

 

  على:نحصل  ثممن و 
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الآن ، بفرض أن    . و بالتالي:

 

 

 

 

ومن الخاصية    نحصل على :  و 

 

 

 

  

 

إذا اخترنا    نجد إن : 
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ومما سبق نجد إن  . وباستخدام الصيغة العكسية لتحويل هانكل 
نجد إن    أوتومورفيزم .  تقابل. ومنه فإن  ، وبالتالي يكون 

مبرهنة 1.4  : الفضاء     من أجل   كثيف في الفضاء 

 . 

الإثبات: : لتكن   وعلينا  كما عرفناها في المبرهنة  1.2، ولنأخذ 
أن نبين أنه من أجل   :  

  تنتمي للفضاء   عندما    .  

 لذلك:

 

 

 

 عندئذ: 

 

  على:نحصل  ،2.1ومن ثم باستخدام المبرهنة 
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من أجل يحقق  ، وبالتالي يوجد  حيث 
 :وبالتالي  

 

  أن:وهذا يعني 

 

وبالتالي :   .  عندما  من الفضاء 

باستخدام نفس الطريقة الواردة في   كثيف في الفضاء  نجد أن 
   ومنه يكون  أوتومورفيزم في الفضاء  و 

كثيف في الفضاء    .  كثيف في  وبالتالي 

 :    1.1تمهيدية

تولدان أسرة من أنصاف النظم  محلياً ، وليكن  انمحدب نفضاءا كن يل

 إلى   تطبيق خطي من  على الترتيب . وليكن   للطبولوجيا في 

 عندئذٍ القضايا الأربع الاتية متكافئة : 

i.    .مستمر 
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ii.   الأصل.مستمر في نقطة 

iii.  في  يوجد نصف نظيم  مستمر على  أجل كل نصف نظيم من 

 يحقق : 

 جل كل من أ  

iv.  وتوجد أسرة منتهية  ، يوجد ثابت  أجل كل من ،

أجل من  تحقق   

 . كل 

 

 : 2.1تمهيدية 

من  يعرِف بشكل وحيد دالة   كل 

 خلال المعادلة :

 

بالشكل :  إلى   من   نعرف التطبيق  ليكن الإثبات: 

 خطي .  . ومن السهل التحقق من كون  جل كل من أ 

 و ثابت  يوجد عددان صحيحان موجبان   1.1 ةحسب التمهيدي
 يحقق :
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 حيث:

 

 

  وبالتالي:

 

 :يكونو 

 

 مستمر . وهذه العلاقة تبين أن 

إلى  كتطبيق من  . وهذا يعرف بشكل وحيد  ثم نضع : 
 . 

 يكون : ، و    ،  أجل أي من خطي لأنه  

 

  :1.5مبرهنة  

 ويعرف بالشكل :  ،إلى  يوجد تقابل من 
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:حيث 

  

عرف بشكل وحيد دالة ي ، كل 2.1تمهيدية من الالإثبات: 
 من خلال المعادلة :   

 

 :نعرف  أجل كل من  . جل كل من أ

 

ونسعى  خطي على  . ينتج من التعريف أن  جل من أ

:ن إاختياري ، وحيث   من أجلمستمر . بالفعل  لنبين  أن 
لمجموعة :تنتمي إلى ا  

. و   
 . نستنتج أن :  سنرىمعرفة كما  

 

  :يحققان وعددان صحيحان موجبان  ، يوجد    11.من التمهيدية 
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 مستمر على  ،  11.ي نقطة الأصل . من التمهيدية مستمر ف وبالتالي 

بذلك . و  كل  من أجل   كثيف في  ، 1.4من المبرهنة 

 يتم المطلوب. 

 : من مرتبة اختيارية  هانكل . تحويل 2

  2.1مبرهنة 

 .إلى  تطبيق خطي مستمر من  

 يكون : وكل   كل  من أجلالإثبات: 

 

 

 

 

 2.2مبرهنة  
 .  إلى  تطبيق خطي مستمر من  

 ثابت صحيح موجب ، عندئذ: و  بفرض أن الإثبات : 
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 :  من أجلوذلك 
 بالشكل :   من أجلونحصل على نتيجة مشابهة 

 

 

         

 

  بالتالي:

 

 أي: 

                 لدينا:
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  ومنه نجد:

    :    أي

 

 المطلوب.وهو 
 

  2.3مبرهنة 
 هو أوتومورفيزم  1.9الوارد في التعريف  تحويل هانكل 
على  أيضا أوتومورفيزم  . ومعكوسه  على الفضاء 

 .   الفضاء

 الإثبات:
 أيزومورفيزم هو  ن إنجد ،  22.و  12. المبرهناتمن 
 أوتومورفيزمهو  ن إنجد  1.3ومن المبرهنة .  إلى  من 

 وأيضاً لدينا  .  من أجلعلى  

 وذلك لأن :  إلى   م من الفضاء زإيزومورفي
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أوتومورفيزم على  إيزومورفيزم أي أن  وبالتالي تركيب التطبيقات السابقة هو أيضاً 
ن معكوس كل من التطبيقات السابقة هو إ. وبشكل مشابه نجد الفضاء 

وبالتالي  أوتومورفيزم على  أي أن  إيزومورفيزم و 
أوتومورفيزم على الفضاء  تركيب التطبيقات العكسية أيضاً إيزومورفيزم ، أي أن 

 وهو المطلوب .  
    2.4مبرهنة 
هو أوتومورفيزم  10.1الوارد في التعريف  ، عندئذ تحويل هانكل المعمم ليكن 

 .على الفضاء  
 على  هو المؤثر المرافق ل ـ ومن كون  32.ينتج من المبرهنة  :الإثبات 
 : 52.مبرهنة 

 باناخ ، عندئذ يمكن أن نعرف تقابل من الفضاء  يفضاء كن يل
 بالشكل :  إلى الفضاء 

 

،  ،  ،  ،  حيث 
 . 
  من أجل عدد صحيح موجب بحيث يحقق  ليكن الإثبات: 

إلى الفضاء  إيزومورفيزم من الفضاء  المؤثر  ليكن، 
إلى  إيزومورفيزم من  أيضاً ،  الكثيف في الفضاء

. من  كثيف في  . ولهذا السبب يكون الفضاء   
إلى الفضاء يمكننا إيجاد تقابل من الفضاء  1.5المبرهنة  و  1.4المبرهنة 

 .  ويحقق المعادلة المذكورة أعلاه



 سلسلة العلوم الأساسية                         جامعة حمص  مجلة          
 مخلوفمنير رحيق علي     د.                  2025عام  3العدد 47المجلد 

69 
 

 2.6مبرهنة 
  :عندئذٍ .  عدد صحيح موجب بحيث يحقق  و  ليكن 

 

  ن:إنجد  (1.9من تعريف تحويل هانكل )التعريف الإثبات: 

 

عندما يكون والخطوة الأخيرة ناتجة عن كون تحويل هانكل مستقل عن اختيار 
. 

لدينا :  12.ملاحظة 

 

  بالشكل:لدينا صيغ اشتقاق  :2.2ملاحظة 

 

 ، عندئذ :  لتكن  :72.مبرهنة 

 

 ، عندئذ :  لتكن :  82.مبرهنة 
 

  لدينا: الإثبات:
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 بالتالي يكون: 

 

  ن:إنجد  2.2بالاستفادة من الملاحظة 

 

 ومنه نجد: 

 

 
 نحصل على المطلوب .  بـ   وكل  بـ   نبدل كل 
 ، عندئذٍ : و  لتكن :  92.مبرهنة 

 
  الإثبات:

 ولنبرهن أن :  لقد أثبتنا أن 
 

لدينا:                    
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  يكون:بالتالي و 

 

لدينا : 

 

  يكون: 2.2حسب الملاحظة 
 

 أي: 

  يكون:ومنه 
 

 

  ن:إ 2.1نجد من الملاحظة  حيث
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 نحصل على المطلوب .  بـ   وكل  بـ   نبدل كل 
 :  ، عندئذٍ و  لتكن : 102.مبرهنة 

 
 لدينا: الإثبات:

  

 بالتالي: و 

 

  ن:إنجد  2.2من الملاحظة 

 

  نجد: 2.1والاستفادة من الملاحظة  بتعويض العلاقة الأخيرة

  

 

  
 . ن إنجد  بـ   وكل  بـ   نبدل كل 
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 ، عندئذٍ : و  لتكن  112.مبرهنة 
 

  لدينا: :الإثبات

  

  المطلوب.وهو 
 عندئذٍ :  ، و لتكن :  122.مبرهنة 

 

  على:نحصل  2.11من المبرهنة  الإثبات:
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