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المضاعفة للدوال  لتكاملاتل التقريبي حسابال  
 بطريقة النواة المولدة العقدية

حمصجامعة  –كلية العلوم –أستاذ مساعد في قسم الراضيات -حامد عباس د.  
 ملخص البحث:

المنطقة  في العقدية التقريبية للدوال البحث بدراسة التكاملات المضاعفة  هذا يهتم   
]n]2,0 التكاملية   من الفضاءnR 1دالة الوزن,  و)( x   .صيغة النواة المولدة 
  :من الشكلالعقدية للدوال 

m

m j j

j 0

K ( u , z ) : F ( u ) .F ( z )


 

exp(ixz(حيث إن  و
k k 0

{ F ( z )}



 .المنطقة  فيكثيرات حدود متعامدة نظامية  

ن صحيحة تماما م وهي ,المثلثية العقدية من أجل تكاملات الدوال علاقة تكعيبية أوجدنا
 بالشكل:, 3تساوي دقتها عقدية  أجل كل كثيرة حدود
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 :تساوي ثوابت هذه العلاقة التكعيبية

1/ 8A          

 العددية.التطبيقات مع بعض  8هذه العلاقة التقريبية يساوي  (نقاطعقد )عدد 

 الكلمات المفتاحية: العلاقات التكعيبية, الدوال المتعامدة, التكاملات المضاعفة التقريبية.
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The approximate calculation of multi 

integrals for the complex functions by 

method reproducing kernel  

D.Hamed abbas – Homs university – Science faculty- Math  

department .  

Abstract 

     The research consists of study  approximate multi integrals of the 

in the space    [0 , 2 ]  n  in the region integrals functions complex

. reproducing kernel formula is:( ) 1 x, and weight function 
nR 

m
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K ( u , z ) : F ( u ) .F ( z )


 

orthogonal and normal    
0

( )k k
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  , and  exp( )z ix Where:

We find new cubature formulae for calculate multi  .polynomials in 

integral for the complex functions, and constructed the cubature 

formulae for are obtained, which have the algebraic degree of 

exactness 3:                                                                                         
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Coefficients this cubature formulae:

 

1/ 8A 

             , and some numerical examples.8number of the nodes 

.                                                              

key words: cubature formulae, orthogonal polynomials, approximate 

calculation multi integrals  
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 مقدمة البحث:
 ذاتلتكاملات المضاعفة للدوال لالتقريبي حساب الدرس عدد كبير من العلماء     

 .Moller.H.M. Rو I.P.Mysovskikhبطرائق تقريبية متعددة منهم  المتحولات العقدية
Cools   و Noskov.V.M طريقة النواة المولدة لتشكيل العلاقات التكعيبية. تعتمد وغيرهم 

ة التكاملات المضاعفلقد درس بعض الباحثين  على كثيرات الحدود المتعامدة النظامية.
 , وبالطرائق[2,7]مثل طريقة الوسطاء غير المحددة  ,تقريبية أخرىئق بطرا المثلثيةللدوال 
كثيرات حدود متعامدة  Noskov . M.V [2]أوجد  .وفي مناطق بسيطة  [6]التحليلية

  نظامية انطلاقا من أسرة الدوال المستقلة خطياً التالية :
1,sin ,cos ,sin2 .cos2 ,.........x x x x 

وأوجد العلاقات التكعيبية الموافقة, والمبرهنات المتعلقة بها, وحسب التكاملات التقريبية 
 والتي يمكن استخدامها للتكاملات العقدية.   للدوال المثلثية ,

 هدف البحث وطريقته:

لعقدية      الإيجاد العلاقات التقريبية لحساب التكاملات المضاعفة للدوال  يهدف هذا البحث    
f ( z exp(ixz(و  (  والتي يكون من الصعب حسابها استخدام طريقة النواة المولدة ب ,

حساب 7 ,2] [نشير إلى أنه تم في , أو التي تعطى بشكل جدولي.بالطرائق التحليلية
  .نة وغيرهاالمعيبطرائق أخرى, بطريقة الوسطاء غير المثلثية التكاملات المضاعفة للدوال 

 :     مشكلة البحث

fالعقدية من الشكل   حساب التكاملات المضاعفة للدوال       ( z , حيث إن  (
f ( x ) exp( ig( x )) cos g( x ) i sin g( x )  وg( x  والدوال   غير خطيةخطية أو كثيرة حدود (

باستخدام طريقة النواة المولدة, والتي يصعب حسابها بالطريقة التحليلية,  أيضا   المثلثية
يجاد العلاقات التقريبية التكاملية,  والتي من خلالها يمكن حساب أي تكامل من الشكل: وا 
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( ) ( ). ( )I f x f x dx


  

( )x دالة الوزن  ، و i 1  العدد التخيلي,x  نقطة في الفضاءnR.   

 النتائج ومناقشتها:

 مفاهيم أساسية-1

 العقدية هي الدالة ذات المتحولات العقديةالدالة تعريف: 
1 2, ,...., nz z z  والتي يكتب كل ,

 حد فيها بالشكل الأسي التالي:

(1)                1 1 2 2exp( ( .... ))     ь ni x x x  
1حيث إن:  2, ,..,  ь والعدد, أعداد صحيحة:  

1 2| | | | ... | | m     n 

تشكل قاعدة للفضاء المتجهي  (1)الحدود من الشكل  n  التي العقدية لكثيرات الحدود
. نرمز , فإن عدد حلول المعادلة السابقة يساوي الواحدm=0.من أجل n درجتها لا تتجاوز

)بـ  , ) n m والتي درجتها تساوي,   (1)ل  لعدد الحدود من الشكm 7[أن: , أي[ 
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 حيث إن:

!
,

! ( )!

0 ,

( ,0) 1

S

n

n
n s

s n sC

n s

n





 



 

 بحالات خاصة نجد إن:
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بالرمز  mمن المتغيرات, والتي درجتها لا تتجاوز  nنرمز لعدد كل الحدود المثلثية بـ 
( , )t n m  :ويساوي , 

1

( , ) 1 ( , )


 
m

k

t n m n k

 
 نحصل على:

)2(               
0

( , ) .2



n

S S S

n m

s

t n m C C   

 لفضاء كثيرات الحدود المثلثية , فيكون: nنرمز بـ

( , ) dim nt n m  

 نلاحظ أنه تتحقق المساواة التالية:

( , ) ( , )t n m t m n 

 [1]: 1مبرهنة

)تحوي نقاط داخلية ,  وبفرض أن nRمنطقة في الفضاء  بفرض أن       ) x  دالة
1وزن غير سالبة من أجل  2( , ,..., )  n

nx x x x R  بحيث تكون التكاملات ,
 التالية موجودة:

1 1 2 2( ).exp( ( .... ))   


   ь nx i x x x dx 

)وكذلك الأمر نفرض أن : ) 0


 x dx:توجد علاقة تكعيبية بالشكل التالي , 
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)3(             ( )

1

( ). ( ) ( )



N

j

j

j

x f x dx C f x     

)ونقاطها   mصحيحة من أجل كل كثيرات الحدود المثلثية , التي درجتها لا تتجاوز  )jx 
), وعدد تلك النقاط يساوي   ضمن المنطقة  , )N t n m. 

 [1]:2مبرهنة

)تحوي نقاط داخلية ,  وبفرض أن  بفرض أن         )x :تحقق الشرط
( ) 0 , ( ) 0



    x x x dx(ب3, والعلاقة التكعيبية )ـــN   من النقاط تملك

 يحقق المتراجحة الآتية:   N, عند ذلك عدد النقاط  mدقة جبرية 
 ( , ) , (4)

2

m
N t n k k

 
   

 
 

الرمز  
2

 
  
 

m
k  يعني القسم الصحيح من الكسر

2

m  . 

 [2]:3مبرهنة

0]إذا كانت     , 2 ]  n  في الفضاء مكعبnRوبفرض أن  ,( ) 1 x  العلاقة 
صحيحة تماماً من أجل كل كثيرات الحدود المثلثية , التي درجتها لا تتجاوز (4)التقريبية 
2 1k  عدد نقاط تلك العلاقة التقريبية, عند ذلكN   المتراجحة الآتية:يحقق  

 ( 1, ) (5)N t k n  

 .[3  ,  2]إثبات هذه المبرهنات موجود في ,Noskov . M.V [2] تعود هذه المبرهنة لـ 

    [5]:  4 مبرهنة 

)تقع جذور كثيرة الحدود    , )nK z  من أجل| | 1   في المنطقة| | 1z  ومن ,
|أجل  | 1  داخل المنطقة| | 1z  اما من أجل ,| | 1  على محيط القرص الدائري

| | 1z. 
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يمكن استخدام طريقة النواة المولدة لتشكيل  :[4] العقديةللدوال النواة المولدة  -2  
قريبية شكل العلاقات التن العقدية.جل كثيرات الحدود أالعلاقات التقريبية والصحيحة من 
 : [7]كما في التكامل التالي ,العقديةالصحيحة من أجل كثيرات الحدود 

(5)                   
1 2 1 2

1
( ); ( ) ( ) ,

( , ,... ) , . ...n n

I f x f x dx
mess

x x x x dx dx dx dx







 

 

 ، أي: هو قياس المنطقة  messحيث إن 

 )6(                         
2

1

0

1
( ); ( ) ( )

2
I f x f x dx






  

0]2على المنطقة الثنائي في حالة التكامل  , 2 ]  ودالة الوزن( , )x y يصبح التكامل
 :التالي بالشكل

)7(                      
2

2 2

[0 2 ]

1
( ); ( , ) ( , )

(2 )
I f x y f x y dxdy






  

0]على المنطقة   في حالة التكامل , 2 ]n  ودالة الوزن( )x:يصبح التكامل بالشكل 

)8(                      
[0 2 ]

1
( ); ( ) ( )

(2 ) n

n n
I f x f x dx






  

  1 2( , ,..., )  n

nx x x x R  1، و 2. ... ndx dx dx dx 

)يحدد التكامل      :كثيرات الحدود المتعامدة النظامية )nI f الجداء  )7 (في العلاقة
1من المتغيرات nفي الفضاء المتجهي لكثيرات الحدود بـــالداخلي  2, ,..., nz z z  

[0 , 2 ]

1
, ; ( ) ( ) ( )

(2 ) n

n
x z z dx
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 حيث إن:

1 2( , ,..., ) , exp( ) , 1 ,2 ,...,n j jz z z z z ix j n   

مجموعة كثيرات الحدود المتعامدة النظامية بالنسبة للجداء الداخلي السابق هي عبارة عن 
1من المتغيرات  nحدود بـــ 2, ,..., nz z z :ويكون , 

1 2

1 2. .... . n

nz z z z
    

 1 2( , ,..., )n    في الفضاء متجهnR  1, حيث إن 2, ,..., n    أعداد صحيحة
 غير سالبة , وطول هذا المتجه هو العدد:

1 2| | ... n       

 [3]: يمكننا تشكيل النواة المولدة وفقاً للعلاقة   

(9)                 
0

( , ) ( ) . ( )
m

m J J

j

K u z F u F z


 

)وهي عبارة عن كثيرة حدود ،و  )JF z . كثيرات حدود متعامدة نظامية في المنطقة التكاملية المفروضة 

),,....(n₵تعد النقطة  21 naaa جذر كثيرة الحدود : 

1 22 , ( , ,..., )nn K z z z 

 أي أن:  

1 2 1 2( , ,..., ) 0 , | | | | ,..., | | 1n nK           

من الجذور, لإيجاد تلك الجذور نرمز  22mتمتلك  [3] (9)ممكن إثبات أن كثيرة الحدود 
 بالرمز: rللجذر من المرتبة 

(10)         2
exp( ) , 0,1,2,..., 1

   r i s s r
s r
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0]2في المربع التكعيبية لاقة عتشكيل ال -3 , 2 ] : 

 تأخذ العلاقة التكعيبية الشكل التالي: (3)حسب العلاقة 

)11(            
2 2 2 8

( ) ( )

2
1 10 0

1
( , ) ( , ) ( ) ( , )

[2 ]

j j

i i j

i j

x y f x y dxdy A f a C f x y

 


  

    

 .الثالثةالصحيحة من أجل كثيرات الحدود المثلثية حتى الدرجة 

...,0,1,2كثيرات الحدود المتعامدة النظامية  نوجد , ( )Jj m F z في المنطقة التكاملية
 طلاقاً ان , مبدأ التعامد والنظيم لـ شميدت دالة الوزن, وذلك اعتمادا على حسبو المفروضة 

 نحصل على النواة المولدة.  (9)وباستخدام العلاقة  من مجموعة دوال مستقلة خطيا  

2nلنفرض أن        , صل نححيث  والنظيم,دأ غرام شميث في التعامد نعتمد على مب
  ة:الآتيمن مجموعة الدوال المستقلة خطيا   متعامدة ونظامية انطلاقاً على كثيرات 

2 2
1 2 1 1 2 21, , , . , ,.........z z z z z z 

)نأخذ دالة الوزن بالشكل  , ) 1x y  . حدود المتعامدة النظامية حتى النجد إن كثيرات
 الدرجة الثانية تكتب بالشكل الآتي:

0 1 1 2 2

2 2
3 1 4 2 2 5 2

( ) 1 , ( ) , ( )

( ) , ( ) , ( )

F z F z z F z z

F z z F z z z F z z

  

  
 

u,  النواة المولدة هي كثيرة حدود بنوعين من المتحولات     z  وكل منهما متجه بـ ،m  من المتحولات
 بالشكل التالي: (9)حسب  العقدية ،وتكتب

  )12(       2 2 2 2

2 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2( , ) 1K u z u z u z u z u z u z u z      

نأخذ أي نقطة 
(1) (0) (0)

1 2( , ) (1 , 1)a z z   ،  حيث إن
(0) (0)

1 2( , ) (0 , )x x   التي تحدد

 السطح الآتي: 
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  )13(          2 2

2 1 2 1 2 1 2(1 , 1 ; , ) 1 0K z z z z z z      

جذور المعادلة تقع زوجي, عدد  kأخذنا الحدود التي درجتها زوجية لأن

2 1 2(1 , 1 ; , ) 0K z z   على محيط القرص الدائري  (4)حسب المبرهنة| | 1z  
 أي أن:

1 2 1 2 1 2

2 1

1 1
| | 1, | | 1, | | 1, | | 1, ,z z z z z z

z z
      

 ومنه يكون:
1 2 1 2. 1 , 1z z z z  

 وأيضاً يكون:
2 2

1 2 1 2 1 0z z z z    

نبدل 
1 2

2 1

1 1
,z z

z z
 :نجد إن 

2 2

1 2 1 2

1 1 1
1 0

z z z z
    

نضرب طرفي هذه المعادلة بــ 
2 2

1 2.z z :نجد 

 
2 2 2 2

2 1 1 2 1 2 0z z z z z z    

 نجد:   (13)من المعادلة 
2 2

1 2 1 2 1z z z z    

 بالتبديل نجد:
 

2 2

1 2 1 0z z   
 نجد إن:ومنه 

 

1 2 1 2( 1)( 1) 0z z z z   
 

1من هذه المعادلة ،إما أن يكون : 2 1 0z z    ،1و،أ 2 1 0z z   
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1z نلاحظ أنه إذا كان  i 2، فإنz i  وبالتالي النقطة ،( , )i i لذلك  )10 (تقع على السطح ،

(2)نأخذ  ( , )a i i   :التي تحدد السطح الآتي 

)14(               
2 2

2 1 2 1 2 1 2( , ; , ) 1 0K i i z z z z z z                 

|على محيط القرص الدائري  (4)حسب المبرهنة المعادلة  هذه جذور تقع  | 1z . 

 في النقاط الآتية:  (14)و  (13)يتقاطع السطحان 

(1) /4 3 /4 (2) 3 /4 /4

(3) 5 /4 7 /4 (4) 7 /4 5 /4

( , ) , ( , )

( , ) , ( , )

i i i i

i i i i

z e e z e e

z e e z e e

   

   

 

 
 

)  من الواضح أن  )1 ,2 , 3 4,| | 1jj z  كما يلي:  (10)، التي تحدد أربعة نقاط للعلاقة التكعيبية 

(1) (1) (2) (2)

(3) (3) (4) (4)

( , ) ( / 4 , 3 / 4) , ( , ) (3 / 4 , / 4)

( , ) (5 / 4 , 7 / 4) , ( , ) (7 / 4 , 5 / 4)

x y x y

x y x y

   

   

 

 
 

حسب طريقة النواة المولدة المعدلة ، نأخذ النقاط المتناظرة بالنسبة لمركز التناظر
(1) (2),a a   التي

 تحدد بشكل مشابه لما سبق بقية نقاط العلاقة التكعيبية كما يلي:

(5) (5) (6) (6)

(7) (7) (8) (8)

( , ) (0 , 0) , ( , ) ( , )

( , ) ( / 2 , 3 / 2) , ( , ) (3 / 2 , / 2)

x y x y

x y x y

 

   

 

 
 

 من المساواة الآتية: (8)نحسب ثوابت العلاقة التربيعية 

1 ( ) ( )

22 ( , )J J

JC K a a  

 أي أن:

1 1 (1) (1)

1 2 2

1 1 (2) (2)

3 4 2

2 ( , ) 8

2 ( , ) 8

C C K a a

C C K a a
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)يمكننا إيجاد بقية ثوابت العلاقة التكعيبية والمقابلة للنقاط ) ( )1,2,...,8 , ( , )J JJ x y 
/من دقة العلاقة التكعيبية , لو أخذنا  2   3أو / 2  .فإننا نحصل على نفس الثابت 

 تكتب بالشكل التالي: (11)العلاقة التكعيبية 

)   15(         

2 2

2

0 0

1 1
( , ) [ (0,0) ( , )]

[2 ] 8

1 1
[ ( / 2,3 / 2) (3 / 2, / 2)] [ ( / 4,3 / 4)

8 8

(3 / 4, / 4) (5 / 4,7 / 4) (7 / 4,5 / 4)]

f x y dxdy f f

f f f

f f f

 

 


     

     

  

  

  

 

 

دقيقة من أجل كثيرات الحدود المثلثية التي  (15)يمكن التحقق من أن العلاقة التقريبية 
)exp, وتقريبية من أجل كثيرات الحدود من الشكل mدرجتها لا تتجاوز  ( 1) ))i m x 

 3. ومنه نجد أن الدقة الجبرية تساوي

)يساوي )15(العلاقة التقريبية عدد نقاط  , ) (2,2) 8N t n m t    يساوي , وهو
 . (3)و(2) الحد الأدنى لعدد نقاط العلاقة التكعيبية, والتي تحدده كلًا من المبرهنتين 

  :1تطبيق 

)نأخذ  ) 1f x  :نجد بالطريقة التحليلية إن 

2

2

[0 2 ]

1
( ) 1

(2 )
f x dx




 

 , فيكون: (15)لنحسب قيمة التكامل المفروض حسب العلاقة   

2 2

2

0 0

1 1 1 1
( , ) [1 1] [1 1] [1 1 1 1] 1

[2 ] 8 8 8
f x y dxdy
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 :2تطبيق 

)من أجل  ) cos2f x x  بالطريقة التحليلية إننجد: 

2

2

2

02 2

0[0 2 ]

1 1 1
cos 2 [sin 2 ] 0

(2 ) (2 ) 2
xdxdy x dy






 

   

 , فنجد: (15)لنحسب قيمة التكامل المفروض حسب العلاقة  

2 2

2

0 0

1 1 1 1
( , ) [1 1] [ 1 ( 1)] [0 0 0 0] 0

[2 ] 8 8 8
f x y dxdy

 


            

)من أجل  ) exp( ) , 1,2,.., 
j

f x ix j n  بالطريقة التحليلية إننجد: 

2

2

[0 2 ]

1
exp( ) 0

(2 )
jix dx




 

 , فنجد: (15)لنحسب قيمة التكامل المفروض حسب العلاقة  

2

2

[ 0 ,2 ]

1
exp( ix )dx 0

( 2 )



 

 يمكننا بنفس الطريقة أن نأخذ أي دالة من الشكل:

( ) exp( ( )) ; , 1,2,...,  
j k

f x i x x j k n 

 .(15)وأن نحسب قيمة التكامل بالطريقة التحليلية, وباستخدام العلاقة التقريبية 

 تقريبية من أجل الدوال من الشكل: (15)ملاحظة: تصبح العلاقة 

))(exp()( xigxf   ,  و)(xg  .أي كثيرة حدود غير خطية 
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)نأخذ دالة الوزن بالشكل  , ) 1 ( )x y coc x y    . حدود المتعامدة النجد إن كثيرات
 الآتي:النظامية حتى الدرجة الثانية تكتب بالشكل 

0 1 1 2 1 2

2 2 2 2
3 1 4 1 2 2 5 1 1 2 2

1
( ) 1 , ( ) , , ( ) ( 2 )

3

1 1
( ) , ( ) ( 2 ) , ( ) ( 2 3 )

3 6

F z F z z F z z z

F z z F z z z z F z z z z z

   

     

 

 الحدود المتعامدة النظامية من الدرجة الثالثة تكتب بالشكل الآتي:كثيرات و    

3 3 2 3 2 2
6 1 7 1 1 2 8 1 1 2 1 2

3 2 2 3
9 1 1 2 1 2 2

1 1
( ) , ( ) ( 2 ) , ( ) ( 2 3 )

3 6

1
( ) ( 2 3 4 )

10

F z z F z z z z F z z z z z z

F z z z z z z z

     

   

 

 فتكتب بالشكل الآتي: ,الرابعةحدود المتعامدة النظامية من الدرجة الكثيرات  أما

4 4 3 4 3 2 2
10 1 11 1 1 2 12 1 1 2 1 2

4 3 2 2 3
13 1 1 2 1 2 1 2

4 3 2 2 3 4
14 1 1 2 1 2 1 2 2

1 1
( ) , ( ) ( 2 ) , ( ) ( 2 3 )

3 6

1
( ) ( 2 3 4 ) ,

10

1
( ) ( 2 3 4 5 )

15

F z z F z z z z F z z z z z z

F z z z z z z z z

F z z z z z z z z z

     

   

    

 

 استخدامها من أجل الحصول على علاقات تكعيبة جديدة أكثر دقة.التي يمكن 
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 الاقتراحات والتوصيات:

 .المثلثية باستخدام الدوال العقديةتشكيل علاقات تقريبية ذات دقة أعلى للدوال -1

 العلاقات التقريبية للتكاملات المضاعفة بمتحولات عقدية.-2

 .المناطق الكروية والناقصية مثل العقديةالبحث عن مناطق تكاملية أخرى للدوال  -3 
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