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 الملخص
تتصففف أنظمة الخدمة عموماب بمزمنة تخديم مسففتعلة عض بعضففعا البعص وخصففوصففاب الأنظمة 

فعط، وفي حففال كففانففت نففذ  الأنظمففة تعففدم أكإر مض خففدمففة ففف ض فرضفففففففففففففيففة ذات مخففدم واحففد 
 الاستعلال لم تعد محععة، مما يدفعنا إلى اقتراح أسلوب يعالج نذا النوع مض المسائل.

وذلك بالاعتماد  M/M/1أسلوب جديد في نمذجة أزمنة التخديم في النموذج نذا البحث  يعدم
على طوريات تجديد ماركوف، مض خلال تمإيل ازمنة التخديم بطوريات تجديد ماركوف، كما 
تم اسففففتنتاج مصفففففوفة لففففب  كيرنل لعذا الطوري وبالاعتماد عليعا تم التوصففففل إلى دالة توزيع 

 .Pأزمنة التخديم ومصفوفة الانتعال 
لذاتي التوقع الرياضففففففي والتبايض والت اير االتوزيع و  اسففففففتنتاج الصففففففيد الرياضففففففية لدوالتم كما 

لأزمنة تخديم تجديد ماركوف بعدف دراسفففة الارتباطات بيض أنواع الزبائض المختلفة،  والارتباط
خطوة مض عمل أي نظام خدمة يعدم خدمات مختلفة -rومض إم اسفففففففففففففتنتاج الارتباطات بعد 

م نظفاأض  إلى تم التوصففففففففففففففل تطبيعفاتالمإلفة و الأومض خلال   ويعتمفد على مخفدم واحفد فعط.
كون  يتعامل مع  M/M/1 الكلاسفففففيكيلنظام الخدمة نو تعميم  M/MRP/1الخدمة المعترح 

أزمنة تخديم مرتبطة وتبيض وجود ارتباطات عكسفففية وموجبة تتراوح بيض الضفففعيفة والمتوسفففطة 
 .بيض أزمنة التخديم المدروسة
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Abstract 
Service systems are generally characterized by independent service 
times, especially in systems with a single server. However, when these 
systems offer multiple services, the assumption of independence no longer 
holds, necessitating the proposal of a method to address this issue. 

This research presents a new approach to modeling service times in the 
M/M/1 queuing model using Markov renewal processes. By representing 
service times with Markov renewal processes, a semi-Markov kernel for 
this process was derived, which allowed for the determination of the 
service time distribution function and the transition matrix P. 

Additionally, mathematical formulas for the distribution functions, expected 
value, variance, auto covariance, and correlation of Markov renewal 
service times were derived to study the correlations between different 
types of customers. The study further examines correlations after an r-
step for any service system providing multiple services with a single 
server. Through examples and applications, it was found that the 
proposed M/MRP/1 service system generalizes the classic M/M/1 model 
by handling correlated service times, revealing both positive and negative 
correlations ranging from weak to moderate among the studied service 
times. 
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  (Introduction): مقدمة

تعتبر نظرية التجديد مض أحد فروع نظرية الاحتمالات المعمة والمختصفففففففففففة بدراسفففففففففففة 
لذا ف ض ، [1] العلففففففففففففففوائية المت يرة مع الزمض والأنظمة العابلة ل صففففففففففففففلاحالظوانر 

زمنة ما أ التي تتميز بكوضد، وطوريات الع  تعميم لطوريات بواسفففففففوض  طوريات التجديد
 .[2] مستعلة ولعا نفس التوزيع الاحتمالي لعا بيض الوصول

كاض ف، [3]الطوريات العلفففففففوائية في نظرية  معماب  اب تطبيعي نظرية التجديد جزءب  دتعكما 
في دراسففففففففففففات التحليل السففففففففففففكاني على يد كل مض الرياضففففففففففففي أول ظعور لتطبيعاتعا 

، 1761عام  الألماني يوناض بيتر والديموغرافي 1760السففويسففري ليونارد أويلر عام 
وتعتبر الفترة  1913 وتطورت في أوائل العرض الماضففففي على يد الأمريكي ألفريد عام

وتوالففففت المنلففففففففففففففورات حول نففففذ  النظريففففة . [5][4]الحعيعيففففة لظعور نففففذ  النظريففففة 
 . العلماء والباحإيض إلى وقتنا نذاوتطبيعاتعا على يد الكإير مض 

 ظريةنالاحتمالات التطبيعية مإل  في مجال اب رئيسففففففففففففففي اب ور تلعب نظرية التجديد دكما 
م الخدمات وتتفي نظرية  الأنظمةتحليل في  لعا دور كبير وملحوظو  ،[6] الموإوقية

دراسففففففففففففففتعفا في عفدة مجفالات منعفا مراكز خفدمفة العملاء وأنظمفة الحجز في الفنفاد  
والخدمات الصففففففففففحية ومحطات تعبئة الوقود وخطوط النتاج في المصففففففففففانع وغيرنا، 

لمتعلعة اوذلك بعدف تحليلعا وفعمعا والعمل على تحسفففففففففينعا إيجاد الحلول المناسفففففففففبة 
، بالضفففففففافة إلى تطبيعاتعا في المجالات الاقتصفففففففادية [7] لملفففففففكلات التي تواجععابا

 .[8]والاجتماعية والصحية والفيزيائية والعديد مض العطاعات الأخرى 
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 بففمزمنففة علففففففففففففففوائيففة غيرالتجففديففد  لطوريتجففديففد مففاركوف ني تعميم  طوريكمففا أض 
توزيعاتعا تعتمد على الحالات في سفففففففففلسفففففففففلة  ة ولعا نفس التوزيع الاحتمالي.مسفففففففففتعل

في  دراسففففففففففة عمليات التجديد الماركوفية في السففففففففففتينيات وتم تطبيععا تمت ماركوف.
 . 𝑀\𝐺\1أنظمة الانتظار

  (Problem of the Research) مشكلة البحث

 ائضمعظم الدراسفففففففففففففات في مسفففففففففففففائل أنظمة الخدمة لا تمخذ بعيض الاعتبار أنواع الزب
فففمض عففدم معرفففة المخففدم بنوع الخففدمففة المراد لففذا  ،تخففديمعففا خففدمففات مختلفففةالمراد 

ر زمني تمخفيحصففل  ،لففكل مبالففر على أزمنة أداء الخدمةتعديمعا لكل زبوض يؤإر ب
أي زمض تخديم الزبوض الجديد يعتمد على زمض تخديم  ،في تسففففففففففففلسففففففففففففل أزمنة الخدمة

الزبوض الحالي وفعاب لنوع الخدمة المطلوبة. لذا لم تعد نذ  الأزمنة تلففكل سففلسففلة مض 
العلفففففوائية المسفففففتعلة وفعاب لتسفففففلسفففففل أنواع الزبائض. مما يدفعنا لدراسفففففة نوع المت يرات 

 جديد مض عمليات التخديم لحل نذا النوع مض المسائل.

 (Objectives of the Research )هداف البحثأ

بمخفففدم   𝑀\𝑀\1 الخفففدمفففة نظفففامتوظيف طوريفففات التجفففديفففد المفففاركوفيفففة على  -1
 .واحد

 .التجديد الماركوفيةدراسة أزمنة التخديم بالاعتماد على طوريات  -2

 .𝑇𝑛التخديم إيجاد دالة التوزيع والتوزيع اللرطية لأزمنة  -3
 .المميزة لأزمنة الخدمةإيجاد الصيد الرياضية للصفات  -4
 .استنتاج الارتباط بيض ازمنة الخدمة -5
 مض خلال أمإلة وتطبيعات. نوعيض مض الزبائضلمناقلة الحالة الخاصة  -6

 :ومفاهيم أساسية تعاريفأولاً: 

 [9]: (Counting Process)طوري العد -1
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تمإل عدد  𝑁(𝑡)ان  طوري عد إذا كانت  𝑡≥0{𝑁𝑡}لففففففففففففففوائي عنعول عض الطوري ال
 وتحع  اللروط التالية: 𝑡الأحداث التي خلال الفترة الزمنية 

1- 𝑁(𝑡) ≥ 0  
𝑠)اذا كاض  -2 < 𝑡)  فاض𝑁(𝑠) ≤ 𝑁(𝑡) 
𝑠)ض اجففل م -3 < 𝑡)   ففف ض𝑁(𝑡) − 𝑁(𝑠)  تمإففل عففدد الأحففداث التي تحففدث

,𝑠)خلال الفترة الزمنية  𝑡] 

 [10]:(Renewal Process) وري التجديدط-2
;𝑁(𝑡))العففد  ينعول عض طور  𝑡 ≥ إنفف  طوري تجففديففد إذا كففانففت أزمنففة مففا بيض  (0
عبارة عض سفففففلسفففففلة مض المت يرات العلفففففوائية المسفففففتعلة ومتماإلة  (Tn)الوصفففففول ل  

nالتوزيع وغير سالبة لجميع قيم ≥ 1 

 
 (: يمثل هذا الشكل طوري التجديد1الشكل )

وتففففففدعى بففففففمزمنففففففة التجففففففديففففففد، وأض   𝑛-تمإففففففل زمض ظعور الحففففففدث  Snعلمففففففاب أض 
Tn = Sn − Sn−1; 𝑛 ≥  ني أزمنة ما بيض الوصول أي ما بيض حدوث حدإيض.  1

في حال كانت أزمنة ما بيض الوصفففففففففول أسفففففففففية عندئذ يكوض طوري التجديد عبارة عض 
 ويعد حالة خاصة مض طوري التجديد. λطوري بواسوض بمتوسط 

 Renewal Function:[12][11]دالة التجديد  -3
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 دالة تحديد خلال مض تععيدبا الأكإر الطوريات حول الأسففففئلة مض العديد معالجة يمكض
ونذ  الدالة مفيدة باسففففففففففتخلاص الصفففففففففففات المتعلعة  .المتعلعة بطوري التجديد التجديد

بطوري التجديد كونعا دالة متعلعة بالزمض، علاوة على ذلك كونعا تسففففففففففاعد في تحديد 
 سلوك الطوري.

; Tn)بفرص  𝑛 = 1,2, … ابعة لمتطسففلسففلة مض المت يرات العلففوائية المسففتعلة وا  (
بففالتوزيع والتي تمإففل أزمنففة مففا بيض الوصففففففففففففففول بيض كففل حففدإيض متتففالييض، وكففل نففذ  

، ف ض دالة التجديد تمإل العدد المتوقع مض الأحداث التي Fالمت يرات لعا دالة توزيع 
; Tn)، في حفال كفانفت   tتحفدث خلال الفترة الزمنيفة  𝑛 = 1,2, … تمإفل أزمنفة  (
𝑛-التل يل بعد التصليح رقم − ، ف ض دالة التجديد تمإل العدد المتوقع مض حالات 1
 .tالفلل ضمض الفترة الزمنية 

 دالة التجديد باللكل:تعرف 
𝑚(𝑡) = 𝐸[𝑁(𝑡)] 

 :كما يلي 𝑁(𝑡)توزيع  عرفوي

𝑃𝑁(𝑡) = 𝑃{𝑁(𝑡) = 𝑛} = 𝐹𝑛(𝑡) − 𝐹𝑛+1(𝑡) 

  نحصل على: معادلة الالتفاف ليجاد معادلة التجديد وبالاعتماد على

𝑚(𝑡) = 𝐸[𝑁(𝑡)] = ∑ 𝑛(

∞

𝑛=1

𝐹𝑛(t)  − 𝐹𝑛+1(t)) 

  .بالعيمة المتوسطة 𝑚(𝑡)الدالة  وتدعى أيضاب 
 يمكض كتابة معادلة التجديد بلكل آخر كما يلي:

𝑚(𝑡) = 𝐹(𝑡) + ∫ 𝑚(𝑡 − 𝑥)𝑑𝐹(𝑥)
𝑡

0
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 (Markov Renewal Processes):ثانياً: طوريات تجديد ماركوف 
لسففلة الأزمنة بمض سففتعتبر طوريات التجديد الماركوفية تعميم لطوريات التجديد تتميز 

 لعا ليست مستعلة ومتطابعة بالتوزيع، توزيعاتعا تعتمد على حالات سلسلة ماركوف.
 Pykeعلى يد الباحث  (1961)درسففففففت طوريات التجديد الماركوفية لأول مرة عام 

 . [13]وعلى مسائل اصلاح الآليات 𝑀\𝐺\1وطبعت على أنظمة الخدمة 
 [14]:(Markov Process) تعريف طوري ماركوف -1

;𝑋(𝑡)}نعول عض طوري علوائي  𝑡 ∈ 𝑡}  ،مض أجل كل أن  يمإل طوري ماركوف
𝑛 ∈ ℕ  وكل مض𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛مع  𝑡0, 𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑛 ∈ 𝑇  ومض أجل

𝑦, 𝑥, 𝑥𝑛−2, … , 𝑥1, 𝑥0 ∈ ℝ، محععة التالية العلاقة تكوض: 

𝑃(𝑋𝑡𝑛
= 𝑦 ∣ 𝑋𝑡𝑛−1

= 𝑥, 𝑋𝑡𝑛−2
= 𝑥𝑛−2, … , 𝑋𝑡1

= 𝑥1, 𝑋𝑡0
= 𝑥0)

= 𝑃(𝑋𝑡𝑛
= 𝑦 ∣ 𝑋𝑡𝑛−1

= 𝑥)
 

 .ماركوف تدعى نذ  الخاصية بخاصية

;𝑋(𝑡)}نعول عض طوري ماركوف  سلللللسلللللة ماركوف المن  لللللة: -2 𝑡 ∈ 𝑇}   أن
 وبالتالي ف ض خاصية يمإل سلسلة ماركوف إذا كانت مجموعة وسطاؤ  منعطعة،

 ماركوف تصبح باللكل: 

𝑃{𝑋𝑛+1 = 𝑗|𝑋0 = 𝑖0, … , 𝑋𝑛−1 = 𝑖𝑛−1, 𝑋𝑛 = 𝑖} 
= P{𝑋𝑛+1 = 𝑗|𝑋𝑛 = 𝑖} 

,𝑖0 وجميع الانتعالات n مض أجل جميع قيم … . , 𝑖𝑛−1, 𝑖, 𝑗  
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 احتمالية ، 𝑖 الحالة في 𝑋𝑛 أن إلى بالنظر 𝑗 الحالة في ،𝑋𝑛+1 احتمال على يُطلق

𝑃𝑖𝑗 بـ إليها ويُشار واحدة خطوة من الانتقال
𝑛,𝑛+1

  أي 

𝑃𝑖𝑗
𝑛,𝑛+1

= Pr{𝑋𝑛+1 = 𝑗|𝑋𝑛 = 𝑖} 

 [15]:(Markov Renewal Process)طوري تجديد ماركوف  -3
,𝑋𝑛)بفففرص أض  𝑇𝑛)𝑛𝜖ℕ    سفففففففففففففففلسفففففففففففففففلفففففففة مفض الفمفتف فيفرات الفعلفففففففففففففففوائفيفففففففة ففيفعفففففففا

𝑋𝑛 ∈ 𝑆 ;  𝑆 = {0,1,2, … أزمنة التجديد  𝑇𝑛تمإل حالات لسففففففلسففففففة ماركوف و {
، عندئذ نعول عض نذ  السفففففففففلسفففففففففة أنعا طوري تجديد ماركوفي بفضفففففففففاء 𝑋𝑛للحالات 
 اذا تحع  اللرط التالي: 𝑆حالات 

𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑗, 𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛 ≤ 𝑡|𝑋0, … , 𝑋𝑛 = 𝑖; 𝑇0, … , 𝑇𝑛) 
= 𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑗, 𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛 ≤ 𝑡|𝑋𝑛 = 𝑖) = 𝑄𝑖𝑗(𝑡) 

,𝑖وذلك مض أجل كل  𝑗𝜖 𝐸 , 𝑇0, … , 𝑇𝑛𝜖 ℝ+  

يوضففففففففففففح اللففففففففففففكل التففففففففففففالي الانتعففففففففففففالات لطففففففففففففوري تجديففففففففففففد مففففففففففففاركوف علمففففففففففففاب أض 
𝜏𝑛أزمنة ما بيض الوصول ني  = 𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛 
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 تالية:وبالتالي المصفوفة ال

𝑄 ≔ {𝑄𝑖𝑗(𝑡); 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸, , 𝑡𝜖 ℝ+} 

 .𝑆 على فضاء الحالات Markov kernel-semiتدعى بنواة لب  ماركوف 

 Queueing Systems [16][17]:أنظمة الخدمة ثالثاً: 
عا في التي نصففففادفتعتبر ملففففكلة الانتظار في صفففففوف الانتظار مض أكإر الملففففاكل 

عديم ت مراكزإذ يتتابع وصفففففففففففففول العناصفففففففففففففر التي تحتاج الخدمة إلى ، حياتنا اليومية
ف ذا كانت محطة الخدمة مل ولة ف ض الزبائض سيعفوض أمامعا في طابور أو  الخدمة.

سفففتوى مفالعدف تلففف يل مراكز الخدمة في  صفففف انتظار بانتظار تعديم الخدمة لعم.
يد  علىة ية الخدمنلمت نظر  معبول مض الخدمة ضمض مستوى مععول مض التكاليف.

وطورنا ة، ل ورقة بحإية عض نظرية الخدمحيث قدم أو  1909الباحث ايرلند عام 
 لترقيم الطابور. 𝐴/𝐵/𝐶مض خلال تعديم طريعة  1953كندال عام 
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 :𝑴/𝑴/𝟏 الخدمة نظام

يوصففففففففففففففف نذا النظام بمن  نظام خدمة يحتوي على جعاز تخديم واحد، يخدم بمزمنة 
𝜇تخديم إابتة تخضفففففففع للتوزيع الأسفففففففي بالوسفففففففيط  > ، ويفترص أض الزبائض التي  0

𝜆بلفففففففكل علفففففففوائي بمعدل إابت معدار   تصفففففففل إلى نذا النظام  > أي أض أزمنة  0
النظام أن  ذو حجم  ويفترص نذا، 𝜆الوصففففففول تخضففففففع للتوزيع البواسففففففوني بوسففففففيط 

 غير محدود، ويعمل نذا النظام وفعاب للعواعد التالية:
 )والتي تعني أن  مض يصل أولاب يخدم أولاب(. 𝐹𝐼𝐹𝑂قاعدة التخديم بمض  -1
 وصول أي زبوض مستعل عض وصول الزبوض الأخر. -2
 .زمض خدمة أي زبوض مستعل عض زمض خدمة زبوض آخر -3
 .λط أزمنة ما بيض الوصول أسية بالوسي -4
𝜆عندما يكوض  النظام يتصففففففففففففففف بالاسففففففففففففففتعرار -5 < μ ، أي أض عدد الزبائض الذيض

 يصلوض إلى النظام أص ر تبايناب مض عدد الزبائض الذيض تتم خدمتعم.

نستطيع اعتبار وصول كل زبوض عبارة عض ولادة، وسنرمز لمعدل الوصول خلال 
كما ب مكاننا اعتبار م ادرة كل زبوض عبارة عض وفاة، وسنرمز ، λاحدة الزمض بف و 

 𝑀/𝑀/1، وبالتالي إض صف الانتظار 𝜇لمعدل الم ادرة خلال واحدة الزمض بف 
 نو عملية ولادة وفناء بمعاملات ولادة وفناء:

𝜆𝑛 = 𝜆   ; 𝑛 = 0,1, … 
𝜇𝑛 = 𝜇  ; 𝑛 = 1,2, … 

 الولادة والفناء نحصل على:معادلات طوري الحل المستعر لوبالتعويص في 
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𝑃𝑛 = P{𝑁 = 𝑛} = (
λ

𝜇
)

𝑛

𝑃0 = 𝑃𝑛 𝑃0 ;  𝜌 =
λ

𝜇
< 1          

 حيث أض:

𝑃0 =
1

1 + ∑ 𝜌𝑛∞
𝑛=1

=
1

1 +
𝜌

1 − 𝜌

; 𝜌 < 1 

𝑃0 = 1 − 𝜌   

 وبالتالي:

𝑃𝑛 = (1 − 𝜌)𝜌𝑛; 𝑛 = 0,1, …  

 :𝑴/𝑴/𝟏 مقاييس أداء النظام
 عدد الزبائض في النظام: متوسط -1

𝐿𝑠 =
𝜌

1 − 𝜌
 

 الطابور:متوسط عدد الزبائض في  -2

𝐿𝑞 =
𝜌2

1 − 𝜌 
 

 متوسط زمض الانتظار في النظام: -3

𝑊𝑠 =
1

𝜇(1 − 𝜌)
 

 متوسط زمض الانتظار في الطابور: -4

𝑊𝑞 =
𝜌

𝜇(1 − 𝜌)
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 :𝑴/𝑴𝑹𝑷/𝟏  نظام الخدمة المقترح
,𝑋1بفرص لدينا  𝑋2, … , 𝑋𝑛; 𝑛 ∈ 𝑁  ني مت يرات علفففففففففففففوائية تمإل أنواع الزبائض
(𝑋𝑛)𝑛∈𝑁  وني تلكل سلسلة ماركوف بمصفوفة انتعال𝑃 = [𝑃𝑖𝑗]   وحالات نذ

𝐸السلسلة تاخذ قيمعا في فضاء الحالة  = {1,2, … , 𝑚}. 

,𝑇1وبفرص  𝑇2, … , 𝑇𝑛; 𝑛 ∈ 𝑁  تمإففل أزمنففة التخففديم لأنواع الزبففائض(𝑋𝑛)  وني
,𝑋𝑛)وبفففالتفففالي الإنفففائيفففة   𝑛∈𝑁(𝑇𝑛)تمإفففل طوري تجفففديفففد  𝑇𝑛) تمإفففل طوري تجفففديفففد

 بف: 𝑛لاحتمال كل زبوض  ولنرمز 𝑄اركوف بمصفوفة كيرنل م
𝜋𝑖 = 𝑃(𝑋𝑛 = 𝑖) 

= 𝜋مع العلم أض  (𝜋1, 𝜋2, … , 𝜋𝑛)  لمصفففففففففففففففوفة نو المتج  العلففففففففففففففوائي الوحيد
𝜋𝑃)متج  توزيع البدء( أي أض  𝑃الانتعال  = 𝜋 في حال استعرار السلسة. 

  أض: حيث

𝑃 = [𝑃𝑖𝑗] = (

𝑃11 𝑃12 ⋯ 𝑃1𝑚

𝑃21 𝑃22 ⋯ 𝑃2𝑚

⋮
𝑃𝑚1

⋮
𝑃𝑚1

⋱
⋯

⋮
𝑃𝑚𝑚

) ;  ∑ 𝑃𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

= 1    ∀𝑗 

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑗|𝑋𝑛 = 𝑖) 

 بما أض السلسلة مستعرة ف ض
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(𝜋1, 𝜋2, … , 𝜋𝑚) (

𝑃11 𝑃12 ⋯ 𝑃1𝑚

𝑃21 𝑃22 ⋯ 𝑃2𝑚

⋮
𝑃𝑚1

⋮
𝑃𝑚2

⋱
⋯

⋮
𝑃𝑚𝑚

)

= (𝜋1, 𝜋2, … , 𝜋𝑚) 

𝜋1𝑃11 + 𝜋2𝑃21 + ⋯ + 𝜋𝑚𝑃𝑚1 = 𝜋1 

𝜋1𝑃12 + 𝜋2𝑃22 + ⋯ + 𝜋𝑚𝑃𝑚2 = 𝜋2 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

𝜋1𝑃1𝑚 + 𝜋2𝑃2𝑚 + ⋯ + 𝜋𝑚𝑃𝑚𝑚 = 𝜋𝑚 

 :أض حل المعادلات حل ملترك نجدن m=2مض أجل الحالة الخاصة عندما 

𝜋1 =
𝑃21

𝑃12 + 𝑃21
 

𝜋2 =
𝑃12

𝑃12 + 𝑃21
 

 مض أجل طوري متجانس نعرف

𝑄𝑖𝑗(𝑡) = 𝑃[𝑋𝑛+1 = 𝑗, 𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛 ≤ 𝑡|𝑋𝑛 = 𝑖] 
⟹ 𝑄 = [𝑄𝑖𝑗(𝑡)] ; 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 

𝑃𝑖𝑗(𝑡) = 𝑃[𝑋𝑛+1 = 𝑗|𝑋𝑛 = 𝑖] ⟹ 𝑃 = [𝑃𝑖𝑗] ; 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 
𝑄𝑖𝑗(𝑡) = 𝑃[𝑋𝑛+1 = 𝑗, 𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛 ≤ 𝑡|𝑋𝑛 = 𝑖] 

= 𝑃[𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛 ≤ 𝑡|𝑋𝑛 = 𝑖, 𝑋𝑛+1 = 𝑗] ∗ 𝑃[𝑋𝑛+1 = 𝑗|𝑋𝑛 = 𝑖] 
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𝐹𝑖𝑗(𝑡)وبفرص أض  ≔ 𝑃[𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛 ≤ 𝑡|𝑋𝑛 = 𝑖, 𝑋𝑛+1 = 𝑗] 

⟹ 𝑄𝑖𝑗(𝑡) = 𝐹𝑖𝑗(𝑡) ∗ 𝑃𝑖𝑗 

⟹ 𝐹𝑖𝑗(𝑡) =
𝑄𝑖𝑗(𝑡)

𝑃𝑖𝑗
   

𝑛لزمض خدمة الزبوض  ةاللرطي دالة التوزيع وني تمإل + 1 

الآن نسللللللتنتق التويا الريانللللللي تزمنة تخديم تجديد ماركوف من خ ل الم رهنة 
 التالية:

,𝑋𝑛): بفرص أض م رهنللة 𝑇𝑛)   طوري تجفففديفففد مفففاركوفي يمإفففل أزمنفففة تخفففديم نظفففام
𝑀/𝑀/1/∞ :عندئذٍ يكوض التوقع الرياضي لعذ  الأزمنة ل  العلاقة 

𝐸(𝑇𝑛) = ∑ ∑  𝜋𝑖  𝑃𝑖𝑗

1

𝜇𝑖𝑗

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

تمإفففل   𝑇11مإلاب   𝑖𝑗تمإفففل زمض الخفففدمفففة للزبوض ذو النوع   𝑇𝑖𝑗: بفرص أض الإث للات
تمإفففل   𝑇21تمإفففل الزبوض مض النوع الأول أمفففا   𝑇12الزبوض مض النوع الأول وكفففذلفففك 
ونكذا ...، وبفرص أض أزمنة الخدمة لكل نوع  𝑇22الزبوض مض النوع الإاني وكذلك 

 ، عندئذٍ يكوض التوقع الرياضي لكل نوع 𝑀/𝑀/1الأسي للنظام تخضع للتوزيع 

    𝑇̅𝑖𝑗 = 𝐸𝑇𝑖𝑗 =
1

𝜇𝑖𝑗
 وبالتالي: 

𝐸𝑇𝑛 = ∑ ∑  

∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

𝑇̅𝑖𝑗  𝑃(𝑇𝑛 ≤ 𝑡, 𝑋𝑛+1 = 𝑗, 𝑋𝑛 = 𝑖) 

= lim
𝑡→∞

∑ ∑  

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑇̅𝑖𝑗  𝑃(𝑇𝑛 ≤ 𝑡, 𝑋𝑛+1 = 𝑗, 𝑋𝑛 = 𝑖) … (∗) 
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 ولكض استنتجنا مض دالة التوزيع اللرطية أض

𝑃(𝑇𝑛 ≤ 𝑡, 𝑋𝑛+1 = 𝑗, 𝑋𝑛 = 𝑖) = 𝑄𝑖𝑗(𝑡) ∗ 𝜋𝑖 

 باللكل: (∗)وبالتالي تصبح العلاقة 

𝐸𝑇𝑛 = ∑ ∑  

𝑚

𝑗=1

lim
𝑡→∞

𝑚

𝑖=1

𝑇̅𝑖𝑗  𝑄𝑖𝑗(𝑡) ∗ 𝜋𝑖   

lim ولكض نعلم أض  𝑄𝑖𝑗(𝑡) = 𝑃𝑖𝑗(𝑡)
𝑡→∞

 أي أض: 

𝐸𝑇𝑛 = ∑ ∑
1

𝜇𝑖𝑗
 𝑃𝑖𝑗(𝑡)𝜋𝑖  

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

 :نستنتج مض المبرننة السابعة أض: م حظة

𝐸𝑇𝑛
2 = ∑ ∑

2

𝜇2
𝑖𝑗

 𝑃𝑖𝑗(𝑡)𝜋𝑖  

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

𝐸𝑇𝑖𝑗لأض 
2 = 𝑉(𝑇𝑖𝑗) + (𝐸𝑇𝑖𝑗)2  علماب أض𝑇𝑖𝑗~𝐸𝑥𝑝(𝜇𝑖𝑗) 

⇒ 𝐸𝑇𝑖𝑗
2 =

1

𝜇𝑖𝑗
2 + (

1

𝜇𝑖𝑗
)

2

 

⇒ 𝐸𝑇𝑖𝑗
2 =

2

𝜇𝑖𝑗
2  

 وبالتالي:

𝐸𝑇𝑛
2 = ∑ ∑  

∞

𝑗=1

∞

𝑖=1

𝑇̅𝑖𝑗
2  𝑃(𝑇𝑛 ≤ 𝑡, 𝑋𝑛+1 = 𝑗, 𝑋𝑛 = 𝑖) 
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 وبنفس الطريعة السابعة يكوض 

𝐸𝑇𝑛
2 = ∑ ∑

2

𝜇2
𝑖𝑗

 𝑃𝑖𝑗(𝑡)𝜋𝑖  

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

 لأزمنة تخديم النظام المعترح: الت اينوبالتالي يكوض 

𝑉(𝑇𝑛) = 𝐸𝑇𝑛
2 − (𝐸𝑇𝑛)2 

بفرص لففدينففا نظففام خففدمففة يعففدم نوعيض مض الخففدمففة بمخففدم واحففد وبفرص أض  مثلال:
𝜆معدل وصففففففففففففففول الزبائض إلى نذا النظام  = 1min  وأض معدل تخديم النوع الأول

𝜇1 = 2𝑚𝑖𝑛  وأض معدل تخديم النوع الإاني مض الزبائض𝜇2 = 3 𝑚𝑖𝑛  وبفرص،
 أض الانتعالات بيض النوعيض مض الزبائض كانت باللكل التالي:

1,2,2,2,1,1,1,1,2,2,1,2,1 

 :أي أض مصفوفة الانتعال

𝑃 = (

3

6

3

6
3

6

3

6

) = (
0.5 0.5
0.5 0.5

) 

𝜋    وبالتالي: = (
𝑃21

𝑃12+𝑃21
,

𝑃12

𝑃12+𝑃21
) = (𝜋1 = 0.5      𝜋2 = 0.5) 

 لنحسب التوقع لأزمنة خدمة النظام المعترح لعذا المإال:

𝐸𝑇𝑛 = ∑ ∑
𝜆

𝜇𝑖𝑗
 𝑃 ∗ 𝜋𝑖

2

𝑗=1

2

𝑖=1

= 𝜋 [𝑃.
1

𝜇𝑖𝑗
] . 1 
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= [0.5   0.5] [

0.5

2
   

0.5

2
0.5

3

0.5

3

] [
1
1

] =
5

12
 

𝐸𝑇𝑛
2 = ∑ ∑

𝜆

𝜇𝑖𝑗
2  𝑃 ∗ 𝜋𝑖

2

𝑗=1

2

𝑖=1

= 𝜋 [𝑃.
2

𝜇𝑖𝑗
2 ] . 1 

[0.5   0.5] [
(0.5) (

2

22
) (0.5) (

2

22
)

(0.5) (
2

32
) (0.5) (

2

32
)

] [
1
1

] =
13

36
 

 التبايض لأزمنة تخديم النظام المعترح:وبالتالي يكوض 

𝑉(𝑇𝑛) = 𝐸𝑇𝑛
2 − (𝐸𝑇𝑛)2 

=
13

36
− (

5

12
)

2

=
3

16
 

 :فقط  خطوة واحدةالارت اط  ين أزمنة التخديم وفق م  وفة انتقال 

 أولاب نوجد تابع التوزيع الملترك لزمني الخدمة:
𝑃(𝑇𝑛 ≤ 𝑡, 𝑇𝑛+1 ≤ 𝑠) = ∑ ∑ ∑ 𝑃(𝑇𝑛 ≤ 𝑡, 𝑇𝑛+1 ≤ 𝑠, 𝑋𝑛−1 = 𝑖, 𝑋𝑛 =𝑘𝑗𝑖

𝑗, 𝑋𝑛+1 = 𝑘)  باستخدام مبرننة جداء الأحداث:و 

𝑃 (⋂ 𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

) = 𝑃(𝐴1) ∗ 𝑃(𝐴2\𝐴1)

∗ 𝑃(𝐴3\𝐴1⋂𝐴2) … 𝑃(𝐴𝑛\𝐴1⋂ … ⋂𝐴𝑛−1) 
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⇒ 𝑃(𝑇𝑛 ≤ 𝑡, 𝑇𝑛+1 ≤ 𝑠) = ∑ 𝑃(𝑋𝑛−1 = 𝑖) ∗ 𝑃(𝑋𝑛 = 𝑗,

𝑚

𝑖.𝑗.𝑘=1

𝑇𝑛

≤ 𝑡|𝑋𝑛−1 = 𝑖)
∗ 𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑘, 𝑇𝑛+1 ≤ 𝑠|𝑋𝑛 = 𝑗, 𝑋𝑛−1 = 𝑖) 

 باللكل: باستخدام خاصية ماركوف تصبح العلاقة الأخيرةالآض 

𝑃(𝑇𝑛 ≤ 𝑡, 𝑇𝑛+1 ≤ 𝑠) = ∑ 𝑃(𝑋𝑛−1 = 𝑖) ∗ 𝑃(𝑋𝑛 = 𝑗,

𝑚

𝑖.𝑗.𝑘=1

𝑇𝑛

≤ 𝑡|𝑋𝑛−1 = 𝑖) ∗ 𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑘, 𝑇𝑛+1 ≤ 𝑠|𝑋𝑛 = 𝑗) 

= ∑ 𝜋𝑖  𝑄𝑖𝑗(𝑡) ∗ 𝑄𝑗𝑘(𝑠)

𝑚

𝑖,𝑗,𝑘=1

 

⇒ 𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) = lim
𝑠,𝑡⟶∞

∑ 𝜋𝑖  𝑄𝑖𝑗(𝑡) ∗ 𝑄𝑗𝑘(𝑠)

𝑚

𝑖,𝑗,𝑘=1

∗ 𝑇̅𝑖𝑗 

= ∑ 𝑇̅𝑖𝑗

𝑚

𝑖,𝑗,𝑘=1

 𝜋𝑖  𝑃𝑖𝑗𝑃𝑗𝑘 = ∑
1

𝜇𝑖𝑗

𝑚

𝑖,𝑗,𝑘=1

 𝑃𝑖𝑗𝑃𝑗𝑘 

⟹ 𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) = 𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) − (𝐸(𝑇𝑛))
2 

⟹ 𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) =
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1)

𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛)
 

 :بين أزمنة التخديم خطوة 𝒓الارتباط بـ استنتاج 

,𝑇𝑛 تابع التوزيع الملترك لزمني الخدمةإض  𝑇𝑛+𝑟: 

𝑃(𝑇𝑛 ≤ 𝑡, 𝑇𝑛+𝑟 ≤ 𝑠) = 
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∑ 𝑃(𝑇𝑛 ≤ 𝑡, 𝑇𝑛+𝑟 ≤ 𝑠, 𝑋𝑛−1 = 𝑖, 𝑋𝑛 = 𝑗, 𝑋𝑛+𝑟−1

𝑚

𝑖,𝑗,𝑘,𝑙=1

= 𝑘, 𝑋𝑛+𝑟 = 𝑙) 

= ∑ 𝑃(𝑋𝑛−1 = 𝑖) 𝑃(𝑋𝑛 = 𝑗,

𝑚

𝑖.𝑗.𝑘,𝑙=1

𝑇𝑛 ≤ 𝑡|𝑋𝑛−1 = 𝑖) 

∗ 𝑃(𝑋𝑛+𝑟−1 = 𝑘|𝑋𝑛 = 𝑗)P(𝑋𝑛+𝑟 = 𝑙, 𝑇𝑛+𝑟 ≤ 𝑠|𝑋𝑛+𝑟−1 = 𝑘)

= ∑ 𝜋𝑖  𝑄𝑖𝑗(𝑡) ∗ 𝑃𝑟−1𝑄𝑘𝑙(𝑠)

𝑚

𝑖,𝑗,𝑘,𝑙=1

 

⟹  𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+𝑟) = lim
𝑠,𝑡→∞

∑ 𝜋𝑖

1

𝜇𝑖𝑗
 𝑄𝑖𝑗(𝑡) ∗ 𝑃𝑟−1 ∗

1

𝜇𝑘𝑙
 𝑄𝑘𝑙(𝑠) 

= ∑ 𝜋𝑖

1

𝜇𝑖𝑗
 𝑃𝑖𝑗 ∗ 𝑃𝑟−1

𝑚

𝑖,𝑗,𝑘,𝑙=1

1

𝜇𝑘𝑙
 𝑃𝑘𝑙 

,𝑇𝑛وبالتالي الارتباط بيض زمني الخدمة  𝑇𝑛+𝑟: 

⟹ 𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+𝑟) = 𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+𝑟) − 𝐸(𝑇𝑛) ∗ 𝐸(𝑇𝑛+𝑟) 

⟹ 𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+𝑟) =
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+𝑟)

√𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛) ∗ 𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+𝑟)
 

إلى المإال السففففاب  نحسففففب الارتباطات بيض نوعي الخدمة بخطوة واحدة كما بالعودة 
 يلي:

𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) = 𝜋
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗 ∗

1

𝜇𝑗𝑘
𝑃𝑗𝑘 ∗ 1 
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= (0.5     0.5) (

0.5

2

0.5

2
0.5

3

0.5

3

) (

0.5

2

0.5

2
0.5

3

0.5

3

) ∗ (
1
1

) = 0.1736 

𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) = 𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) − (𝐸(𝑇𝑛))
2 

= 0.1736 − 0.1736 = 0 

𝜌 =
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1)

𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛)
= 0 

 لنحسب الارتباط بيض نوعي الخدمة بخطوتيض )يوميض مإلاب مض عمل نظام الخدمة(

𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+2) = 𝜋 (
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗) ∗ Pr−1 ∗ (

1

𝜇𝑘𝑙
𝑃𝑘𝑙) ∗ 1 

= (0.5     0.5) (

0.5

2

0.5

2
0.5

3

0.5

3

) (
0.5 0.5
0.5 0.5

) (

0.5

2

0.5

2
0.5

3

0.5

3

) ∗ (
1
1

)

= 0.17358 
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+2) = 𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+2) − 𝐸(𝑇𝑛) ∗ 𝐸(𝑇𝑛+2) 

= 0.17358 −
5

12
∗

5

12
 

𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+𝑟) =
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+𝑟)

√𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛) ∗ 𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+𝑟)
 

 لنحسب الارتباط بيض نوعي الخدمة بخطوتيض )يوميض مإلاب مض عمل نظام الخدمة(

𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+2) = 𝜋 (
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗) ∗ Pr−1 ∗ (

1

𝜇𝑘𝑙
𝑃𝑘𝑙) ∗ 1 
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= (0.5     0.5) (

0.5

2

0.5

2
0.5

3

0.5

3

) (
0.5 0.5
0.5 0.5

) (

0.5

2

0.5

2
0.5

3

0.5

3

) ∗ (
1
1

)

= 0.17358 
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+2) = 𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+2) − 𝐸(𝑇𝑛) ∗ 𝐸(𝑇𝑛+2) 

= 0.17358 −
5

12
∗

5

12
 

𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+𝑟) =
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+𝑟)

√𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛) ∗ 𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+𝑟)
 

: بفرص أن  تم تسفففففففجيل دخول الزبائض لتلعي خدمة ما خلال فترة زمنية معدارنا مثال
نصففففففففف سففففففففاعة في يوم معيض، يوضففففففففح الجدول التالي بيانات الزبائض مض السففففففففاعة 

09: :10وحتى الساعة  30 00: 

زمن مغااااادرة  نوع الزبون الزمن الزبائن
 الطابور

 مغادرة النظام

1 09: 30 1 09: 30 09: 32 

2 09: 31 1 09: 32 09: 34 

3 09: 32 2 09: 34 09: 37 

4 09: 35 1 09: 37 09: 39 

5 09: 36 2 09: 39 09: 42 

6 09: 40 2 09: 42 09: 45 

7 09: 43 2 09: 45 09: 48 

8 09: 45 1 09: 48 09: 50 

9 09: 50 2 09: 50 09: 53 

10 09: 52 1 09: 53 09: 55 
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𝜇1وبالتالي نجد أض  = 2 ، 𝜇2 = 3 ،𝜆 =
10

30
=

1

3
 

 1,1,2,1,2,2,2,1,2,1احتمالات الانتعال:              

 أي أض مصفوفة الانتعال:

(

1

4

3

4
3

5

2

5

) = (
0.25 0.75
0.6 0.4

) 

 𝜋1 =
𝑃21

𝑃12 + 𝑃21
=

3
5

3
4

+
3
5

= 0.44 

𝜋2 =
𝑃12

𝑃12 + 𝑃21
=

3
4

3
4

+
3
5

= 0.56 

𝜋 = (0.44      0.56) 

𝐸𝑇𝑛 = ∑ ∑
1

𝜇𝑖𝑗
 𝑃𝑖𝑗(𝑡)𝜋𝑖  

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

= (0.44      0.56) (

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
1
1

) = 0.4067 

𝐸𝑇𝑛
2 = ∑ ∑

2

𝜇2
𝑖𝑗

 𝑃𝑖𝑗(𝑡)𝜋𝑖  

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑖=1
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(0.44      0.56) (
0.25 (

2

4
) 0.75 (

2

4
)

0.6 (
2

9
) 0.4 (

2

9
)

) (
1
1

) = 0.344 

𝑉(𝑇𝑛) = 𝐸𝑇𝑛
2 − (𝐸𝑇𝑛)2 

= 0.344 − (0.4067)2 = 0.1786 

𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) = ∑
1

𝜇𝑖𝑗

𝑚

𝑖,𝑗,𝑘=1

 𝑃𝑖𝑗𝑃𝑗𝑘𝜋𝑖 

= (0.44      0.56) (

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
1
1

)

= 0.0825 

𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) = 𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) − 𝐸(𝑇𝑛) ∗ 𝐸(𝑇𝑛+1) 

𝐸(𝑇𝑛+𝑟) = 𝜋 𝑃𝑟−1 (
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗) 

𝐸(𝑇𝑛+1) = 𝜋 𝑃1−1 (
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗) 

= (0.44      0.56) (

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
1
1

) = 0.4067 

𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) = 0.0825 − 0.4067 ∗ 0.4067 = −0.0829 
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𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) =
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1)

√𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛) ∗ 𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+1)
 

𝐸(𝑇𝑛+𝑟
2 ) = 𝜋 𝑃𝑟−1 (

2

𝜇𝑖𝑗
2 𝑃𝑖𝑗) 

𝐸(𝑇𝑛+1
2 ) = 𝜋 𝑃1−1 (

2

𝜇𝑖𝑗
2 𝑃𝑖𝑗) 

= (0.44      0.56) (
0.25 (

2

4
) 0.75 (

2

4
)

0.6 (
2

9
) 0.4 (

2

9
)

) (1
1

) = 0.344 

𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+1) = 𝐸(𝑇𝑛+1
2 ) − (𝐸𝑇𝑛+1)2 

= 0.344 − (0.4067)2 = 0.1786  

𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1) = −
−0.0829

√0.1786 ∗ 0.1786
= −0.4642 

𝐸(𝑇𝑛+2) = 𝜋 𝑃2−1 (
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗) 

= (0.44      0.56) (
0.25 0.75
0.6 0.4

) (

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (1
1

)

= 0.4077 

𝐸(𝑇𝑛+2
2 ) = 𝜋 𝑃2−1 (

2

𝜇𝑖𝑗
2 𝑃𝑖𝑗) 
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= (0.44      0.56) (
0.25 0.75
0.6 0.4

) (
0.25 (

2

4
) 0.75 (

2

4
)

0.6 (
2

9
) 0.4 (

2

9
)

) (1
1

)

= 0.3461 
𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+2) = 𝐸(𝑇𝑛+2

2 ) − (𝐸𝑇𝑛+2)2 
0.3461 − (0.4077)2 = 0.18 

𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+2) = 𝜋 (
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗) ∗ 𝑃𝑟−1 ∗ (

1

𝜇𝑗𝑘
𝑃𝑗𝑘) 

= (0.44      0.56) (

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
0.25 0.75
0.6 0.4

) (

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (1
1

)

= 0.1433 
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+2) = 𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+2) − 𝐸(𝑇𝑛) ∗ 𝐸(𝑇𝑛+2) 

= 0.1433 − 0.4067 ∗ 0.4076 = −0.0225 

𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+2) =
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+2)

√𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛) ∗ 𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+2)
 

𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+2) = −
−0.0225

√0.1786 ∗ 0.18
= −0.123 

𝐸(𝑇𝑛+3) = 𝜋 𝑃3−1 (
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗) 
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= (0.44      0.56) (
0.25 0.75

0.6 0.4
)

2

(

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
1
1

)

= 0.4073 

𝐸(𝑇𝑛+3
2 ) = 𝜋 𝑃3−1 (

2

𝜇𝑖𝑗
2 𝑃𝑖𝑗) 

= (0.44      0.56) (
0.25 0.75

0.6 0.4
)

2

(
0.25 (

2

4
) 0.75 (

2

4
)

0.6 (
2

9
) 0.4 (

2

9
)

) (
1
1

)

= 0.3455 

𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+3) = 𝐸(𝑇𝑛+3
2 ) − (𝐸𝑇𝑛+3)2 

= 0.3455 − (0.4073)2 = 0.1796 

𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+3) = 𝜋 (
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗) ∗ 𝑃3−1 ∗ (

1

𝜇𝑗𝑘
𝑃𝑗𝑘) 

= (0.44      0.56) (

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
0.25 0.75

0.6 0.4
)

2

(

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
1
1

)

= 0.1654 

𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+3) = 𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+3) − 𝐸(𝑇𝑛) ∗ 𝐸(𝑇𝑛+3) 
= 0.1654 − (0.4067)(0.4073) = −2.4891 ∗ 10−4 
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𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+3) =
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+3)

√𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛) ∗ 𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+3)
 

𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+3) =
−2.4891 ∗ 10−4

√0.1786 ∗ 0.1796
= −1.3898 ∗ 10−3 

𝐸(𝑇𝑛+4) = 𝜋 𝑃4−1 (
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗) 

= (0.44      0.56) (
0.25 0.75

0.6 0.4
)

3

(

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
1
1

)

= 0.4073 

𝐸(𝑇𝑛+4
2 ) = 𝜋 𝑃4−1 (

2

𝜇𝑖𝑗
2 𝑃𝑖𝑗) 

= (0.44      0.56) (
0.25 0.75

0.6 0.4
)

3

(
0.25 (

2

4
) 0.75 (

2

4
)

0.6 (
2

9
) 0.4 (

2

9
)

) (
1
1

)

= 0.3457 
𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+4) = 𝐸(𝑇𝑛+4

2 ) − (𝐸𝑇𝑛+4)2 
= 0.3457 − (0.4073)2 = 0.1798 

𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+4) = 𝜋 (
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗) ∗ 𝑃4−1 ∗ (

1

𝜇𝑗𝑘
𝑃𝑗𝑘) 
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= (0.44      0.56) (

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
0.25 0.75

0.6 0.4
)

3

(

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
1
1

)

= 0.4066 
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+4) = 𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+4) − 𝐸(𝑇𝑛) ∗ 𝐸(𝑇𝑛+4) 

= 0.4066 − (0.4067)(0.4073) = 0.241 

𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+4) =
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+4)

√𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛) ∗ 𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+4)
 

𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+4) =
0.241

√0.1786 ∗ 0.1798
= 1.345 

𝐸(𝑇𝑛+5) = 𝜋 𝑃5−1 (
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗) 

= (0.44      0.56) (
0.25 0.75

0.6 0.4
)

4

(

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
1
1

)

= 0.4073 

𝐸(𝑇𝑛+5
2 ) = 𝜋 𝑃5−1 (

2

𝜇𝑖𝑗
2 𝑃𝑖𝑗) 
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= (0.44      0.56) (
0.25 0.75

0.6 0.4
)

4

(
0.25 (

2

4
) 0.75 (

2

4
)

0.6 (
2

9
) 0.4 (

2

9
)

) (
1
1

)

= 0.3456 
𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+5) = 𝐸(𝑇𝑛+5

2 ) − (𝐸𝑇𝑛+5)2 
= 0.3456 − (0.4073)2 = 0.1797 

𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+5) = 𝜋 (
1

𝜇𝑖𝑗
𝑃𝑖𝑗) ∗ 𝑃5−1 ∗ (

1

𝜇𝑗𝑘
𝑃𝑗𝑘) 

= (0.44      0.56) (

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
0.25 0.75

0.6 0.4
)

4

(

0.25

2

0.75

2
0.6

3

0.4

3

) (
1
1

)

= 0.1656 
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+5) = 𝐸(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+5) − 𝐸(𝑇𝑛) ∗ 𝐸(𝑇𝑛+5) 

= 0.1656 − (0.4067)(0.4073) = −4.891 ∗ 10−5 

𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+5) =
𝑐𝑜𝑣(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+5)

√𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛) ∗ 𝑣𝑎𝑟(𝑇𝑛+5)
 

𝜌(𝑇𝑛, 𝑇𝑛+5) =
−4.891 ∗ 10−5

√0.1786 ∗ 0.1797
= −2.7301 ∗ 10−4 
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 النتائق والتو يات:
 أنم النتائج التي تم التوصل إليعا والتوصيات:

 .𝑀/𝑀𝑅𝑃/1 إلى نظام الخدمة المعترح 𝑀/𝑀/1تعميم نظام الخدمة  -1
 باستخدام طوري تجديد ماركوف.نمذجة أزمنة التخديم  -2
( على دراسفففففففففففففففة نمففاذج تخففديم بمخففدم واحففد 𝑀/𝑀𝑅𝑃/1فعففاليففة النموذج المعترح ) -3

 وأزمنة تخديم مرتبطة. 
الصففففيد الرياضففففية لدالة التوزيع والتوقع الرياضففففي والتبايض والعزوم مض مراتب  اسففففتنتاج -4

 عليا لأزمنة تخديم تجديد ماركوف.
 خطوة.-rلمصفوفة انتعال بخطوة واحدة وبعد استنتاج الارتباطات بيض أزمنة التخديم  -5
  .على عدة أمإلة معترحة ذلك تطبي بيض نوعيض مض الزبائض و دراسة الارتباطات  -6
أنظمة تخديم بمخدم واحد وأكإر مض نوعيض مض على  النظام المعترحنوصففففففففففففي بتطبي   -7

 الزبائض.
يجاد معاييس -nنوصففي باسففتنتاج الصففيد الرياضففية المتعلعة باحتمالات وجود  -8 زبوض وا 

 الأداء المتعلعة بالنظام المعترح.

 

 

 

 

 

 

 



 ودراسة الارتباطات المتعلقة بها M/M/1توظيف طوريات تجديد ماركوف في نمذجة أزمنة نظام 

120 
 

 

 المراجا:
[1] Chen , J. , Li , Kim-Hung and Lam, Y., (2010), "Bayesian 

Computation for 

Geometric Process in Maintenance Problems". Mathematics and 

Computers in 

Simulation, 81,771-781. 

[2] cox, David (1970) , Renewal Theory London: Methuen & 

Co.P.142. 

[3] Howard  M. Taylor, Samuel Karlin, An Introduction to 

Stochastic Modeling 3, Statistical Consultant Onancock 

Virginia, Department of Mathematics Stanford University 

Stanford California, 1998, 1994, 1984 by Academic Press 

[4] N. Bacaer,(2011), A Short History of Mathematical Population 

Dynamics, 

Springer. 

[5] MEDHI.J, Stochastic Models in Queuing Theory (Second 

Edition),         science direct, 2003 

[6] PRABHU.N.U, Markov  Renewal And Markov-Additive 

Processes, School of operations research and Industrial 

Engineering College of Engineering Cornell University Ithaca, 

New York 14853-3801,October 1991.  

[7] Harry F.M, Gary C.M, Peter R.N, Semi-Markov Processes 

and Reliability, University Department of Mathematics and 

Statistics, 

 [8] A.Gut, 1995, An Intermediate Course in Probability, Springer 



 مجلة جامعة حمص                              سلسلة العلوم الأساسية          
  سعاد زرير   د.آية خانطوماني  د.هادية طهماز                 2025عام  5العدد  47المجلد 

121 

 

[9] M. Ross Sheldon, 2010, Introduction to Probability Models 

Tenth Edition, 

Elsevier. 

 

[10] Gallager, R. G., (1996), " Discrete stochastic processes ". 

springer 

science+business media, LLC, New York. 

[11] Lam, Y., (2007), ''The Geometric Process and its Applications''. 

World 

Scientic, Singapore. 

[12] Matloff, N., (2006), "Renewal Theory and some Applications". 

university 

of California, Davi. 

[13] Pyke, R.(1961a) Markov renewal processes: definitions and 

preliminary 

properties. Ann. Math. Statist., 32,1231-1242. 

[14] Howard M. Taylor, Samuel Karlin, An Introduction to 

Stochastic 

Modeling 3, Statistical Consultant Onancock Virginia, Department 

of 

Mathematics Stanford University Stanford California, 1998, 1994, 

1984 by 

Academic Press. 

[15] Franciszek.G,(2015), Semi Markov Processes:Application in 

System 

Reliability and Maintenance.Polish Naval University Gdyia, Poland 

Elsevier. 

[16] U.N.bhat .G.K.Miller, and S.S. Rao (1997), Statistical analysis 

of 

queueing systems, in J.H. Dshalalow, ed., Frontiers in Queueing, 

CRC Press, 

New York, Chapter 13,351-393. 



 ودراسة الارتباطات المتعلقة بها M/M/1توظيف طوريات تجديد ماركوف في نمذجة أزمنة نظام 

122 
 

[17] U.Narayan Bhat, (2008), An Introduction to Queueing Theory, 

Statistical 

Science & Operations Research , USA, Dallas, TX 75275-0332. 


