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 الخدمة نظام نمذجة أزمنة الوصول البينية في  
𝑮/𝑴/𝟏/∞ تجديد ماركوف طوري باستخدام 

 
 د. هادية طهماز* 

 الملخص
من الأنظمة الهامة في نظرية صفففففففففار  اذن ظار ال   ي ففففففففف  دم  ∞/𝑀/𝐺/1يعد النظام 

 عامل راحد، رال   يل حليل ر قييم أداء الأنظمة ال ي   عامل مع  دفقات العملاء عبر  ادم 
مع أزمنة   ديم م  قلة ب رزيع اح مالي عام، رقد يصادفنا درا ة حاذت   طلب ال عامل مع 
أزمنة   ديم عشرائية مر بطة كرن ه ه الأنظمة  قدم  دمات م  لاة ر  طلب أزمنة عشرائية 

 م  لاة، ربال الي ذبد من ا   دام أداة جديدة  عالج ه ا النرع من الحاذت.
ر لك باذع ماد  𝑀/𝐺/1 م في ه ا البحث  ر ففففففيع مااهيم رالأ ففففففا ففففففيات النظرية للنمر   

ه ا النمر   بطرر   جديد  رصفففففففففففففرلعلى طرريات  جديد ماركر ، من  لال  مثيل أزمنة 
باذع ماد على نهاية مصفففففارفة كيرنل شفففففب   𝑃ماركر ، كما  م ا ففففف ن ا  مصفففففارفة اذن قال 

ال    𝜋𝑛𝑖من ثم ا فففففففف ن ا  الصففففففففيمة الرياهففففففففية العامة للم ج  ماركر  للنظام المدررس، ر 
لكل نرع  𝜋0𝑖. رمن ثم ا  ن ا  الصيمة الرياهية لف iللنرع _ زبرن في النظام-nيمثل رجرد 
𝑖⊓ ع مففاد على  عري  الففدرال المرلففدةبففاذمن الزبففائن  (𝑍) رأ يراً  م منففاقشفففففففففففففففة الحففالففة .

الزبائن ر رهفففففففيئ الن ائج من  لال أمثلة  لنرعين منأ فففففففية  ينيةرصفففففففرل بال اصفففففففة لأزمنة 
هر  عميم لنظام  ∞/GMR/M/1ر طبيقات، ر م ال رصفففففففففففففل للى أن نظام ال دمة المق ر  

 مر بطة ري م ع ب راص ه ا النظام. رصرلكرن  ي عامل مع أزمنة  ∞/𝑀/𝐺/1ال دمة 
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ماركر ، -شب كيرنل  ،G/M/1نظام ال دمة ،  جديد ماركر طرر  لكلمات الما احية: ا

𝑖⊓الدرال المرلدة زمن المكرث، أزمنة الرصفففففففففففففرل البينية،  (𝑍) ، الم ج  اذح مالي𝜋𝑛𝑖 ،
 مقاييس الأداء.
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Modeling Interarrival times in G/M/1/∞ 
Queue Using Markov Renewal Process    

Dr. HadiaTohmaz* 

Abstract 
The G/M/1 queueing system is a fundamental model in queuing theory, 
used to analyze and evaluate the performance of systems that manage 
customer flows through a single server with interarrival times following a 
general probabilistic distribution. However, there are scenarios requiring the 
handling of correlated interarrival times, as these systems provide various 
services and need different random service times. Thus, a new tool is 
needed to address such cases. 

This study extends the concepts and theoretical foundations of the G/M/1 
model by Markov renewal theory. interarrival times in this model are 
represented using Markov renewal processes. The transition matrix P is 
derived from the endpoint of the semi-Markov kernel matrix of the studied 
system, leading to the general mathematical formula for the vector 
𝜋𝑛𝑖  which represents the number of customers in the system. 
Subsequently, the formula for 𝜋0𝑖  is derived using the definition of 
generating functions ⊓𝑖 (𝑍) .Special cases of exponential interarrival times 
for different customer types are discussed, with results illustrated through 
examples and applications. The study concludes that the proposed 
GMR/M/1 service system is a generalization of the G/M/1 system. 
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 المقدمة:

 ع بر أنظمة ال دمة من المجاذت الأ فففففففا فففففففية في نظرية الصفففففففار ، حيث    ففففففف  دم في 
 ففدفا العملاء،  فففففففففففففراء في  ففدمففات العملاء أر في  حليففل أداء الأنظمففة ال ي   عففامففل مع 

أحد النما   المهمة ال ي   عنى بدرا ففففة أنظمة  من G/M/1 نمر  يع بر بيئات ال صففففنيع. 
يمثل نرعًا من الأنظمة ال ي ي بع فيها رصفففففففففففففرل العملاء  رزيعًا عامًا، بينما  فهرال دمة، 

دفا رجرد  ادم راحد ي عامل مع  ي ا رض  فهر . ففيالأ رزيع ال في  لهاال دمة  أزمنة كرن 
الرصففففففرل العشففففففرائية على أداء النظام. يعد ه ا  أزمنةالعملاء، مما ي ففففففمئ بدرا ففففففة   ثير 

النمر   منا فففففففففففففبًا ل طبيقات م عددة مثل أنظمة الها  ، رأنظمة  دمة العملاء، رح ى في 
ر، رعدد المجاذت اللرج فففففففففففف ية. من  لال درا ففففففففففففة ه ا النظام، يمكن  حديد زمن اذن ظا

  ظهر  الرصفففففففففففففرل الم نرعففة على كاففاءة ال ففدمففة. أزمنففةالعملاء في النظففام، رمففدث  فف ثير 
ة حرل كياية قادر على  قديم رؤث قيم   G/M/1أن نمر    الم علقة به ا المجالالأبحاث 

 ح ففين الأداء رزيادة رهففا العملاء. كما ي م ا فف  دام ه ا النمر   ك  ففاس ل طرير نما   
 M/G/1. [1][2]ر G/G/1مثل  أكثر  عقيدًا،

قدر   لمررن   ر اً ل طبيقات في مجاذت م  لاة نظر لدي  العديد من ا G/M/1نظام ال دمة 
اذن ظار  أزمنةل قدير  G/M/1   ففففففففف  دم نما    على نم جة  فففففففففلرك صفففففففففار  اذن ظار.

 اذن ظار للعملاء في فررع البنرك، ر اصففة في أزمنةي  فف  دم في ح ففاب ، كما للم صففلين
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ب عند لركااان ظار  زمنا ففف  دام  ل حليل  أيهفففاً  ي مكن حاذت ال دمة ال ا ية أر ال زائن.
ي  فففففففف  دم في مراكز  دمة  ربشففففففففكل عام   ففففففففجيل الرصففففففففرل أر في نقاط ال ا ي  الأمنية.
 اذن ظار ر ح ففين لدارة الصففار . أزمنةالعملاء ل ح ففين  جارب العملاء من  لال  قليل 

اذن ظار راذزدحام في الشبكات، مثل  رادم الإن رنت أر  دمات  نةأزمي    دم في  حليل 
 هففففففففففى الطرار  أرمر ر لاذن ظا أزمنةلدارة  كما من  طبيقا   أيهففففففففففاً  .ةال ففففففففففحابيال  زين 

 [4][3]، رل  العديد من ال طبيقات الأ رث. العيادات ال ارجية

من  لال ، 𝐺/𝑀/1 نظام في  ر ففففيع المااهيم النظرية الأ ففففا ففففيةفي ه ا البحث،  ففففي م 
ارفة ، كما  م ا ففف ن ا  مصفففرفا طرر   جديد ماركر  الرصفففرل البينية اق را   مثيل أزمنة

. لكل نرع من الزبائن 𝜋0𝑖 ر 𝜋𝑛𝑖ا فففففف ن ا  الصففففففيل الرياهففففففية العامة للم ج  ر  𝑃اذن قال 
هفففيئ من الزبائن ر ر  لنرعينأ فففية  رصفففرل بينيةرأ يراً  م مناقشفففة الحالة ال اصفففة لأزمنة 

ية  رفير رؤث حرل كياالأنظمة ر  ح فففففففففففففين أداء بهد   الن ائج من  لال أمثلة ر طبيقات
 لدارة الطرابير بشكل أكثر فعالية.

 

  (Problem of the Research): مشكلة البحث

أدرات قيمة ال   ي ففففففففففف  دم  ال دمةمن الأنظمة الهامة في نظرية  𝐺/𝑀/1النظام  يع بر
، رال   ي عامل مة في مجمرعة م نرعة من المجاذتالية ركااءة أنظمة ال دل ح فففففففففففففين فع

م ف قلة ب رزيع اح مالي عام، رقد يصفادفنا درا فة حاذت   طلب ال عامل رصفرل مع أزمنة 
كرن ه ه الأنظمة  قدم  دمات م  لاة غير م فففففف قلة عشففففففرائية مر بطة  رصففففففرلمع أزمنة 

لي ذبد من ا فف  دام أداة جديدة  عالج ه ا النرع من ر  طلب أزمنة عشففرائية م  لاة، ربال ا
 الحاذت.

 :(Objectives of the Research) أهداف البحث
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 .باذع ماد على طرريات  جديد ماركر   G/M/1مااهيم النظرية للنمر   ال ر يع  -1
 .بطرر   جديد ماركر  G/M/1 نمر  في  الرصرل البينية مثيل أزمنة  -2
باذع ماد على نهاية مصفففففففارفة كيرنل شفففففففب  ماركر   Pال ا ففففففف ن ا  مصفففففففارفة اذن ق -3

 .للنظام المدررس
 .𝜋𝑛𝑖ا  ن ا  الصيمة الرياهية العامة للم ج   -4
باذع ماد على  عري  الدرال لكل نرع من الزبائن  𝜋0𝑖ا  ن ا  الصيمة الرياهية لففففففففففف  -5

𝑖⊓ المرلدة (𝑍) . 
الزبائن ر رهففيئ الن ائج من  لنرعين منأ ففية  رصففرلمناقشففة الحالة ال اصففة لأزمنة  -6

 . لال أمثلة ر طبيقات

 المفاهيم النظرية الأساسية:

 queueing system)): [5][4] أنظمة الخدمةأولًا: 

يا نا ال ي نصفففادفها في ح ع بر مشفففكلة اذن ظار في صفففار  اذن ظار من أكثر المشفففاكل 
إ ا ف  قديم ال دمة. مراكزل دمة للى ل  ي  ابع رصففففففففففففرل العناصففففففففففففر ال ي  ح ا  ا، اليرمية

كانت محطة ال دمة مشفففففففففمرلة فإن الزبائن  فففففففففيقارن أمامها في طابرر أر صففففففففف  ان ظار 
 م فففففففف رث مقبرل من ال دمةفالهد   شففففففففميل مراكز ال دمة في  بان ظار  قديم ال دمة لهم.

على يد الباحث ايرلنل عام ة نشففففففففف ت نظرية ال دم هفففففففففمن م ففففففففف رث معقرل من ال كالي .
من  1953رطررهففا كنففدال عففام ة، ل ررقففة بحثيففة عن نظريففة ال ففدمففحيففث قففدم أر  1909

 ل رقيم الطابرر. 𝐴/𝐵/𝐶 لال  قديم طريقة 

,𝐾1بارض أن الزبفففائن  𝐾2, للى نظفففام ال فففدمفففة في اللحظفففات العشفففففففففففففرائيفففة   صففففففففففففففففل  …
𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, 𝛼𝑛ربارض أن ،… = 𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1, ∀𝑛 ≥  منة الرصفففففففففففففرل البينيةأز  مثل  1

 دالة  رزيعها: رهي م ميرات عشرائية م  قلة.

𝐴(𝑋) = 𝑃(𝛼𝑛 < 𝑋). 



 لعلوم الأساسيةمجلة جامعة حمص                               سلسلة ا           
 د.هادية طهماز                            2025عام  7 العدد 47المجلد     

71 
 

 :ر رقعها

𝑎 = 𝐸(𝛼𝑛) = ∫ 𝑋𝑑𝐴(𝑋) < ∞

∞

0

 

عشرائية غير  البة رم  قلة رلها  رهي م ميرات ،𝐾𝑛الزبرن  خدمة ةزمنأ 𝛽𝑛 ربارض أن
 ها: رزيعدالة  ،ال رزيع نا  

𝐵(𝑋) = 𝑃(𝛽𝑛 < 𝑋). 

  رقع الرياهيب

𝑏 = 𝐸(𝛽𝑛) = ∫ 𝑋𝑑𝐵(𝑋) < ∞.

∞

0

 

بطول . حيث نقصففد 𝑋(𝑡)بال مير الزمني لطرل الطابرر  عند درا ففة أنظمة اذن ظار نه م
، هففف ا يعني ال ي ي م 𝑡عفففدد الطلبفففات المرجردة في نظفففام ال فففدمفففة في اللحظفففة  الطااابور

عملية عشفففففففففرائية مع زمن  (∞,𝑡∈𝐼=[0(𝑋(𝑡)) شفففففففففكل    ديمها رال ي في غرفة اذن ظار.
 م  مر

 𝑮/𝑴/𝟏/∞ [6][7]نظام الانتظار ثانياً: 

ب رقع رياهففففففففففففي  𝐴(𝑋) عام رزيع    بع في ه ا النمر   𝛼𝑛أزمنة الرصففففففففففففرل البينية لن 
 له ا النظام ل  ال رزيع الأ ي:  𝛽𝑛من  ، في حين  رزيع أزمنة ال دمة 

𝐵(𝑋) = 𝑃(𝛽𝑛 < 𝑋) = {
1 − 𝑒−𝜇𝑥 ,    𝑥 ≥ 0
0              ,      𝑥 < 0

 

  عنففففففدئفففففف  يكرن:  𝐾𝑛+1 مثففففففل طرل الطففففففابرر قبففففففل رصفففففففففففففرل الزبرن   𝑋𝑛بارض أن 

𝑋0 = 𝑋(0 −) 
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𝑋𝑛 = {
𝑋(𝑡𝑛 − 0)     ; ∀𝑛 ∈ 𝑁      

𝑋(0 −)         ;   𝑛 = 0     
 

، عنفدئف  𝛼𝑛ررن النظفام أثنفاء ف رة الرصفففففففففففففرل  مثفل عفدد الزبفائن الف ين يمفاد 𝑈𝑛ربارض 
 يمكننا أن نك ب:

𝑋𝑛 = {
𝑋𝑛−1 + 1 − 𝑈𝑛  ;  𝑋𝑛−1 + 1 > 𝑈𝑛
0                           ; 𝑋𝑛−1 + 1 ≤ 𝑈𝑛

 

 ع مد  𝑋𝑛م ميرات عشفففرائية م ففف قلة رأن  𝑈𝑛 لأنماركر    فففل فففلة مثل  𝑛≥0(𝑋𝑛) رأن
 درن اذع ماد على الماهي. 𝑋𝑛−1فقط على 

م  الية من الم حرذت العشرائية الحقيقية الم  قلة، رلها ال رزيع  𝑛∈𝑁(𝑈𝑛) شكل  مبرهنة:
 اذح مالي نا  :

𝛽𝑖 = 𝑃(𝑈𝑛 = 𝑖) = ∫ 𝑒−𝜇𝑋
(𝜇𝑡)𝑖

𝑖!
 𝑑𝐴(𝑡),    ∀𝑖 = 0,1,2, . .

∞

𝑡=0

 

 قال نجد:من أجل درال اذن 

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃(𝑋𝑛 = 𝑗|𝑋𝑛−1 = 𝑖) 

= {
𝑃(𝑈𝑛 ≥ 𝑖 + 1),                 𝑗 = 0, 𝑖 ≥ 0

𝑃(𝑈𝑛 = 𝑖 + 1 − 𝑗),            𝑖 ≥ 0, 𝑗 ≥ 1
 

=

{
 
 

 
 
1 −∑𝛽𝑘

𝑖

𝑘=0

             ; 𝑖 = 0, 𝑗 ≥ 0

𝛽𝑗−𝑖+1                       ;  𝑖 ≥ 1, 𝑗 ≥ 0

فيما عدا  لك                                    0

 

 :لها الشكل مصارفة اذن قال عندئ 
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𝑃 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑝0,0 𝛽0 0 0 0 . . .

𝑝1,0 𝛽1 𝛽0 0 0 . . .

𝑝2,0
𝑝3,0
𝑝4,0
.
.

𝛽2
𝛽3
𝛽4
.
.

𝛽1 𝛽0 0 . . .

𝛽2 𝛽1 𝛽0 . . .

𝛽3
.
.

𝛽2
.
.

𝛽1
.
.

.

.

.

. .

. .

. .]
 
 
 
 
 
 

 

 حيث:

𝑝𝑖,0 = 1 −∑𝛽𝑗

𝑖

𝑗=0

= ∑ 𝛽𝑗

∞

𝑗=𝑖+1

 

 :رفي ل ل لة ماركر  ممثلة بالشكل ال اليرالعرض المارك

 
 (Markov Renewal Processes):اً: طوريات تجديد ماركوف ثالث

ريات ال جديد الماركرفية  عميم لطرريات ال جديد   ميز ب ن  ففففففففل ففففففففلة الأزمنة لها  ع بر طر 
 لي ت م  قلة رم طابقة بال رزيع،  رزيعا ها  ع مد على حاذت  ل لة ماركر .

رطبقت  Pykeعلى يد الباحث  (1961)در ت طرريات ال جديد الماركرفية لأرل مرة عام 
 . [8] اصلا  الآليات رعلى م ائل 𝑀\𝐺\1على أنظمة ال دمة 

 [9]:(Markov Process) تعريف طوري ماركوف
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;𝑋(𝑡)}نقرل عن طرر  عشرائي  𝑡 ∈ 𝑡}  ، من أجل كل أن  يمثل طرر  ماركر𝑛 ∈

ℕ  ركل من𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛مع  𝑡0, 𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑛 ∈ 𝑇  رمن أجل
𝑦, 𝑥, 𝑥𝑛−2, … , 𝑥1, 𝑥0 ∈ ℝ، محققة ال الية العلاقة  كرن: 

𝑃(𝑋𝑡𝑛 = 𝑦 ∣ 𝑋𝑡𝑛−1 = 𝑥, 𝑋𝑡𝑛−2 = 𝑥𝑛−2, … , 𝑋𝑡1 = 𝑥1, 𝑋𝑡0 = 𝑥0)

= 𝑃(𝑋𝑡𝑛 = 𝑦 ∣ 𝑋𝑡𝑛−1 = 𝑥)
 

 .ماركر   دعى ه ه ال اصية ب اصية

 

 

 [10]:(Markov Renewal Process)طوري تجديد ماركوف 
,𝑋𝑛)بارض أن  𝑇𝑛)𝑛𝜖ℕ   ففففففففففففل ففففففففففففلة من الم ميرات العشففففففففففففرائية فيها 𝑋𝑛 ∈ 𝑆 ;  𝑆 =

{0,1,2, … ، عندئ  نقرل 𝑋𝑛أزمنة ال جديد للحاذت  𝑇𝑛 مثل حاذت ل فل فة ماركر  ر {
 ا ا  حقا الشرط ال الي: 𝑆عن ه ه ال ل ة أنها طرر   جديد ماركرفي باهاء حاذت 

𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑗, 𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛 ≤ 𝑡|𝑋0, … , 𝑋𝑛 = 𝑖; 𝑇0, … , 𝑇𝑛) 

= 𝑃(𝑋𝑛+1 = 𝑗, 𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛 ≤ 𝑡|𝑋𝑛 = 𝑖) = 𝑄𝑖𝑗(𝑡) 

,𝑖ر لك من أجل كل  𝑗𝜖 𝐸 , 𝑇0, … , 𝑇𝑛𝜖 ℝ+  

 ربال الي المصارفة ال الية:

𝑄 ≔ {𝑄𝑖𝑗(𝑡); 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸, , 𝑡𝜖 ℝ+} 

 .𝑆 على فهاء الحاذت rkov kernelMa-semi دعى بنراة شب  ماركر  
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 : 𝑮𝑴𝑹\𝑴\𝟏النظام المقترح رابعاً: 
ل  مث الرصفففففففففففففرل البينيةحيث نق ر  في  أن أزمنة  𝐺\𝑀\1يعد ه ا النظام  عميم للنظام 

 ي نرع ل  ال رزيع الأ  ل لة من أزمنة الرصرل لكل طرر   جديد ماركر  رأن  رزيع كل
ن  طيع أن نرصف   عندئ    .𝜇 أ ية بالر يط ال  ديمأزمنة أن  كما نا رض، 𝜆𝑖𝑗بالر يط 

 النظام الجديد كما يلي:
,𝜏1بارض أن  𝜏2, … , 𝜏𝑛  فففففففففففففل فففففففففففففلة من أزمنة الممادرة الم عاقبة للزبائن حيث 𝑛𝜖ℕ 
 𝜏𝑛𝜖ℝ

، 𝑋𝑛𝜖ℕحيث  𝐾𝑛+1الزبرن قبل رصفففففرل مثل طرل الطابرر  𝑋𝑛ربارض أن . +
𝛼𝑛𝜖ℝحيث  𝑛الزبرن  زمن رصففرل 𝛼𝑛ربارض أن 

 مثل نرع الزبرن  𝑍𝑛، ربارض أن +
,𝑍𝑛𝜖𝐸{1,2حيث  … ,𝑚} عندئ   الثلاثية ،(𝑋𝑛, 𝑍𝑛 , 𝛼𝑛 )   مثل طرر   جديد ماركر 

 حيث: 𝐾(𝑡)بكيرنل  
𝐾(𝑡) = 𝑃[𝑋𝑛 = 𝐾, 𝑍𝑛 = 𝑗, 𝜏𝑛 − 𝜏𝑛−1 ≤ 𝑡|𝑋𝑛−1 = 𝑙, 𝑍𝑛−1 = 𝑖] 

=

{
 
 

 
 
1 −∑∫ (1 − 𝑒−𝜆(𝑡−𝑥))

𝑒−𝜆𝑥(𝜆𝑥)𝑘

𝑘!
𝑑𝐴𝑖𝑗(𝑥)   ;  𝑙 = 0, 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 0

𝑡

0

𝑖

𝑘=0

 

∫
𝑒−𝜇𝑥(𝜇𝑥)𝑘−𝑙+1

(𝑘 − 𝑙 + 1)!
𝑑𝐴𝑖𝑗(𝑥)

𝑡

0

                                ;  𝑙 > 0, 𝑗 ≥ 1, 𝑖 ≥ 𝑗 − 1

 

 هي كيرنل طرر   جديد ماركر  لأزمنة ال دمة ر عطى بالعلاقة: 𝐵𝑖𝑗(𝑥)حيث 

𝐵𝑖𝑗(𝑥) = [𝐵𝑖𝑗(𝑡)]𝑖,𝑗𝜖𝐸 = [𝑃𝑖𝑗𝐹𝑖𝑗(𝑡)] = [𝑃𝑖𝑗  (1 − 𝑒
−𝜆𝑖𝑗𝑡)]𝑚∗𝑚 

,𝑋𝑛)الثلاثيففة رنلاحظ أن  𝑍𝑛 , 𝛼𝑛)  ففففففففففففف مر رالآ ر ا مأحففدهفف بثلاثففة أبعففادمعقففدة كرنهففا 
مناصفففففل مما يزيد الأمر  عقيداً ل لك لاهم ه ا النظام ن ففففف طيع أن نراقب  بعد ممادرة الزبرن 

 رب لك نكرن قد ب طنا رص  النظام. 𝑛رقم 

 مثل عدد الزبائن الجديدة ال ي  𝑈𝑛ربارض  𝑛طرل الطابرر بعد ممادرة الزبرن  𝑋𝑛لدينا 
 عندئ   ن  طيع أن نك ب: 𝑛برن  صل للى النظام أثناء  دمة الز 

𝑋𝑛 = {
𝑋𝑛−1 + 𝑈𝑛 − 1         ; 𝑋𝑛−1 > 0
𝑈𝑛                                           ; 𝑋𝑛−1 = 0
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رلنرمز  .على الأكثر 𝑋𝑛−1يع مفففد على  𝑋𝑛 مثفففل طرر  مفففاركر  كرن  (𝑋𝑛)عنفففدئففف   
 (1)، عندئ    صفففففففففففففبئ العلاقة 𝐺𝑘(𝑡)ر  𝐸𝑘(𝑡)ارفات من  لال المصففففففففففففف 𝐾(𝑡)لكيرنل

 بالشكل:

𝐾(𝑡) = {
𝐶𝑘(𝑡)                    ;  𝑙 = 0, 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 0       

𝐷𝑘(𝑡)                    ;  𝑙 > 0, 𝑗 ≥ 1, 𝑖 ≥ 𝑗 − 1
 

 بالشكل المصارفا ي ال الي: 𝐾(𝑡)عندئ   ن  طيع أن نك ب 

𝐾(𝑡) =

[
 
 
 
 
𝐶0(𝑡) 𝐷0(𝑡) 0              0 …

𝐶1(𝑡) 𝐷1(𝑡) 𝐷0(𝑡)       0 ⋯

𝐶2(𝑡)

𝐶3(𝑡)
⋮

𝐷2(𝑡)

𝐷3(𝑡)
⋮

𝐷1(𝑡)

𝐷2(𝑡)
⋮

𝐷0(𝑡)

𝐷1(𝑡)
⋮

⋯
⋯
⋯]
 
 
 
 

 

 على العلاقة:ن  طيع أن نجدها باذع ماد  𝑃مصارفة اذن قال ب طرة راحدة 

𝑃 = lim
𝑡→∞

𝐾(𝑡) 

  صبئ بالشكل: 𝑃ربال الي مصارفة اذن قال 

𝑃 =  𝐾(∞) =

[
 
 
 
 

1 − 𝐷0 𝐷0 0    0 …
1 − 𝐷0 − 𝐷1 𝐷1 𝐷0 0 ⋯

1 − 𝐷0 − 𝐷1 − 𝐷2
⋮
⋮

𝐷2
⋮
⋮

𝐷1
⋮
⋮

𝐷1
⋮
⋮

⋯
⋯
⋯]
 
 
 
 

 

𝐷𝑘   بحيث = ∫
𝑒𝜆𝑥(𝜆𝑥)𝑘

𝑘!
𝑑𝐴(𝑥)     

∞

0
  

𝐷𝑘أر  = ∫
𝑒−𝜇𝑥(𝜇𝑥)𝑘

𝑘!
[𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗𝑒

−𝜆𝑖𝑗𝑥]𝑑𝑥     
∞

0
 

 بشكل آ ر كما يلي: Pأر نك ب مصارفة اذن قال 
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𝑃 =

[
 
 
 
 
𝑝0,0 𝐷0 0    0 …

𝑝1,0 𝐷1 𝐷0 0 ⋯
𝑝2,0
⋮
⋮

𝐷2
⋮
⋮

𝐷1
⋮
⋮

𝐷1
⋮
⋮

⋯
⋯
⋯]
 
 
 
 

 

𝑝𝑖,0حيث أن = 1 − ∑ 𝐷𝑗
𝑖
𝑗=0 

,𝑋𝑛)يمثل ال رزيع الم  قر ل ل لة ماركر   𝜋ربارض أن  𝑍𝑛)   0بحيث ≤ 𝜋𝑘 ≤ 1 
; 𝐾 ∈ ℕ  رن  طيع ايجاد𝜋 :من  لال 

𝜋 K(∞) = π             ; π = (𝜋0, 𝜋1, 𝜋2, … , ) 

∑𝜋𝑗

∞

𝑗=1

= 1 

 ربال الي ين ج لدينا من المعادذت الأ يرة أن:

𝜋𝑛 = 𝜋𝑛−1𝐷0 + 𝜋𝑛𝐷1 + 𝜋𝑛+1𝐷2 +⋯      ; 𝑛 = 1,2, … 

⟹ 𝜋𝑛 =∑𝜋𝑘+𝑛−1𝐷𝑘      ; 𝑛 = 1,2, …

∞

𝑘=0

 

𝑛أجل  أما من =  :أيهاً الصيمة ال اليةين ج لدينا  0

𝜋0 = 𝜋0𝑝0,0 + 𝜋1𝑝1,0 + 𝜋2𝑝2,0 +⋯ 

⟹ 𝜋0 =∑𝜋𝑘𝑝𝑘,0

∞

𝑘=0

 

 رلنعر  ال رابع المرلدة اذح مالية ال الية:
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{
 
 

 
 ⊓𝑖 (𝑍) = ∑𝜋𝑛𝑖𝑍

𝑛

∞

𝑛=0

       ; 𝑖 = 1,2, … ,𝑚

𝑀𝑖(𝑍) = ∑𝐷𝑛𝑖𝑍
𝑛

∞

𝑛=0

       ; 𝑖 = 1,2, … ,𝑚

          (∗) 

𝜋𝑛رليكن لدينا  = ∑ 𝜋𝑘+𝑛−1𝐷𝑘      ; 𝑛 = 1,2, …∞
𝑘=0 

 رب عميم ه ه العلاقة ل شمل أكثر من نرع من الزبائن  صبئ بالشكل:

𝜋𝑛𝑖 =∑∑𝜋(𝑛−1+𝑘)𝑖𝐷(𝑘)𝑖𝑗

∞

𝑘=0

𝑚

𝑖=1

    ; 𝑗 = 1,2, … ,𝑚 

 ن ج لدينا مايلي:ي 𝑛رأ   المجمرع على  𝑍𝑛ربهرب طرفي العلاقة الأ يرة بف 

∑𝜋𝑛𝑖𝑍
𝑛

∞

𝑛=0

=∑∑∑𝜋(𝑛−1+𝑘)𝑖𝐷(𝑘)𝑖𝑗

∞

𝑘=0

𝑚

𝑖=1

∞

𝑛=0

 𝑍𝑛         ; 𝑗 = 1,2, … ,𝑚 

∑𝜋𝑛𝑖𝑍
𝑛

∞

𝑛=0

=∑∑∑𝜋(𝑛−1+𝑘)𝑖𝐷(𝑘)𝑖𝑗

∞

𝑘=0

𝑚

𝑖=1

∞

𝑛=0

 𝑍𝑛−1+𝑘 𝑍1−𝑘  

𝑛ربارض أن  − 1 + 𝑘 = ℓ : عندئ 

∑𝜋𝑛𝑖𝑍
𝑛

∞

𝑛=0

=∑∑ ∑ 𝜋(ℓ)𝑖𝐷(1−𝑛+ℓ)𝑖𝑗

∞

ℓ=𝑛−1

∞

𝑛=1

𝑚

𝑖=1

 𝑍ℓ 𝑍𝑛−ℓ 

⟹∑𝜋𝑛𝑖𝑍
𝑛

∞

𝑛=0

=∑∑ ∑ 𝜋(ℓ)𝑖𝐷(1−𝑛+ℓ)𝑖𝑗

∞

ℓ=𝑛−1

∞

𝑛=1

𝑚

𝑖=1

  𝑍𝑛 

  صبئ العلاقة الأ يرة بالشكل: (∗)علاقة رباذ  اادة من ال
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⊓𝑖 (𝑍) =∑𝜋0𝑖𝑀𝑖(𝑍)

𝑚

𝑖=1

+ 𝑍−1∑∑𝜋ℓ𝑖𝑍
ℓ

∞

ℓ=1

𝑚

𝑖=1

∗∑𝐷(𝑛+1−ℓ)𝑖𝑗

∞

𝑛=ℓ

𝑍𝑛+1−ℓ 

=∑𝜋0𝑖𝑀𝑖(𝑍)

𝑚

𝑖=1

+ 𝑍−1∑𝑀𝑖(𝑍)

𝑚

𝑖=1

(⊓𝑖 (𝑍) − 𝝅𝟎𝒊) 

 :لكنر 

𝐷𝑘 = ∫
𝑒−𝜇𝑥(𝜇𝑥)𝑘

𝑘!
𝑑𝐴(𝑥)

∞

0

 

⟹𝑀(𝑍) =∑𝑍𝑘
∞

𝑘=0

∫
𝑒−𝜇𝑥(𝜇𝑥)𝑘

𝑘!
[𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗𝑒

−𝜆𝑖𝑗𝑥]𝑑𝑥 
∞

0

= 𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗∫ 𝑒𝜇Ζ𝑥  𝑒−(𝜇+𝜆𝑖𝑗)𝑥𝑑𝑥

∞

0

= 𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗∫ 𝑒−(𝜇−𝜇Ζ+𝜆𝑖𝑗)𝑥𝑑𝑥

∞

0

=
𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗

𝜇 − 𝜇Ζ + 𝜆𝑖𝑗
 

⟹𝑀(1) =∑∫
𝑒−𝜇𝑥(𝜇𝑥)𝑘

𝑘!
𝑑𝐴(𝑥)

∞

0

∞

𝑘=0

=∑∫
𝑒𝜇𝑥(𝜇𝑥)𝑘

𝑘!
[𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗𝑒

−𝜆𝑖𝑗𝑥]𝑑𝑥 
∞

0

∞

𝑘=0

= 𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗∫∑
(𝜇𝑥)𝑘

𝑘!
𝑒−(𝜇+𝜆𝑖𝑗)𝑥𝑑𝑥

∞

𝑘=0

∞

0

= 𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗∫ 𝑒𝜇𝑥𝑒−(𝜇+𝜆𝑖𝑗)𝑥𝑑𝑥

∞

0

= 𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗∫ 𝑒−𝜆𝑖𝑗𝑥𝑑𝑥

∞

0

=
𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗

𝜆𝑖𝑗
= 𝑃𝑖𝑗 
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⟹ 𝑀́(𝑍) =
𝜇𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗

(𝜇 − 𝜇Ζ + 𝜆𝑖𝑗)
2 

 

⟹ 𝑀́(1) =
𝜇𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗

(𝜇 − 𝜇 + 𝜆𝑖𝑗)
2 
=
𝜇𝑃𝑖𝑗

𝜆𝑖𝑗
= 𝜌−1𝑃𝑖𝑗 

 :)متجه احتمالات أن يكون النظام المقترح فارغ بالنسبة لكل الأنواع( 𝝅𝟎𝒊استنتاج 

𝑍من أجل  = 𝑖⊓ صبئ العلاقة  1 (𝑍) :ال ابقة بالشكل 

⊓𝑖 (1) =∑𝑀𝑖(1)

𝑚

𝑖=1

⊓𝑖 (1) 

𝑀𝑖(1)رلكن  =
𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗

𝜇−𝜇+𝜆𝑖𝑗
= 𝑃𝑖𝑗 :ربال الي 

⊓𝑖 (1) =∑𝑃𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

⊓𝑖 (1) 

 بالشكل المصارفا ي ال الي: يمكن ك اب ها

⟹⊓ (1) =⊓ (1)P 
 أ  أن: 𝑃هر الم ج  اذح مالي الرحيد الم  قر للمصارفة  𝜂أن الم ج   ربارض

𝜂 = 𝜂𝑃        ; 𝜂 = (𝜂
1
, 𝜂
2
, … , 𝜂

𝑚
) 

⊓بالمطابقة بين العلاق ين الأ ير ين ين ج أن  (1) = 𝜂 

𝑖⊓الآن بالرجرع لعلاقة  (𝑍) :ن  طيع ك اب ها بالشكل 

⊓𝑖 (𝑍) ==∑𝜋0𝑖𝑀𝑖(𝑍)

𝑚

𝑖=1

+ 𝑍−1∑𝑀𝑖(𝑍)

𝑚

𝑖=1

(⊓𝑖 (𝑍) − 𝝅𝟎𝒊) 

  صبئ العلاقة الأ يرة بالشكل: i=1من أجل 
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⊓1 (𝑍) = 𝜋01𝑀1(𝑍) + 𝑍
−1 𝑀1(𝑍)(⊓1 (𝑍) − 𝝅𝟎 ) 

⊓1 (𝑍) =
𝜋0𝑀1(𝑍)(1 − 𝑍)

𝑀1(𝑍) − 𝑍
 

   :رلكن ا  ن جنا أن

lim
𝑍⟶1

⊓𝑖 (𝑍) = 𝜂 

𝑖⊓ ال على يربا   دام قاعدة أرب (𝑍) :يصبئ لدينا 

⊓𝑖 (𝑍) =
∑𝜋0𝑖𝑀́(𝑍)(1 − 𝑍) + ∑𝜋0𝑖𝑀(𝑍)(−1)

∑𝑀𝑖(𝑍)́ − 1
 

𝑍رب بديل كل  =   صبئ العلاقة الأ يرة بالشكل: نرع،-mرب عميم العلاقة على  1

⊓𝑖 (1) =
−∑ 𝜋0𝑖𝑀(1)

𝑚
𝑖=1

−(1 − ∑ 𝑀́𝑖(1)
𝑚
𝑖=1 )

 

𝜌−1𝑃𝑖𝑗رلكن  = 𝑀́𝑖(1)  ن نبففففففدل في العلاقففففففة الأ يرة كلًا م⊓𝑖 ر   𝐾(1)ر   (1)
𝐾́(1): 

𝜂 =
∑ 𝜋0𝑖𝑃𝑖𝑗
𝑚
𝑖=1

(∑ 𝜌𝑖
−1𝑃𝑖𝑗

𝑚
𝑖=1 − 1)

 

∑رلكن  𝜋0𝑖𝑃𝑖𝑗
𝑚
𝑖=1 = 𝜋0𝑖  ر∑ 𝜌𝑖

−1𝑃𝑖𝑗
𝑚
𝑖=1 = 𝜌𝑖

 ربال الي: 1−

𝜂𝑖 =
𝜋0𝑖

𝜌𝑖
−1 − 1

⟹    𝜋0𝑖 = 𝜂𝑖𝜌𝑖
−1(1 − 𝜌𝑖)      ; 𝜌𝑖 =

𝜆𝑖𝑗

𝜇 
< 1 

 Distribution of the sojourn time:[8][9] المكوثزمن توزيع 
 مرق  رلنرمز للزمن ال    ففي فف ،لنا رض أن الزبرن  ففيصففل للى النظام في حالة اذ فف قرار

.)𝐹𝑆ربففففففففففففففففففففففففففف  𝑆بالم حرل العشفففففففففففففرائي  )زمن المكرث( الزبرن في ال دمة دالة  رزيع   (
;𝐿𝑛}ربارض أناذح مفففاليفففة.  𝑛 ≥ عنفففد في النظفففام  المرجردين مثفففل عفففدد الزبفففائن   {0



 باستخدام طوري تجديد ماركوف ∞/𝑮/𝑴/𝟏نمذجة أزمنة الوصول البينية في  نظام الخدمة 

82 
 

زبرن في النظام، من الراهفففئ -nاح مال أن يجد الزبرن القادم  𝜋𝑛، ربارض n-الرصفففرل
زبرن أ  لحظة ممادرة زبرن ما هر نا فففففففف  عدد -nأن عدد الزبائن الم بقين عند رصففففففففرل 

ن ال ين رصفففففففففففففلرا  لال ف رة مكرث  في النظام )باع بار النظام في حالة ا ففففففففففففف قرار(، الزبائ
 رل لك  يكرن:

𝐿𝑛 = ∫
𝑒−𝜇𝑡(𝜇𝑡)𝑛

𝑛!
𝑑𝐴(𝑡)

∞

𝑡=0

 

 زمن ال دمة بال رزيع الأ ي: n+1عندئ  زمن المكرث هر مجمرع 

𝑆̃(𝑠) = 𝐸(𝑒−𝑠𝑆) = ∑𝜋𝑛

∞

𝑛=0

(
𝜇

𝜇 + 𝑠
)
𝑛+1

=∑(1 − σ)𝜎𝑛
∞

𝑛=0

(
𝜇

𝜇 + 𝑠
)
𝑛+1

= (
𝜇(1 − σ)

𝜇 + 𝑠
)∑(

𝜇𝜎

𝜇 + 𝑠
)
𝑛 

∞

𝑛=0

=
𝜇(1 − σ)

𝜇(1 − σ) + 𝑠
 

 :حيث

𝜎 =∑𝜎𝑖
∞

𝑖=0

∫
𝑒−𝜇𝑡(𝜇𝑡)𝑖

𝑖!
[𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗𝑒

−𝜆𝑖𝑗𝑡]𝑑𝑡
∞

𝑡=0

= ∫ 𝑒−(𝜇−𝜇𝜎)𝑡[𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗𝑒
−𝜆𝑖𝑗𝑡]𝑑𝑡

∞

𝑡=0

=
𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗

𝜇 − 𝜇𝜎 + 𝜆𝑖𝑗
 

 ربال الي أصبئ لدينا:

𝜎 =
𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗

𝜇 − 𝜇𝜎 + 𝜆𝑖𝑗
⟹ 𝜎(𝜇 − 𝜇𝜎 + 𝜆𝑖𝑗) = 𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗 

 .𝜎بحل المعادلة الأ يرة ن رصل للى قيمة 

 مقاييس الأداء للنموذج المقترح:
 :𝑾𝒔 النظامظار في متوسط زمن الانت -1

لن م ر فففففففط زمن المكرث أر م ر فففففففط زمن اذن ظار للنظام المق ر  باذع ماد على النظام 
G/M/1 :يح ب من العلاقة ال الية 
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𝑊𝑠 = 𝐸(𝑆) =∑𝐸(𝐿𝑎)
1

𝜇
+
1

𝜇

𝑚

𝑖=1

 

 رلكن:

𝐸(𝐿𝑎) = ∑𝑛𝜋𝑛

∞

𝑛=0

=∑𝑛

∞

𝑛=0

(1 − 𝜎)𝜎𝑛 =
𝜎

1 − 𝜎
 

 :𝑊𝑠ال الي نحصل على رب

𝑊𝑠 =∑
𝜎𝑖

(1 − 𝜎𝑖)𝜇

𝑚

𝑖=1

+
1

𝜇
=∑

1

(1 − 𝜎𝑖)𝜇

𝑚

𝑖=1

 

 :𝑾𝒒 الطابورمتوسط زمن الانتظار في  -2
 يكرن: 𝑊𝑞 الطابررم ر ط زمن اذن ظار في  لن

𝑊𝑞 =∑
𝜆𝑖𝑗

(1 − 𝜎𝑖)𝜇

𝑚

𝑖=1

=∑
𝜌𝑖𝑗

(1 − 𝜎𝑖)

𝑚

𝑖=1

 ;   𝑗 = 1,2, … ,𝑚 

 :𝑳𝒒في الطابور  عدد الزبائنمتوسط  -3
 كما يلي:باذع ماد على صيمة لي يل  𝐿𝑞ن  طيع ا  ن ا  كل من 

𝐿𝑞 =∑𝜆𝑖𝑗𝑊𝑞

𝑚

𝑖=1

=∑
𝜆𝑖𝑗𝜌𝑖𝑗

(1 − 𝜎𝑖)

𝑚

𝑖=1

 

=∑
𝜆2𝑖𝑗

(1 − 𝜎𝑖)𝜇

𝑚

𝑖=1

 

 :𝑳𝑺 النظامفي  لزبائنعدد امتوسط  -4
 باذع ماد على صيمة لي يل أيهاً يكرن م ر ط عدد الزبائن في النظام المق ر :
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𝐿𝑠 =∑𝜆𝑖𝑗𝑊𝑠

𝑚

𝑖=1

=∑
𝜆𝑖𝑗

(1 − 𝜎𝑖)𝜇

𝑚

𝑖=1

=∑
𝜌𝑖𝑗

(1 − 𝜎𝑖)

𝑚

𝑖=1

 

 

 

 : طبيقت

 لبات:نا رض أن لدينا  ادم ريب ي لقى نرعين من الط

بيانات  (: رهي طلبات ب ففففففففففففيطة للرصففففففففففففرل للىData Requests. طلبات البيانات )1
طلبات في  8، رأن معدل رصفففففففففففرل ه ا النرع من الطلبات معينة )مثل صفففففففففففاحات الريب(

 الدقيقة. 

ا أطرل Processing Requests. طلبفففات المعفففالجفففة )2 (: رهي طلبفففات   طلفففب رق فففً
 5، ربارض معدل رصرل الطلبات ناي  عمليات معقدة(الملاات أر   للمعالجة )مثل  حميل

 طلبات في الدقيقة.

 .ثراني 5رعين ي فففففففففففف مرا حرالي نصفففففففففففف  دقيقة أ  رأن معدل ال  ديم لكل طلب لكلا الن
عنفدمفا يصففففففففففففففل الطلفب للى ال فادم، ي م  حفديفد نرع الطلفب. يمكن أن   فدا ففل نلاحظ أنف  

ما يدل ، ممكن أن  صل في ناس الرقتلنرعين يالطلبات، مما يعني أن الطلبات من كلا ا
على أن معدذت الرصففرل مر بطة ببعهففها البعض رغير م فف قلة فزمن رصففرل كل طلب 

 رالمطلرب: م علا بزمن رصرل طلب آ ر ح ى ي م   ديمها.

نات البيا لكلا النرعين) الطلباتفارغاً لكل نرع من  الم دماح مال أن يكرن ح فففففففففففففاب  .1
 (: رالمعالجة

𝜇لدينا 𝜋0𝑖أ  نريد ح اب  = 12 ،𝜆1 = 8 ،𝜆2 =5 
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⟹ 𝜌1 =
𝜆1
𝜇 
=
8

12
= 0.67 < 1 

𝜌2 =
𝜆2
𝜇 
=
5

12
= 0.42 < 1 

 :𝑃ربارض مصارفة اذن قال 

𝑃 = (
0.3 0.7
0.6 0.4

) 

⟹ 𝜂 = (
0.7

0.7 + 0.6
       

0.6

0.7 + 0.6
) = (0.54      0.46) 

 ربا   دام العلاقة:

𝜋0𝑖 = 𝜂𝑖𝜌𝑖
−1(1 − 𝜌𝑖)  

𝑖 = 1 ⟹ 𝜋01 = 𝜂1𝜌1
−1(1 − 𝜌1) = 0.54(0.67−1)(1 − 0.67) = 0.27 

𝑖 = 2 ⟹ 𝜋02 = 𝜂2𝜌2
−1(1 − 𝜌2) = 0.46(0.42−1)(1 − 0.42) = 0.63 
⟹ 𝜋0𝑖 = (0.27     0.63 ) 

𝜋01 أ  أن اح مال أن يكرن النظام فارغ بالن بة للنرع الأرل هر = 0.27  

𝜋02راح مال أن يكرن النظام فارغ بالن بة للنرع الثاني هر  = 0.63 

 اح ب اح مال أن يكرن النظام مم لئ: .2

1 − 𝜋0𝑖 = 1 − (0.27     0.63) = (0.73     0.37) 

 اح ب اح مال أن يكرن هناك زبرن من النرع الأرل أر زبرن من النرع الثاني: .3

 ن   دم العلاقة ال الية: ،𝜋1𝑖أ  نريد ح اب 

𝜋0𝑗 =∑𝜋0𝑖𝐷0𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

+∑𝜋1𝑖𝐷0𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

    ;𝑚 = 2 



 باستخدام طوري تجديد ماركوف ∞/𝑮/𝑴/𝟏نمذجة أزمنة الوصول البينية في  نظام الخدمة 

86 
 

 ، لدينا𝐷0لنح ب أرذً 

𝐷𝑘 = ∫
𝑒−𝜇𝑥(𝜇𝑥)𝑘

𝑘!
[𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗𝑒

−𝜆𝑖𝑗𝑥]𝑑𝑥     
∞

0

 

⟹ 𝐷0 = ∫ 𝑒−𝜇𝑥[𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗𝑒
−𝜆𝑖𝑗𝑥]𝑑𝑥     

∞

0

 

= 𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗 (∫ 𝑒−(𝜆𝑖𝑗+𝜇 )𝑥𝑑𝑥

∞

0

) =
𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗

(𝜆𝑖𝑗 + 𝜇 )
 

⟹ 𝐷0𝑖𝑗 =

(

 
 

𝑃11𝜆11

μ+ 𝜆11

𝑃12𝜆12

μ+ 𝜆12
𝑃21𝜆21

μ+ 𝜆21

𝑃22𝜆22

μ+ 𝜆22)

 
 

= (

(0.3)(0.13)

0.20 + 0.13

(0.7)(0.13)

0.2 + 0.13
(0.6)(0.08)

0.2 + 0.08

(0.4)(0.08)

0.2 + 0.08

) 

⟹ 𝐷0𝑖𝑗 = (
𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗

(𝜆𝑖𝑗 + 𝜇 )
)

𝑚∗𝑚

= (
0.12 0.28
0.17 0.11

) 

 (:𝜋1𝑗 الي ين من  لال )نشكل المعادل ين ال 𝜋1𝑖رلإيجاد قيم الم ج  

𝑗 = 1 ⟹ 𝜋01 = 𝜋01𝐷011 + 𝜋02𝐷021 + 𝜋11𝐷011 + 𝜋12𝐷021 

𝑗 = 2 ⟹ 𝜋02 = 𝜋01𝐷012 + 𝜋02𝐷022 + 𝜋11𝐷012 + 𝜋12𝐷022 

{
0.27 = 0.27(0.12) + 0.63(0.17) + 𝜋11(0.12) + 𝜋12(0.17)

0.63 = 0.27(0.28) + 0.63(0.11) + 𝜋11(0.28) + 𝜋12(0.11)
 

{
0.1305 = 0.12𝜋11 + 0.17𝜋12
0.4851 = 0.28𝜋11 + 0.11𝜋12
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 بحل المعادل ين الأ ير ين حل مش رك ين ج لدينا:

⟹ 𝜋11 = 0.19    &     𝜋12 = 0.63 

⟹ 𝜋1𝑗 = (𝜋11        𝜋12) = (0.19   0.63) 

 المق ر : للنظام أرجد م ر ط زمني اذن ظار في الطابرر رفي النظام .4

 يحسب من خلال العلاقة التالية: 𝒘𝒒متوسط زمن الانتظار في الطابور إن 

𝑊𝑞 =∑
𝜌𝑖

(1 − 𝜎𝑖)

𝑚

𝑖=1

  

 من المعادلة ال الية: 𝜎𝑖نح ب 

𝜎𝑖(𝜇 − 𝜇𝜎𝑖 + 𝜆𝑖𝑗) = 𝑃𝑖𝑗𝜆𝑖𝑗 

 :i=1من أجل 

𝜎1(𝜇 − 𝜇𝜎1 + 𝜆1) = 𝑃11𝜆1 ⟹ 𝜎1(0.20 − 0.20𝜎1 + 0.13)
= 0.3 ∗ 0.13 

⟹ 0.20𝜎1
2 − 0.33𝜎1 + 0.039 = 0 

𝜎1بحل ه ه المعادلة نحصل على قيمة  =  (الأصمر المرجب )الج ر 0.128

 :i=2أما من أجل 

 𝜎2(𝜇 − 𝜇𝜎2 + 𝜆2) = 𝑃22𝜆2 ⟹ 𝜎2(0.20 − 0.20𝜎2 + 0.08) =
0.4 ∗ 0.08 

⟹ 0.20𝜎2
2 − 0.28𝜎2 + 0.032 = 0 

𝜎2بحل ه ه المعادلة نحصل على قيمة  (الصمر )الج ر المرجب  0.125=

 :ربال الي



 باستخدام طوري تجديد ماركوف ∞/𝑮/𝑴/𝟏نمذجة أزمنة الوصول البينية في  نظام الخدمة 

88 
 

𝑊𝑞 =∑
𝜌𝑖

(1 − 𝜎𝑖)

𝑚

𝑖=1

=
𝜌1

(1 − 𝜎1)
+

𝜌2
(1 − 𝜎2)

=
0.67

1 − 0.128
+

0.42

1 − 0.125
= 1.159 

 :𝑾𝑺متوسط زمن الانتظار في النظام 

𝑊𝑠 =∑
1

(1 − 𝜎𝑖)𝜇

𝑚

𝑖=1

 

= (
1

0.2
(

1

1 − 0.128
) +

1

0.2
(

1

1 − 0.125
)) = 11.44 

س لطلبففات على ناس ال ففادم. يعك، ي م ال عففامففل مع نرعين م  لاين من اال طبيافي هفف ا 
ا ملاحظة  ال حليل كي  يمكن أن  ؤثر الطلبات الم  لاة على أداء النظام. من المهم أيهففففً

جميع الطلبففات.  أزمنففة ان ظففارأن زيففادة حجم الطلبففات من نرع معين يمكن أن  ؤثر على 
 ادم ال ىيمكن أن ي ففففاعد ه ا النرع من ال حليل في  ح ففففين ا فففف را يجيات لدارة الحمل عل

 رهمان  قديم ال دمة بكااءة.

 النتائج والتوصيات:
 أهم الن ائج ال ي  م ال رصل لليها رال رصيات:

 .𝐺𝑀𝑅/𝑀/1 للى نظام ال دمة المق ر  𝐺/𝑀/1 عميم نظام ال دمة  -1
 للنمر   المق ر  با   دام طرر   جديد ماركر . الرصرل البينية مثيل أزمنة  -2
باذع ماد على نهاية مصفففففففارفة كيرنل شفففففففب  ماركر   P ا ففففففف ن ا  مصفففففففارفة اذن قال -3

 .للنظام المدررس
باذع ماد على  عري  الدرال  𝜋0𝑖ر 𝜋𝑛𝑖لكل منا ففففففففففففف ن ا  الصفففففففففففففيمة الرياهفففففففففففففية  -4

𝑖⊓المرلدة (𝑍). 
 ائج الزبائن ر رهيئ الن من لنرعينأ ية  رصرل بينيةمناقشة الحالة ال اصة لأزمنة  -5

 .في أنظمة الشبكات  طبيا من  لال
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 من نرعين من الزبائن.لأكثر  𝐺/𝑀/1أنظمة على  النظام المق ر نرصي ب طبيا  -6
 م دم.-nنرصي ب ر يع ماهرم البحث على أنظمة  ات  -7
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