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 الملخص
 

التي أساس جاكبسون لها لا في صف الحلقات تعد الحلقة المحلية, واحدة من أهم الحلقات 
قة المحلية تحت اسم الحلقة يساوي الصفر. لأجل ذلك درسنا في هذه الورقة العلمية تعميماً للحل

إما  Raإنها شبه محلية إذا كان لأجل كل عنصر Rشبه المحلية. حيث نقول عن حلقة ما
. وقد تبين لنا أن الشرط اللازم Rيكون قابلًا للقلب جزئياً في a1أو العنصر aالعنصر

 فقط. 1,0محلية هو أن تكون شبه محلية وعناصرها الجامدة هي Rوالكافي كي تكون الحلقة
 

وقد أوجدنا العديد من الشروط اللازمة والكافية لكي تكون الحلقة شبه محلية, نذكر منها 
لأجل  شبه محلية هو أن يكون Rالشرط اللازم والكافي كي تكون الحلقة على سبيل المثال, أن

)Ra)1أو aRإماRaكل عنصر   ,يحوي عنصراً جامداً مغايراً للصفر. إضافة لذلك
أو  aRإما Raلأجل كل عنصر يكون لية عندما وفقط عندما شبه مح Rتكون الحلقة

Ra)1(   يحوي عنصراً منتظماً مغايراً للصفر. كما أثبتنا أن الحلقة التي لا تحوي عناصر
نظيفة rنظيفة أوتكون شبه محلية عندما وفقط عندما تكون والواحد جامدة مغايرة للصفر 

نظيفة. وقد وجدنا أيضاً أن حلقة المصفوفات المربعة من أي مرتبة فوق حلقة شبه fأو
 محلية, تكون أيضاً شبه محلية. 

أخيراً, أثبتنا أن حلقة الإندومورفيزمات لمودول حر منتهي التوليد فوق حلقة شبه محلية 
 اً حلقة شبه محلية.تكون أيض
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Quasi-Local Rings 
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Abstract 

The local ring is conceder one of the most important rings in the 

class of rings which has a nonzero Jacobson  radical. For that we study 

in this scientific paper a generalization for the local ring, called a quasi-

local ring. Where we call a ring R  is a quasi-local ring if for every 

element Ra  either a  or a1  is a partially invertible element in R . 
 

We show that the necessary and sufficient condition to be that a 

ring R  is local if and only if R  is a quasi-local ring and it's idempotent 

elements are 1,0  only. We found many of necessary and sufficient 

conditions to be some ring, is quasi-local.  
 

We mention from, that the ring R  is quasi-local if and only if for 

every element Ra  either a  or a1  contains a nonzero idempotent 

element. In addition to that, we proved that the ring R  is quasi-local if 

and only if for every element Ra  either a  or a1  contains a 

nonzero regular element. 
 

Also, we obtain that if the ring R  does not contains a non-zero 

idempotent elements is quasi-local if and only if R  is a clean ring or 

r clean ring or f clean ring. We found that, the matrices ring from 

any order over a quasi-local ring is too quasi-local.  
 

Finally, we proved that the endomorphism ring of free finitely 

generated module over a quasi-local ring is quasi-local. 
 

Key Words: Idempotent element, Regular element, partially inver-tible 

element, Local and Quasi-local ring. 
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 المقااااااااااادماااااااااة 
تعد الحلقة التي تحوي مثالياً أعظمياً واحداً فقط والتي تسمى بالحلقة المحلية, واحدة من 

التي أساس جاكبسون لها لا يساوي الصفر. ينتج من هذا  في صف الحلقات أهم الحلقات
أو أن  Rإما أن يكون قابلًا للقلب في Rمن حلقة محلية aكل عنصر التعريف أن

 Rليةمن حلقة مح a, وبالتالي لأجل كل عنصرRيكون قابلًا للقلب في a1العنصر
RaRيحقق إما   أو أنRRa  وبالتالي فإن هذه الحلقة تحوي بداخلها نسخاً  ,)1(

 والصفر. Rكثيرة عنها. فضلًا عن ذلك إن هذه الحلقة لا تحوي حدوداً مباشرة تختلف عن
 

الورقة العلمية تعميماً للحلقة المحلية تحت اسم الحلقة شبه  لأجل ذلك درسنا في هذه
إما  Raإنها شبه محلية إذا كان لأجل كل عنصر Rالمحلية. حيث نقول عن حلقة ما

. وقد تبين لنا أن الشرط اللازم Rئياً فييكون قابلًا للقلب جز  a1أو العنصر aالعنصر
 فقط. 1,0محلية هو أن تكون شبه محلية وعناصرها الجامدة هي Rوالكافي كي تكون الحلقة

 

ذكر منها وقد أوجدنا العديد من الشروط اللازمة والكافية لكي تكون الحلقة شبه محلية, ن
لأجل  شبه محلية هو أن يكون Rعلى سبيل المثال, أن الشرط اللازم والكافي كي تكون الحلقة

)Ra)1أو aRإماRaكل عنصر  إضافة لذلك, . يحوي عنصراً جامداً مغايراً للصفر
أو  aRإما Raشبه محلية عندما وفقط عندما لأجل كل عنصر  Rتكون الحلقة

Ra)1(  .كما أثبتنا أن الحلقة التي لا تحوي عناصر  يحوي عنصراً منتظماً مغايراً للصفر
نظيفة rعندما وفقط عندما تكون نظيفة أو تكون شبه محليةوالواحد جامدة مغايرة للصفر 

أن حلقة المصفوفات المربعة من أي مرتبة فوق حلقة شبه أيضاً وجدنا  نظيفة. وقدfأو
  محلية, تكون أيضاً شبه محلية.

حلقة شبه محلية أخيراً, أثبتنا أن حلقة الإندومورفيزمات لمودول حر منتهي التوليد فوق 
 تكون أيضاً حلقة شبه محلية.
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 ث اااااااااااان البحاااادف مااااااااله
لما كانت الحلقة المحلية تحتل أهمية كبيرة في نظرية الحلقات والمودولات, نظراً لأنها 
تحتوي مثالياً أعظمياً واحداً فقط, حيث إنها تأتي في المرتبة الأولى في نظرية الحلقات, بين 

لقات التي أساس جاكبسون لها لا يساوي الصفر. ونظراً لهذه الأهمية درسنا في هذه الورقة الح
 العلمية تعميماً لهذه الحلقة تحت اسم الحلقات شبه المحلية. 

 

 ة اااااااااارجعياااااة المااااااااااادراساااااال – 1
 

والمرررودولات فررروق هرررذه  01ديرررة فيهررراالتررري سندرسرررها هررري حلقرررات واح Rجميرررل الحلقرررات
سرررنرمز لحلقرررة الإنررردومورفيزمات Rفررروق Mلأجرررل أي مرررودول .الحلقرررات هررري مرررودولات يمينيرررة

MEndS)(بالشكل Mللمودول R. 
 

  عنصر إنه منتظم, إذا وجد Raنقول عن العنصرحلقة.  Rتكنل  1-1حعرياااااااااااااف
Rb يحققabaa  نقول عن الحلقة, وR الحلقة من كل عنصر إنها منتظمة إذا كانR 

 [.4, ]منتظمهو عنصر 
 

eeإنه جامد إذا كان Reحلقة. نقول عن العنصر Rلتكن  2-1 حعرياااااااااااااف 2 ,
eReRإنه مركزي إذا كان Reونقول عن العنصر الجامد , [1.] 

  

قابل للقلب إنه  Raالمغاير للصفر حلقة. نقول عن العنصر Rلتكن  3-1 حعرياااااااااااااف
babbيحقق Rbمغاير للصفر عنصر , إذا وجدRجزئياً في ونقول عن الحلقة ,R 
 R[ ,5.]قابل للقلب جزئياً في Rمنتظمة إذا كان كل عنصر من إنها شبه

 

 a, إما Raإنها محلية إذا كان لأجل كل عنصر Rنقول عن الحلقة  4-1 حعرياااااااااااااف
 R[ ,8.]قابل للقلب في  a1أو

 

إنه نظيف إذا أمكن كتابته على  Rxحلقة. نقول عن العنصر Rلتكن  5-1 حعرياااااااااااااف
eaxالشكل  حيثRa عنصر قابل للقلب فيR وRe  عنصر جامد, ونقول عن
 [.3إنها نظيفة إذا كانت جميل عناصرها نظيفة, ] Rالحلقة
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نظيف إذا أمكن كتابته rإنه Rxحلقة. نقول عن العنصر Rلتكن  6-1حعرياااااااااااااف
eaxعلى الشكل حيثRaعنصر منتظم وRe  عنصر جامد, ونقول عن

 .[6]و [2نظيفة, ]rنظيفة إذا كانت جميل عناصرها rإنها Rالحلقة
 

 , إذا وجدRإنه كامل في Raحلقة. نقول عن العنصر Rلتكن  7-1 حعرياااااااااااااف
Rtsعنصرين , 1بحيثsat. ونقول عن العنصرRx إنهf نظيف إذا أمكن

eaxكتابته على الشكل  حيثRa عنصر كامل وRe ونقول عن  .عنصر جامد
 [.7ة, ]نظيفfنظيفة إذا كانت جميل عناصرهاfإنها Rالحلقة

 

 أمثاااالااااااااااة 
, منتظم مغاير للصفر, كامل, قابل ر, كل عنصر جامد مغاير للصفRفي أي حلقة – 1

 .Rللقلب, هو عنصر قابل للقلب جزئياً في الحلقة
8}7,6,5,4,3,2,1,0{في حلقة الأعداد الصحيحة – 2  Z ي الجمل بالنسبة لعمليت

 .8Zهي عناصر قابلة للقلب جزئياً في 7,5,3,1 , كل من8والضرب بالمقاس
 

 ة اااااااااااااة البحثياااااااااااادراسااااال
 ة ااااااالياااااااااااااه المحاااااااااااااا شباااااااالقاااااالح – 2

  1 -2فاااااااااااااحعري
 , إماRaإنها شبه محلية إذا كان لأجل كل عنصر Rحلقة. نقول عن الحلقة Rلتكن

a  أوRa1  في قابل للقلب جزئياً عنصرR. 
 

 ة ااااااااااااااااااالااااااااأمث
8}7,6,5,4,3,2,1,0{حلقة الأعداد الصحيحة – 1 Z  بالنسبة لعمليتي الجمل

 , عندئذ:8Zaهي حلقة شبه محلية. لأنه إذا كان 8والضرب بالمقاس 
11, عندئذ0aإذا كان -  a  8للقلب جزئياً فيعنصر قابلZ. 
عنصر قابل  aوبالتالي فإن  8Zعنصر قابل للقلب في a, عندئذ7,5,3,1aإذا كان -

 .8Zللقلب جزئياً في
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1211)28(7, عندئذ2aإذا كان -  a  ًعنصر قابل للقلب جزئيا
 .8Zفي
1411)48(5, عندئذ4aإذا كان -  a  ًعنصر قابل للقلب جزئيا

 .8Zفي
1611)68(3, عندئذ6aإذا كان -  a  ًعنصر قابل للقلب جزئيا

 .8Zفي
 شبه محلية. 8Zمما سبق نجد أن الحلقة

 

12}11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{حلقة الأعداد الصحيحة – 2 Z  بالنسبة لعمليتي
 , عندئذ:12Zaهي حلقة شبه محلية. لأنه إذا كان 12الجمل والضرب بالمقاس 

11, عندئذ0aإذا كان -  a 12عنصر قابل للقلب جزئياً فيZ. 
عنصر قابل  aليوبالتا 12Zعنصر قابل للقلب في a, عندئذ11,7,5,1aإذا كان -

 .12Zللقلب جزئياً في
عنصر قابل للقلب جزئياً  aوبالتالي فإن 12Zعنصر جامد في a, عندئذ9,4aإذا كان -

 .12Zفي
1211)212(11, عندئذ2aإذا كان -  a  ًعنصر قابل للقلب جزئيا

 .12Zفي
1611)612(7, عندئذ6aإذا كان -  a  ًعنصر قابل للقلب جزئيا

 .12Zفي
1811)812(5, عندئذ8aإذا كان -  a  ًعنصر قابل للقلب جزئيا

 .12Zفي
3333, ولما كان3aإذا كان -   نجد أنa 12عنصر قابل للقلب جزئياً فيZ. 
44104, ولما كان10aإذا كان -   نجد أنa 12عنصر قابل للقلب جزئياً فيZ. 

 شبه محلية. 12Zمما سبق نجد أن الحلقة
  2-2حمهيديااااااااااااااة 

 تية متكافئة:الشروط الآ R لأجل أي حلقة



 مجلة جامعة حمص                               سلسلة العلوم الأساسية           
 مزة حاكميمريم حاكمي    د.إيمان الخوجة     د.ح                2025عام  8العدد  47لمجلد ا    

71 

 

 شبه محلية. R الحلقة – 1
)Ra)1أو aR, إماRaكللأجل  – 2   للصفر. اً مغاير  اً جامد اً يحوي عنصر 
)1(أو Ra, إماRaكللأجل  – 3 aR   للصفر. اً مغاير  اً جامد اً يحوي عنصر 
)1(أو aR, إماRaلأجل كل – 4 aR  .يحوي عنصراً جامداً مغايراً للصفر 
)Ra)1أو Ra, إماRaلأجل كل – 5  .يحوي عنصراً جامداً مغايراً للصفر 

 ان ااااااااااااااااااااالبره
(1)(2.) لنفرض أن الحلقةR شبه محلية وليكنRa,  حسب التعريف إما عندئذa 

 وهنا نميز حالتين: .Rابل للقلب جزئياً فيعنصر ق a1أو
, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر Rللقلب جزئياً في قابلاً  Raإذا كان العنصر -
Rb بحيث إنbabb  ومنه فإنaRab عنصر جامد مغاير للصفر فيR. 
, عندئذ يوجد عنصر مغاير Rللقلب جزئياً في قابلاً  Ra1إذا كان العنصر -

daddبحيث إن Rdللصفر )1( , ومنه فإنRada )1()1(   عنصر جامد
 .Rمغاير للصفر في

(2)(1.) ليكن Raعندئذ حسب الفرض إما , aR أو Ra)1(   يحوي عنصر 
 وهنا نميز حالتين: .Reجامد مغاير للصفر

axeبحيث إن ,Rx, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفرaReإذا كان - لنضل . 
xaxb  ,فنجد أنRb وأن: ,عنصر مغاير للصفر 

bxaxxaxaxaxbab  )()( 
 .Rقابل للقلب جزئياً في Raوهذا يبين أن العنصر

Raeإذا كان - )1( عندئذ يوجد عنصر ,Ry0, بحيث إنyae )1(  لنضل .
yayd )1( , فنجد أنRd وأن:, عنصر مغاير للصفر 

dyayyayayaydad  )1()1()1()1()1( 
  شبه محلية. Rالحلقة , ومنهRقابل للقلب جزئياً في Ra1وهذا يبين أن العنصر

 (2.)(1( يبرهن بطريقة مشابهة للتكافؤ)3)(1التكافؤ)
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(1)(4.) لنفرض أن الحلقةR شبه محلية وليكنRa عندئذ حسب التعريف إما ,a 
 وهنا نميز حالتين: .Rعنصر قابل للقلب جزئياً في a1أو
, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر Rللقلب جزئياً في قابلاً  Raإذا كان العنصر -
Rb بحيث إنbabb , ومنه فإنaRab عنصر جامد مغاير للصفر فيR. 
, عندئذ يوجد عنصر مغاير Rللقلب جزئياً في قابلاً  Ra1إذا كان العنصر -

daddبحيث إن Rdللصفر )1( , 1()1(ومنه فإن( aRad   عنصر جامد
 .Rمغاير للصفر في

(4)(1.) ليكنRaعندئذ حسب الفرض إما ,aR 1(أو( aR   عنصراً جامداً يحوي
 وهنا نميز حالتين: .Reللصفر مغايراً 

axeبحيث إن Rx, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفرaReإذا كان -  لنضل .
xaxb  فنجد أنRb وأن: ,عنصر مغاير للصفر 

bxaxxaxaxaxbab  )()( 
 .Rقابل للقلب جزئياً في Raوهذا يبين أن العنصر

)1(إذا كان - aRe عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر ,Ry  بحيث إن
)1( aye  لنضل .yayd )1(  فنجد أنRd وأن: ,عنصر مغاير للصفر 

dyayyayayaydad  )1()1()1()1()1( 
  .Rجزئياً فيقابل للقلب  Ra1وهذا يبين أن العنصر

 شبه محلية. Rنجد أن الحلقةمما سبق 
 (4.)(1( يبرهن بطريقة مشابهة للتكافؤ)5)(1التكافؤ)

 

 .3-2 اااااااااةاااااااامبرهن
 روط الآتية متكافئة:الش R لأجل أي حلقة

 شبه محلية. Rالحلقة - 1
)Ra)1أو aR, إماRaلأجل كل – 2  .يحوي عنصراً منتظماً مغايراً للصفر 
)1(أو Ra, إماRaلأجل كل – 3 aR  .يحوي عنصراً منتظماً مغايراً للصفر 
)1(أو aR, إماRaلأجل كل – 4 aR  .يحوي عنصراً منتظماً مغايراً للصفر 
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)Ra)1أو Ra, إماRaلأجل كل – 5  .يحوي عنصراً منتظماً مغايراً للصفر 
 ان ااااااااااااااااااااالبره

(1)(2لنفرض أن الحلقة .)R شبه محلية وليكنRa ( 2-2) التمهيدية, عندئذ حسب
)Ra)1أو aRإما   للصفر في عنصراً جامداً مغايراً يحويR ولما كان كل عنصر جامد .
)Ra)1أو aRإما هو عنصر منتظم نجد أنه Rفي   للصفر  عنصراً منتظماً مغايراً يحوي
 .Rفي
(2)(1ليكن .)Raعندئذ حسب الفرض إما ,aR أوRa)1(   عنصراً منتظماً يحوي

Rb  ًللصفر في مغايراRلما كان العنصر .Rb اً فإنه يوجد عنصر مغاير منتظم
bcbbبحيث إن Rcللصفر . :وهنا نميز حالتين 

axbبحيث إن Rx, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفرaRbإذا كان - ,  ومنه نجد
aRaxcbcأن   أنوRbc عنصر جامد مغاير للصفر فيR. 
Rabإذا كان - )1( عندئذ يوجد عنصر ,Ry0 بحيث إنyab )1( ,  ومنه

Raycabcنجد أن )1()1( , وأنRbc ير للصفر فيعنصر جامد مغاR مما .
  شبه محلية. Rالحلقة ( نجد أن2-2) التمهيديةسبق وحسب 

 (2.)(1( يبرهن بطريقة مشابهة للتكافؤ)3)(1) التكافؤ
(1)(4لنفرض أن الحلقة .)R شبه محلية وليكنRa ( 2-2) التمهيدية, عندئذ حسب

)1(أو aRإما aR   للصفر في عنصراً جامداً مغايراً يحويR ولما كان كل عنصر جامد .
)1(أو aRإما صر منتظم نجد أنهعنهو  Rفي aR   للصفر  عنصراً منتظماً مغايراً يحوي
 .Rفي
(4)(1ليكن .)Raعندئذ حسب الفرض إما ,aR 1(أو( aR   عنصراً منتظماً يحوي

Rb  ًللصفر في مغايراRلما كان العنصر .Rb  منتظماً فإنه يوجد عنصر مغاير
bcbbبحيث إن Rcللصفر . :وهنا نميز حالتين 

axbبحيث إن Rx, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفرaRbإذا كان - ,  ومنه نجد
aRaxcbcأن , وأنRbc عنصر جامد مغاير للصفر فيR. 
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)1(إذا كان - aRb ر, عندئذ يوجد عنصRy0 1(بحيث إن( ayb ,  ومنه
)1()1(نجد أن aRacycb , وأنRcb عنصر جامد مغاير للصفر فيR . 

  شبه محلية. Rالحلقة ( نجد أن2-2) التمهيديةمما سبق وحسب 
 (4.)(1( يبرهن بطريقة مشابهة للتكافؤ)5)(1)التكافؤ 

 

  4-2حمهيديااااااااااااااة 
 . القضيتان الآتيتان صحيحتان:Rفي عنصراً جامداً  Re0حلقة و Rلتكن

شبه  eRمركزي, عندئذ تكون الحلقة Reشبه محلية وأن العنصر Rلحلقةإذا كانت ا – 1
 محلية.

 شبه محلية. Rشبه محلية, عندئذ تكون الحلقة eeRإذا كانت الحلقة – 2
 ان ااااااااااااااااااااالبره

, لما eRaمركزي. ليكن Reشبه محلية وأن العنصر Rلنفرض أن الحلقة – 1
وهنا  .Rاً فيعنصر قابل للقلب جزئي a1أو aإما  حسب الفرض , عندئذRaكان

 نميز حالتين:
 Rb, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر Rللقلب جزئياً في قابلاً  aإذا كان العنصر -

babbبحيث إن , ومنه)()( ebaebeb ذلك, إن . فضلًا عنeReb  عنصر مغاير
 .eRقابل للقلب جزئياً في aالعنصر للصفر, وهذا يبين أن

, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر Rللقلب جزئياً في قابلاً  a1إذا كان العنصر -
Rd بحيث إنdadd )1( , ومنه فإن))()(( edaeeded  . 

aeالعنصر أنلنا عنصر مغاير للصفر, وهذا يبين  eRedإنفضلًا عن ذلك,    قابل
 . eRللقلب جزئياً في الحلقة

 شبه محلية. eRأن الحلقة مما سبق نجد
, ومنه eeReae, عندئذ فإنRaشبه محلية وليكن eeRلنفرض أن الحلقة – 2
 وهنا نميز حالتين: .eeRعنصر قابل للقلب جزئياً في الحلقة eaeeأو  eaeإما
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, عندئذ يوجد عنصر مغاير eeRللقلب جزئياً في الحلقة قابلاً  eaeإذا كان العنصر -
beaebbبحيث إن eeRbللصفر )(, ومنه فإنbabb  عن ذلك, إن . فضلًا

Rb العنصر عنصر مغاير للصفر, وهذا يبين أنa قابل للقلب جزئياً فيR. 
 , عندئذ يوجد عنصر مغايرeeRللقلب جزئياً في الحلقة قابلاً  eaeeإذا كان العنصر -

deaeeddبحيث eeRdللصفر )( , ومنه فإنdadd )1(  . 
قابل للقلب  a1العنصر وهذا يبين أن عنصر مغاير للصفر, Rdفضلًا عن ذلك إن

 . Rجزئياً في
 شبه محلية. Rحلقةمما سبق نجد أن ال

 

 ( يمكننا صياغة النتيجة الآتية:4-2اعتماداً على التمهيدية )
 

 .5-2 ةاااااااااااااااانحيج
 عنصر جامد مركزي. الشرطان الآتيان متكافئان: Re0حلقة و Rلتكن

 شبه محلية. Rالحلقة - 1
 شبه محلية. eeRالحلقة - 2

 

 .6-2 اااااااااةاااااااامبرهن
 الشرطان الآتيان متكافئان: Rلأجل أي حلقة

 محلية. Rالحلقة - 1
 فقط. 1,0يشبه محلية وعناصرها الجامدة ه Rالحلقة - 2

 ان ااااااااااااااااااااالبره
(1)(2.) لنفرض أن الحلقةR محلية وليكنRe  ًعندئذ حسب التعريف عنصراً جامدا ,

 .Rعنصر قابل للقلب في e1أو eإما 
ومنه  ,1ebبحيث إن Rb, عندئذ يوجد عنصرRللقلب في قابلاً  eإذا كان العنصر -

)(1فإن  ebebee. 
بحيث إن  Rd, عندئذ يوجد عنصرRللقلب في قابلاً  e1إذا كان العنصر -
1)1(  ed 1()(0ومنه فإن(  eedeede وهذا يبين أن العناصر الجامدة ,

 فقط. 1,0هي Rفي
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عنصر قابل للقلب  a1أو aإما  حسب الفرضب, عندئذ Raأياً يكن بالإضافة لذلك,
 وهنا نميز حالتين: .Rفي
RaR, عندئذRللقلب في قابلاً  aإذا كان العنصر -   يحوي عنصراً جامداً مغايراً للصفر

 .Rفي
RRa, عندئذRللقلب في قابلاً  a1إذا كان العنصر -  يحوي عنصراً جامداً  )1(

 . Rمغايراً للصفر في
 فقط. 1,0حلقة شبه محلية وعناصرها الجامدةRنجد أن مما سبق

(2)(1لنفرض أن .) الحلقةR فقط. ليكن  1,0شبه محلية وعناصرها الجامدة هي
Raإما  ب الفرض, عندئذ حسa أوa1 عنصر قابل للقلب جزئياً فيR. 
 Rb, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر Rللقلب جزئياً في قابلاً  aإذا كان العنصر -

babbبحيث ومنه كل من ,ab وba عنصر جامد مغاير للصفر فيR,  
1وحسب الفرض نجد أن  abba أن العنصريبين , وهذاa قابل للقلب فيR. 

, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر Rللقلب جزئياً في قابلاً  a1إذا كان العنصر -
Rd بحيثdadd )1( ومنه كل من ,da)1(  1(و( ad   عنصر جامد مغاير

)1()1(1وحسب الفرض نجد أن ,Rللصفر في  daad وهذا يبين أن ,
 . Rقابل للقلب في a1العنصر

 محلية. Rالحلقة مما سبق نجد أن
 

 ( يمكننا صياغة النتيجة الآتية:6-2اعتماداً على المبرهنة )
 

  7-2 نحيجاااااااااااااااة
MEndS)(و Rمودولًا غير قابل للتحليل فوق حلقة Mليكن R عندئذ الشرط اللازم .

 ية.شبه محل Sمحلية هو أن تكون الحلقة Sوالكافي كي تكون الحلقة
 

 .8-2 اااااااااةاااااااامبرهن
 فقط. عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان: 1,0حلقة عناصرها الجامدة هي R لتكن

 نظيفة. Rالحلقة  – 1
 شبه محلية. Rالحلقة  – 2
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 ان ااااااااااااااااااااالبره
(1)(2.) لنفرض أن الحلقةRنظيفة وليكنRxعندئذ ,eax  حيثRa 

 0e. وحسب الفرض إما Rعنصر جامد في Reوأن Rعنصر قابل للقلب في
 .1eأو
ax, عندئذ0eإذا كان -  عنصر قابل للقلب فيR,  العنصر منه فإنوx  قابل للقلب

 .Rجزئياً في
1, عندئذ 1eإذا كان - xaعنصر قابل للقلب فيR, 1العنصر ومنه فإنx  قابل

 . Rلب جزئياً فيقابل للق x1وبالتالي العنصر ,Rللقلب جزئياً في
 شبه محلية. Rمما سبق نجد أن الحلقة

(2)(1لنفرض أن .) الحلقةR شبه محلية وليكنRaإما  , عندئذ حسب الفرضa 
 وهنا نميز حالتين: .Rعنصر قابل للقلب جزئياً في a1أو
 Rb, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر Rللقلب جزئياً في قابلاً  aإذا كان العنصر -

babbبحيث إن , ومنه كل منab وba  عنصر جامد مغاير للصفر فيR وحسب ,
1الفرض baab, وهذا يبين أن العنصرa قابل للقلب فيR0, ولما كان aa  نجد

 نظيف. aأن العنصر
للقلب  قابلاً  1aالعنصر يكون, عندئذ Rللقلب جزئياً في قابلاً  a1إذا كان العنصر -

daddبحيث Rd, ومنه يوجد عنصر مغاير للصفرRجزئياً في )1(  ومنه كل ,
daمن )1(  1(و( ad عنصر جامد مغاير للصفر فيR وحسب الفرض نجد ,
)1()1(1أن  adda1, وهذا يبين أن العنصرa قابل للقلب فيR ولما ,

)1(1كان  aa نجد أن العنصرa  .نظيف 
  نظيفة. Rالحلقة تكونمما سبق 

 

 .9-2 اااااااااةاااااااامبرهن
 عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان:فقط.  1,0حلقة عناصرها الجامدة هي R لتكن

 شبه محلية. Rالحلقة  – 1
 نظيفة.fهي Rالحلقة  – 2
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 ان ااااااااااااااااااااالبره
(1)(2لنفرض أن .) الحلقةR يكنشبه محلية ولRaإما  , عندئذ حسب الفرضa 

 وهنا نميز حالتين: .Rعنصر قابل للقلب جزئياً في a1أو
 Rbئذ يوجد عنصر مغاير للصفر , عندRللقلب جزئياً في قابلاً  aإذا كان العنصر -

babbبحيث إن  ومنه فإن ,ab عنصر جامد مغاير للصفر فيR وحسب ,
0كامل, ولما كان aوهذا يبين أن العنصر ,1abالفرض aa  نجد أن العنصرa 

 نظيف.fهو
قابل للقلب  1aالعنصر فإن, عندئذ Rللقلب جزئياً في قابلاً  a1إذا كان العنصر -

daddبحيث إن Rd, ومنه يوجد عنصر مغاير للصفرRجزئياً في )1(  ومنه ,
daفإن )1(  عنصر جامد مغاير للصفر فيR1(1أن  , وحسب الفرض نجد(  da, 

)1(1, ولما كان Rكامل في 1aوهذا يبين أن العنصر  aa نجد أن العنصرa 
 نظيف. fهو

 نظيفة.fهي  Rمما سبق نجد أن الحلقة
(2)(1.) لقةلنفرض أن الحR هيfنظيفة وليكنRaعندئذ ,exa  

 0e, وحسب الفرض إماRعنصر جامد في Reعنصر كامل وأن Rxحيث
 .1eأو
xa, عندئذ0eإذا كان -  وبالتالي يوجد ,عنصر كاملRts , 1بحيثsat,  ومنه

tstsatsنجد أن )()( وRts ن العنصرعنصر مغاير للصفر, وهذا يبين أ a  قابل
 .Rللقلب جزئياً في

1, عندئذ 1eإذا كان - xa1, ومنه فإن ax 1وبالتاليa  ,عنصر كامل
قابل للقلب  a1وبالتالي العنصر ,Rقابل للقلب جزئياً في 1aنجد أن العنصر منهو 

 . Rجزئياً في
 .شبه محلية Rمما سبق نجد أن الحلقة

 

 .10-2 اااااااااةاااااااامبرهن
 فقط. عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان: 1,0ناصرها الجامدة هيحلقة ع R لتكن
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 شبه محلية. Rالحلقة  – 1
 نظيفة.rهي Rالحلقة  – 2

  ان ااااااااااااااااااااالبره
(1)(2 لنفر .)الحلقة ض أنR شبه محلية وليكنRaإما  , عندئذ حسب الفرضa 

 وهنا نميز حالتين: .Rعنصر قابل للقلب جزئياً في a1أو
 Rb , عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفرRللقلب جزئياً في لاً قاب aإذا كان العنصر -

babbبحيث إن ومنه فإن ,ab عنصر جامد مغاير للصفر فيR وحسب ,
abaaومنه 1abالفرض , وهذا يبين أن العنصرa 0منتظم, ولما كان aa  نجد

 نظيف.rهو aأن العنصر
قابل للقلب  1aالعنصر فإنئذ , عندRللقلب جزئياً في قابلاً  a1إذا كان العنصر -

daddبحيث إن Rd, ومنه يوجد عنصر مغاير للصفرRجزئياً في )1(  ,
daومنه )1(  عنصر جامد مغاير للصفر فيR1(1فإنسب الفرض , وح(  da  ومنه
)1()1()1(أن نجد  aada, 1وهذا يبين أن العنصرa منتظم فيR ولما ,
)1(1كان  aa نجد أن العنصرa هوr .نظيف 

 نظيفة.rهي R ةمما سبق نجد أن الحلق
(2)(1.) لنفرض أن الحلقةR هيrنظيفة وليكنRaعندئذ فإن ,exa  

 0e, وحسب الفرض إماRعنصر جامد في Reتظم وأنعنصر من Rxحيث
 .1eأو
xa, عندئذ0eإذا كان -   نجد أن العنصر منهعنصر منتظم وa قلب جزئياً قابل لل

 .Rفي
1, عندئذ1eإذا كان - xa1, ومنه ax 1وبالتاليa  منهعنصر منتظم, و 

قابل للقلب جزئياً في  a1وبالتالي العنصر Rقابل للقلب جزئياً في 1aنجد أن العنصر
R . 

 شبه محلية. Rمما سبق نجد أن الحلقة
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 حااااالقااااااااة المصاااااااااوفاااااااااااا شبااااااااه المحااااااليااااااااااااااة  – 3
 تخدم الرموز الآتية:في هذه الفقرة سنس

2)(حلقة ولنفرض أن Rلتكن RD 22حلقة المصفوفات القطرية من المرتبة  فوق
2)(, وRالحلقة RT 22حلقة المصفوفات المثلثية العليا من المرتبة فوق الحلقةRو , 

)(RM n المرتبة  حلقة المصفوفات المربعة منn الحلقة فوقR. 
 

  1-3حمهيديااااااااااااااة 
القضيتان الآتيتان  Raفرعندئذ لأجل أي عنصر مغاير للص ,حلقة Rلتكن

 صحيحتان:

, عندئذ العنصرRللقلب جزئياً في قابلاً  aإذا كان العنصر – 1









x

a

0

0
  قابلاً يكون 

2)(في الحلقةجزئياً للقلب  RD, وذلك أياً كانRx. 

, عندئذ العنصرRللقلب جزئياً في قابلاً  aإذا كان العنصر - 2









a

x

0

0
  قابلاً يكون 

2)(في الحلقةجزئياً للقلب  RD, وذلك أياً كانRx. 
 ان ااااااااااااااااااااالبره

, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر Rقابل للقلب جزئياً في aلنفرض أن العنصر – 1

Rb بحيث إنbabb ,  فإنومنه)(
00

0
2 RD

b








 عنصر مغاير للصفر 

ويحقق أن , وهذا يبين أن العنصر 2)(قابل للقلب جزئياً في RD بالمثل .
 (.2يمكننا إثبات صحة )

 

 .2-3 اااااااااةاااااااامبرهن
 الشرطان الآتيان متكافئان: R لأجل أي حلقة

 شبه محلية. R الحلقة – 1
2)(حلقةال - 2 RD .شبه محلية 

 ان ااااااااااااااااااااالبره
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(1)(2.) لنفرض أن الحلقةR وليكن ,شبه محلية)(
0

0
2 RD

b

a








  حيث

Rba ,لما كان .Ra,  عندئذ حسب الفرض إماa أوa1  ًعنصر قابل للقلب جزئيا
جزئياً عنصر قابل للقلب  1أو ( نجد أنه إما1-3وحسب التمهيدية ) ,Rفي
2)(في RD, 2)(ا يبين أن الحلقةوهذ RD .شبه محلية 
(2)(1لنفرض أن الحلقة .))(2 RD شبه محلية, وليكنRa عندئذ ,

)(
0

0
2 RD

a

a
w 








  وحسب الفرض إماw أوw1  عنصر قابل للقلب جزئياً في

2)(الحلقة RD. 
2)(للقلب جزئياً في قابلاً  wإذا كان العنصر - RD2)(, عندئذ يوجد عنصر RD  

ويحقق أن 0بحيث wإن .









y

x

0

0
 ,حيثRyx ,, ن:فإ ومنه 

 


































y

x

y

x

a

a

y

x
w

0

0

0

0

0

0

0

0 

وبالتالي فإن

















y

x

yay

xax

0

0

0

yyayو xxaxوهذا يبين أن 0  .لما كان 

0 0نجد أنه إماx 0أوy ن العنصرفإ وهكذا a قابل للقلب جزئياً فيR. 
2)(للقلب جزئياً في قابلاً  w1إذا كان العنصر - RD ,2)(عندئذ يوجد RD 

نويحقق أ 0بحيث )1( w. إن









y

x

0

0
 حيثRyx , , ومنه نجد

 أن:

 






































y

x

y

x

a

a

y

x
w

0

0

0

0

10

01

0

0
)1(` 

 يكون: وبالتالي























y

x

yay

xax

0

0

)1(0

0)1( 

xxax وهذا يبين أن  yyayو )1(    0xه إمانجد أن 0لما كان. )1(
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 .Rقابل للقلب جزئياً في a1وهكذا نجد أن العنصر ,0yأو
 شبه محلية. Rمما سبق نجد أن الحلقة

 

  3-3حمهيديااااااااااااااة 
القضيتان الآتيتان  Raعندئذ لأجل أي عنصر مغاير للصفر ,حلقة Rلتكن

 صحيحتان:

, عندئذ العنصرRللقلب جزئياً في قابلاً   aإذا كان العنصر – 1









y

xa

0
  قابلاً يكون 

2)(في الحلقةجزئياً للقلب  RT, وذلك أياً كانRyx ,. 

, عندئذ العنصرRللقلب جزئياً في قابلاً  aإذا كان العنصر - 2









a

yx

0
  قابلاً يكون 

2)(في الحلقةجزئياً للقلب  RT, وذلك أياً كانRyx ,. 
 ان ااااااااااااااااااااالبره

, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر Rقابل للقلب جزئياً في aلنفرض أن العنصر – 1

Rb بحيث إنbabb , ومنه فإن)(
00

0
2 RT

b








 صر مغاير للصفر عن

ويحقق أن , وهذا يبين أن العنصر 2)(قابل للقلب جزئياً في RT بالمثل يمكننا .
 (.2إثبات صحة )

 

 .4-3 اااااااااةاااااااامبرهن
 :الشرطان الآتيان متكافئان R لأجل أي حلقة

 شبه محلية. R الحلقة – 1
2)(حلقةال - 2 RT .شبه محلية 

 ان ااااااااااااااااااااالبره

(1)(2لنفرض أن الحلقة .)R وليكن ,شبه محلية)(
0

2 RT
c

ba








  حيث

Rcba ,,لما كان .Ra عندئذ حسب الفرض إما ,a أوa1  عنصر قابل للقلب
 عنصر قابل للقلب  1أو ( نجد أنه إما3-3حسب التمهيدية ), Rجزئياً في
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2)(فيزئياً ج RT, 2)(وهذا يبين أن الحلقة RT .شبه محلية 
(2)(1.) 2)(لنفرض أن الحلقة RT شبه محلية وليكنRa:عندئذ , 

)(
0

0
2 RT

a

a








  

2)(لما كانت الحلقة RT شبه محلية فإنه إما أو1  عنصر قابل للقلب جزئياً في
2)(الحلقة RT. 

2)(للقلب جزئياً في قابلاً  إذا كان العنصر - RT2)(, عندئذ يوجد عنصر RT 

يحقق أن 0بحيث إن .









r

yx

0
 حيثRryx ,,:ومنه فإن , 

 










































r

yx

ra

yaxa

r

yx

a

a

r

yx

0000

0

0
 

 وبالتالي فإن:

















 

r

yx

rar

yarxayxax

00
 

yyarxayو xxaxوهذا يبين أن  وrrar . 
0إذا كان - yx نجد أنRr عنصر مغاير للصفر ويحقق أنrrar . 
0إذا كان - ry نجد أنRx عنصر مغاير للصفر ويحقق أنxxax. 
0كانإذا  - rx 0نجد أنy 0وهذا غير ممكن, لأن. 

 .Rقابل للقلب جزئياً في Raمما سبق نجد العنصر
2)(للقلب جزئياً في قابلاً  1إذا كان - RT ,مغاير للصفر  عندئذ يوجد عنصر

)(
0

2 RT
r

yx








 حيثRryx ,, ويحقق أن )1(   ن:فإومنه 

































r

yx

a

a

r

yx

010

01

0
)1(  























r

yx

ar

ayax

0)1(0

)1()1( 

 وبالتالي يكون:
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





















r

yx

rar

rayyaxxax

0)1(0

)1()1()1( 

xxaxوهذا يبين أن  yrayyaxو )1(  rrarو )1()1(  )1(. 
0إذا كان - yx فإنRr عنصر مغاير للصفر ويحقق أنrrar  )1(. 
0إذا كان - ry نفإRx عنصر مغاير للصفر ويحقق أنxxax  )1(. 
0إذا كان - rx 0نجد أنy 0وهذا غير ممكن, لأن. 

شبه  R. بالتالي تكون الحلقةRقابل للقلب جزئياً في Ra1مما سبق نجد العنصر
 لية.مح

 

 .5-3 اااااااااةاااااااامبرهن
RM)(حلقةال عندئذ فإن شبه محلية, Rحلقة. إذا كانت الحلقة Rلتكن n  تكون شبه

 محلية أيضاً.
 ان ااااااااااااااااااااالبره

][)(وليكن ,يةشبه محل Rلنفرض أن الحلقة RMa nij  حيثRaij .  لما كانت
111أو 11aشبه محلية فإنه إما  Rالحلقة a عنصر قابل للقلب جزئياً فيR. 

 Rb, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر Rللقلب جزئياً في قابلاً  11aإذا كان العنصر -
bbabبحيث 11 ومنه فإن)(][ RMb nij  حيثbb 11, 0وijb  ,عدا ذلك

عنصر مغاير للصفر ويحقق أن . 
111إذا كان العنصر - a  ًللقلب جزئياً في قابلاR عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر ,
Rd بحيثdadd )1( 11 , 0][)(ريوجد عنصومنه RMb nij   

dbحيث 11  0أنوijb  ,أن ويحققعدا ذلك  )1(. 
 شبه محلية. RMn)(مما سبق نجد أن الحلقة

  
 الآتية: ( يمكننا صياغة المبرهنة5-3اعتماداً على المبرهنة )

 

  6-3ةاااااااااااااااامبرهن
FEndS)(وأن Rلتوليد فوق حلقةمودولًا حراً منتهي ا Fليكن Rإذا كانت الحلقة .R 

 شبه محلية أيضاً. Sشبه محلية, عندئذ تكون الحلقة
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 ان ااااااااااااااااااااالبره
 nمولداً بر  Rمودولًا حراً منتهي التوليد فوق الحلقة Fحلقة شبه محلية وأن Rلنفرض أن

nRFعنصر, عندئذ فإن ولما كانت الحلقة .R ( 5-3شبه محلية فإنه حسب المبرهنة )
RM)(تكون الحلقة n :شبه محلية أيضاً, ولما كان 

SFEndREndRM R

n

Rn  )()()( 
 شبه محلية. Sنجد أن الحلقة

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ةــــــــليــــه المحــــشبــــ الحـــــلقـــــــــات

 86 

 المااااراجااااااع العاااااالمياااااااااة 
 

[1] – Anderson, F. W. and Fuller, K. R., " Rings and Categories of 

Modules ", New York. Springer (1973). 
 

[2] – Ashrafi, N. and Nasibi, E., " Rings in Which Elements are Sum of 

an Idempotent and Regular Element ", Bulletin of the Iranian 

Mathematical Society. Vol. 39,  No. 3,  (2013),  p.p 579 – 588. 
 

[3] – Chen,  W. and Cui, S., " On Clean Rings and Clean Elements ", 

South. Asian Bull. Math. Vol. 32, No. 5, (2008), pp. 855 – 861. 
 

[4] – Goodearl, K. R., " Von Neumann Regular Rings ", Pitman 1979 . 
 

[5] – Hamza, H., " 0I Rings and 0I Module", Math. J. Okayama 

Univ. Vol. 40, (1998) , p. 91 – 97. 
 

[6] – Hamza, H., " r Clean Rings Relative to Right Ideals ", Journal of 

Algebraic Systems. Vol. 9, No. 2, (2022),  pp. 1 – 19. 
 

[7] – Handam, A., "On f-Clean Rings and f-Clean Elements ", 

Proyecciones Journal of Mathematics. Vol. 30, No 2, (2011), pp. 277 – 

284. 
 

[8] – Lambek, J., " Lectures on Rings and Modules  ", Blaisdell, Mass. 

1966. 

 


