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 تأخير ذاتخطية اللااستقرار المعادلة التفاضلية دراسة 
 زمني

 
 المشرف الدكتور سامح العرجة                     الاسم : وفاء خضر شحادة 

 
 ملخص البحث:

ق نظرية بتطبي الصفري والحلول الدوريةفي هذا البحث سندرس الاستقرار التقاربي للحل 

 :للمعادلات التفاضلية اللاخطية من الشكل النقطة الثابتة

𝑥̀(𝑡) = −𝑎(𝑡, 𝑥𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐹(𝑡, 𝑥𝑡)     (1.1) 

 أو من الشكل

𝑥̀(𝑡) = −𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝐹(𝑡, 𝑥𝑡)       (1.2) 

,𝑔(𝑡حيث  𝑥(𝑡)) ∈ 𝐶1(𝑅 × 𝑅, 𝑅)  و𝑎(𝑡, 𝑥𝑡), 𝐹(𝑡, 𝑥𝑡) ∈ 𝐶(𝑅
+ × ℂ, 𝑅) و 

ℂ = 𝐶[[−𝑟, 0], 𝑅] 

𝑥𝑡(𝜃) = 𝑥(𝑡 + 𝜃)  من أجلθ ∈ [−𝑟, 𝑟و  [0 > 0 . 

كلمات مفتاحية: معادلات تفاضلية,استقرار 
 ثابتة,تأخير زمنيالنقطة نظرية التقاربي,
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Study of stability of a 
nonlinear differential equation 

with delay 
Abstract 

First, we consider the nonlinear differential 
equation with bounded delay by using the fixed 
point theory: 

𝑥̀(𝑡) = −𝑎(𝑡, 𝑥𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐹(𝑡, 𝑥𝑡) 

Or      

𝑥̀(𝑡) = −𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝐹(𝑡, 𝑥𝑡) 

 ,  𝑎(𝑡, 𝑥𝑡), 𝐹(𝑡, 𝑥𝑡) ∈ 𝐶(𝑅
+ × ℂ, 𝑅) where 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)) ∈

𝐶1(𝑅 × 𝑅, 𝑅), 

 𝑥𝑡(𝜃) = 𝑥(𝑡 + 𝜃) any θ ∈ [−𝑟, 0]  ,   𝑟 > 0  

ℂ = 𝐶[[−𝑟, 0], 𝑅] 

 

 

Key words: asymptotic stability, variable 
delay, fixed-point theory, differential 
equation. 
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 المشكلة وأهمية البحث:

الاستقرار باستخدام تابع ليبانوف للمعادلات التفاضلية  وجدنا صعوبة بدراسة
 من الشكل:

𝑥̀(𝑡) = −𝑎(𝑡, 𝑥𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐹(𝑡, 𝑥𝑡) 
𝑥̀(𝑡) = −𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝐹(𝑡, 𝑥𝑡) 

الاستقرار لهذا النوع  النقطة الثابتة أسهل لدراسة استخدام مبرهنةوجدنا أن 
 من المعادلات.

 
 مقدمة:

يلعب الاستقرار دورا مهما في نظرية النظم الديناميكية حيث كانت طريقة ليبانوف 

 [11,14,22]الأداة الأساسية للتعامل مع مسائل الاستقرار قبل أكثر من مئة سنة المباشرة

لا أن بناء تابع ليبانوف يعتمد على التجريب وليس له تقنية محددة, وعادة تتطلب شروط إ

تم قد و معدلات,شروط على شكل لها  الواقعنقطية بينما العديد من النماذج الديناميكية في 

نظرية النقطة الثابتة حيث كان بورتن أول من درس  هذه العقبات باستخدامتجاوز 

حيث توضع الشروط على شكل  ,[2,3,5]نظرية النقطة الثابتة الاستقرار باستخدام

الاستقرار على  دراسةوقد تم  [5]و  [4]. للمقارنة بين الطريقتين يمكن رؤية [5]معدلات

 النصف خطية بتطبيق نظرية ليبانوف. المعادلات

,𝑀)ليكن  تعريف 𝑑)  نقول عن التطبيق فضاء متري𝐴:𝑀 → 𝑀 أيا  أنه تطبيق ضاغط

,𝑥كان  𝑦  تنتمي الى𝑀  0 وجد عددإذا < 𝛼 < ,𝑑(𝐵𝑥بحيث  1 𝐵𝑦) < 𝛼𝑑(𝑥, 𝑦). 

 𝐵مجموعة مغلقة غير خالية في فضاء باناخ  𝑀: بفرض باناخالنقطة الثابتة لمبرهنة 

𝐴:𝑀وليكن المؤثر  𝐾على الحقل  → 𝑀  عندئذ يملك نقطة ثابتة وحيدة في ضاغط مؤثر

 .𝑀المجموعة 
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 :أنها مستقرة تقاربيا إذا تحقق الشرط  𝑋𝑒نقطة التوازن نقول عن  تعريف

∀δ > 0; ‖𝑋(𝑡0) − 𝑋𝑒‖ < 𝛿 ⇒ lim
𝑡→∞

‖𝑋(𝑡)‖ = 𝑋𝑒 

 (.1.1طريقة مبدأ التطبيق الضاغط: نبدأ بالمعادلة التفاضلية ) -1

 أولا الفرضيات:

 𝐻1  يوجد التوابع المستمرة𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐶(𝑅, 𝑅)   بحيث𝑎1(𝑡) ≤ 𝑎(𝑡, 𝑥𝑡) ≤

𝑎2(𝑡). 

:𝐻2  بفرض𝐹(𝑡, 0) = 𝑏1عدد موجب والتابع المستمرة  𝐿و  0 ∈ 𝐶(𝑅, 𝑅
 بحيث  (+

 |𝐹(𝑡, ∅) − 𝐹(𝑡, 𝜓)| ≤ 𝑏1|∅ − 𝜓|  من أجل∅, 𝜓 ∈ ℂ𝐿 ≔ {𝑥 ∈ ℂ: |𝑥| ≤

𝐿}. 

  11.مبرهنة

,𝐻1بفرض  𝐻2   إذا وجد عدد ثابت محققة𝛼 ∈  بحيث  ]0,1[

𝐻3 :∫ 𝑒−∫ 𝑎1
(𝑢)𝑑𝑢

𝑡

𝑠 𝑏1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
≤ 𝛼     , 𝑡 ≥ 0. 

𝐻4 :lim
𝑡→+∞

∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
→ +∞. 

 مستقر تقاربياً. (1.1)عندئذ الحل الصفري للمعادلة 

 البرهان:

𝑡0من أجل  > 𝛿0نجد  0 ≥ 𝛿0بحيث  0 ≤ 𝐿  و𝛿0𝐾1 + 𝛼𝐿 ≤ 𝐿 :بحيث 

    𝐾1: = 𝑆𝑈𝑃 {𝑒
−∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0 φمن أجل  أنه( 𝐻2ينتج من ) { ∈ ℂ  يوجد حل وحيد

 .( 1.1للمعادلة )

 بمعنى أن:
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 lim
𝑡→+∞

𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝜓) = 0    ; 𝜓 ∈ ℂ𝛿0 ≔ {𝑥 ∈ ℂ ∶ |𝑥| ≤ 𝛿0} من أجل أي𝜓 ∈

ℂ𝛿0  

𝑢(𝑡) ليكن = 𝑢(𝑡, 𝑡0, 𝜓) ( 1,1الحل الوحيد للمعادلة) 

 

,𝑡0من أجل )  𝜓 على اعتبار مسألة القيمة الحدية ) 

𝑥̀(𝑡) = −𝑎(𝑡, 𝑢𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐹(𝑡, 𝑥𝑡)     ;         𝑥𝑡0 = 𝜓… . . (1,3) 

𝑒بـ  (1,3)نضرب طرفي المعادلة 
∫ 𝑎(𝑠,𝑢𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0  نكامل من ثم𝑡0  الى𝑡 لمعادلة عندئذ حل ا

 ( يكتب بالشكل:1,3)

𝑥(𝑡) =  𝜓(0)𝑒
−∫ 𝑎(𝑠,𝑢𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0 +∫ 𝑒−∫ 𝑎(𝜏,𝑢𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 𝐹(𝑠, 𝑥𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

 

 ليكن

 Ω = {𝑥 ∈ 𝐶([𝑡0−𝑟, +∞[, 𝑅) ∶    𝑥0 = 𝜓  , |𝑥𝑡| ≤ 𝐿  ; 𝑡 ≥

𝑡0  ; lim
𝑡→+∞

𝑥(𝑡) = 0} 

𝑝:Ωنعرف التطبيق  → 𝐶([𝑡0−𝑟,+∞[, 𝑅) بحيث 

(𝑝𝑥)(𝑡)

= {

𝜓(𝑡 − 𝑡0)                                                        𝑡0 − 𝑟 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0

 𝜓(0)𝑒
−∫ 𝑎(𝑠,𝑢𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0 +∫ 𝑒−∫ 𝑎(𝜏,𝑢𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 𝐹(𝑠, 𝑥𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

    𝑡 ≥ 𝑡0
 

,ρ(𝑥فضاء متري حيث القياس: Ωعندئذ  𝑦) = sup
𝑡≥𝑡0−𝑟

|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)| 

𝑥وإن  Ωالى  Ωتطبيق من  𝑝بعد ذلك نرى بأن  ∈ Ω و 𝑝𝑥مستمر و(𝑝𝑥)(𝑡) =

𝜓(𝑡 − 𝑡0)  من أجل𝑡 ∈ [𝑡0 − 𝑟, 𝑡0]  
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|(𝑝𝑥)(𝑡)| ≤ |𝜓(0)|𝑒
−∫ 𝑎(𝑠,𝑢𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0 +∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 𝑏1(𝑠)|𝑥𝑠|𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ 𝛿0𝐾1 + 𝛼|𝑥𝑠| ≤ 𝛿0𝐾1 + 𝛼𝐿 ≤ 𝐿       , 𝑡 ≥ 𝑡0 

(𝑡)(𝑝𝑥)ليكن  ∈ 𝐶𝐿  من أجل𝑡 ≥ 𝑡0  نرى بأن(𝑝𝑥)(𝑡)
𝑡→∞
لدينا  𝐻4باستخدام  0  →

lim
𝑡→+∞

𝑒
−∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0 = 0 

بقي أن نثبت أن  يسعى نحو لصفر, (𝑡)(𝑝𝑥) ـالحد الأول من الطرف الأيمن لوبالتالي 

   يسعى نحو الصفر. (𝑡)(𝑝𝑥) لـ الأيمنالحد الثاني من الطرف 

𝑥إن   ∈ Ω  تؤدي الى أن|𝑥(𝑡)| < 𝐿  من أجل𝑡 ≥ 𝑡0  ومن أجل أيε > يوجد  0

𝑡1 > 𝑡0  بحيث|𝑥(𝑡)| < 𝜀  من أجل𝑡 ≥ 𝑡1  ينتج من(𝐻4)  أنه يوجد𝑡2 > 𝑡1 

 بحيث أن 

𝑒
−∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡1+𝑟 <
𝜀

𝛼𝐿
 

𝑡من أجل  > 𝑡2 :لدينا 

|∫ 𝑒−∫ 𝑎(𝜏,𝑢𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 𝐹(𝑠, 𝑥𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

|

≤ ∫ 𝑒−∫ 𝑎(𝜏,𝑢𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 |𝐹(𝑠, 𝑥𝑠)|𝑑𝑠
𝑡1+𝑟

𝑡0

+∫ 𝑒−∫ 𝑎(𝜏,𝑢𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 |𝐹(𝑠, 𝑥𝑠)|𝑑𝑠
𝑡

𝑡1+𝑟

≤ 
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∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 𝑏1(𝑠)|𝑥𝑠|𝑑𝑠
𝑡1+𝑟

𝑡0

+∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 𝑏1(𝑠)|𝑥𝑠|𝑑𝑠
𝑡

𝑡1+𝑟

≤ 𝑒
−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡1+𝑟 ∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡1+𝑟

𝑠 𝑏1(𝑠)|𝑥𝑠|𝑑𝑠
𝑡1+𝑟

𝑡0

+∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 𝑏1(𝑠)|𝑥𝑠|𝑑𝑠
𝑡

𝑡1+𝑟

≤ 𝐿𝑒
−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡1+𝑟 ∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡1+𝑟

𝑠 𝑏1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡1+𝑟

𝑡0

+ ε∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 𝑏1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡1+𝑟

≤ 𝛼𝐿𝑒
−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡1+𝑟 + 𝛼𝜀

< 𝜀 + 𝛼𝜀 = (1 + 𝛼)𝜀 

limلذلك 
𝑡→+∞

𝑝𝑥(𝑡) = (𝑝𝑥)و 0 ∈ Ω. 

,𝑥من اجل  ضاغطتطبيق  (𝑡)(𝑝𝑥)لنثبت أن  𝑦 ∈ Ω: 

|(𝑝𝑥)(𝑡) − (𝑝𝑦)(𝑡)| ≤ ∫ 𝑒−∫ 𝑎(𝜏,𝑢𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 |𝐹(𝑠, 𝑥𝑠) − 𝐹(𝑠, 𝑦𝑠)|𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ ∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 |𝐹(𝑠, 𝑥𝑠) − 𝐹(𝑠, 𝑦𝑠)|𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ ∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 𝑏1(𝑠)|𝑥𝑠 − 𝑦𝑠|𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ 𝛼𝜌(𝑥, 𝑦) 

والتي هي حل للمعادلة  Ωنقطة ثابتة وحيدة في  𝑝باستخدام مبدا التطبيق الضاغط يملك 

𝑡( والتي تسعى نحو الصفر عندما 1,3) → +∞. 

 لذلك 𝑢(𝑡)( هو 1,3من الواضح أن الحل الوحيد للمعادلة )
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 lim
𝑡→+∞

(𝑢, 𝑡, 𝑡0, 𝜓) = الحل  للحصول على الاستقرار التقاربي نحتاج أن نرى أن0

ε( مستقر من أجل كل 1,1الصفري لـ ) > δيمكن أن نختار 0 > δبحيث  0 <
(1−𝛼)𝜀

𝐾1
 عندئذ نحصل: 

|𝑢(𝑡)| ≤  |𝜓(0)|𝑒
−∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0 +∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 𝑏1(𝑠)|𝑢𝑠|𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ 𝐾1|𝜓| + 𝛼|𝑢𝑠| ≤ 𝐾1|𝜓| + 𝛼‖𝑢‖    , 𝑡 ≥ 𝑡0 

‖𝑢‖حيث  = SUP
𝑡≥𝑡0−𝑟

|𝑢(𝑡)|  عندئذ ,|𝜓| < 𝛿  يؤدي الى‖𝑢‖ ≤
𝛿𝐾1

1−𝛼
< 𝜀 لك لذ

 ( مستقر تقاربياً.1,1نحصل على أن الحل الصفري للمعادلة )

 21,مبرهنة

,𝐻1 بفرض الشروط 𝐻2, 𝐻3 ( و1,1محققة من أجل ) 

(𝐻5) liminf
𝑡→+∞

∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

> −∞ 

 ( مستقر تقاربياً عندئذ1,1)ـإذا كان الحل الصفري ل

(𝐻6) lim
𝑡→+∞

∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

= +∞ 

 البرهان: سنثبت المبرهنة بالفرض الجدلي

𝑎1(𝑡)بما أن غير محقق.  (𝐻6)بفرض  ≤ 𝑎(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝑎2(𝑡) من عندئذ  (𝐻5) 

 ؤديي

lim
𝑡→+∞

𝑖𝑛𝑓∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

> −∞ 

𝑡𝑛حيث  {𝑡𝑛}ويوجد متتالية  → 𝑛و ∞+ → limبحيث  ∞+
𝑛→+∞

∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛
0

=

𝑙 من أجل𝑙 ∈ 𝑅  نختار عدد موجب ثابت𝑞  بحيث 
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−𝑞 ≤ ∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛

0

≤ 𝑞   𝑛 = 1,2, …. 

 {𝑡𝑛}من أجل المتتالية  𝐻5غير محققة أيضاً. باستخدام  𝐻4غير محققة فإن  𝐻6إذا كانت 

𝑅−يحقق:  𝑅المعرفة سابقاً يمكن أن نختار عدد موجب  ≤ ∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛
0

≤ 𝑅  لذلك

 يؤدي الى 

∫ 𝑒∫ 𝑎1(𝑢)𝑑𝑢
𝑠

0 𝑏1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛

0

= 𝑒∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛
0 ∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝑢)𝑑𝑢

𝑡𝑛
𝑠 𝑏1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

0

≤ 𝛼𝑒∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛
0 < 𝑒𝑅 

∫}المتتاليةف 𝑒∫ 𝑎1(𝑢)𝑑𝑢
𝑠

0 𝑏1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛
0

محدودة لذلك توجد متتالية جزئية متقاربة  {

∫}للايجاز في الترقيم نفرض المتتالية  𝑒∫ 𝑎1(𝑢)𝑑𝑢
𝑠

0 𝑏1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛
0

 متقاربة. {

 كبير جدا بحيث   𝑘نختار عدد صحيح موجب 

∫ 𝑒∫ 𝑎1(𝑢)𝑑𝑢
𝑠

0 𝑏1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛

𝑡𝑘

≤
1 − 𝛼

2𝐾1
2𝑒2𝑞

      ;  𝑛 ≥ 𝑘 

𝑥(𝑡)يمكن أن نعتبر الحل  = 𝑥(𝑡, 𝑡𝑘 , 𝜓)  بحيث أن𝜓(𝑠 − 𝑡𝑘) ≡ 𝛿0  من أجل𝑠 ∈

[𝑡𝑘 − 𝑟, 𝑡𝑘]  و|𝑥(𝑡)| ≤ 𝛿0𝑒
−∫ 𝑎1(𝑢)𝑑𝑢

𝑠

𝑡𝑘 +

∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

𝑠 𝑏1(𝑠)|𝑥𝑠|𝑑𝑠
𝑡

𝑡𝑘
≤ 𝛿0𝐾1 + 𝛼|𝑥𝑡| 

|𝑥𝑡|لدينا  <
𝛿0𝐾1

1−𝛼
𝑡من أجل   ≥ 𝑡𝑘. 

 كبيرة بقدر كاف لدينا: 𝑛من ناحية أخرى من أجل 

𝑥(𝑡𝑛) = 𝑥(𝑡𝑘)𝑒
−∫ 𝑎(𝑠,𝑢𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛
𝑡𝑘 +∫ 𝑒−∫ 𝑎(𝜏,𝑢𝜏)𝑑𝜏

𝑡𝑛
𝑠 𝐹(𝑠, 𝑥𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

𝑡𝑘
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|𝑥(𝑡𝑛)| ≥ 𝛿0𝑒
−∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛
𝑡𝑘 − |∫ 𝑒−∫ 𝑎(𝜏,𝑢𝜏)𝑑𝜏

𝑡𝑛
𝑠 𝐹(𝑠, 𝑥𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛

𝑡𝑘

|

≥ 𝛿0𝑒
−∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛
𝑡𝑘 −∫ 𝑒−∫ 𝑎(𝜏,𝑢𝜏)𝑑𝜏

𝑡𝑛
𝑠 |𝐹(𝑠, 𝑥𝑠)|𝑑𝑠

𝑡𝑛

𝑡𝑘

≥ 𝛿0𝑒
−∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛
𝑡𝑘 −∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏

𝑡𝑛
𝑠 𝑏1(𝑠)|𝑥𝑠|𝑑𝑠

𝑡𝑛

𝑡𝑘

≥ 𝛿0𝑒
−∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛
𝑡𝑘

−
𝛿0𝐾1
1 − 𝛼

𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡𝑛
0 ∫ 𝑒∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏

𝑠

0 𝑏1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛

𝑡𝑘

 

𝑒لكن 
−∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛
𝑡𝑘 = 𝑒

∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠
0

𝑡𝑛 𝑒∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑘
0 =

𝑒−∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑡𝑛
0 𝑒∫ 𝑎2(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑘
0 ≥ 𝑒−2𝑞 

𝐾1 ≤ 𝑒
−∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑛
0  

 لذلك

|𝑥(𝑡𝑛)| ≥ 𝛿0𝑒
−2𝑞 −

𝛿0𝐾1
1 − 𝛼

𝐾1
1 − 𝛼

2𝐾1
2𝑒2𝑞

=
1

2
𝛿0𝑒

−2𝑞 

limيؤدي الى أن 
𝑡→+∞

𝑥(𝑡) ≠  وهذا يناقض الفرض وبذلك يتم المطلوب.0

   11,نتيجة

𝑎(𝑡)إذا كان  ≡ 𝑎(𝑡, 𝑥𝑡)  و𝐻2, 𝐻3, 𝐻5 ( مستقر 1,1محققة عندئذ الحل الصفري )

limتقاربيا إذا وفقط إذا كان 
𝑡→+∞

∫ 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
→ +∞ 

( إذا فرضنا 1,1) ـشابه ل(. وبشكل م1,2) ـالتفاضلية ذات التأخير الزمني ل ندرس المعادلة

 أن

(𝐻7)… . . 𝑔(𝑡, 0) = 0 

,𝑎1يوجد تابعان مستمران  𝑎2 ∈ 𝐶(𝑅, 𝑅) :بحيث 
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𝑎1(t) ≤
𝜕𝑔(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
≤ 𝑎2(𝑡) 

 المبرهنة: عندئذ لدينا

  31,مبرهنة

,𝐻2بفرض  𝐻4, 𝐻7 ( مستقر تقاربيا. 1,2) ـمحققة عندئذ الحل الصفري ل 

𝑔البرهان: من أجل  ∈ 𝐶1 و 𝑔(𝑡, 0) =  عندئذ:0

𝑔(𝑡, 𝑥) = [∫
𝜕𝑔(𝑡,𝑠𝑥)

𝜕𝑥
𝑑𝑠

1

𝑜
] 𝑥  عندئذ وبجعل𝑎(𝑡, 𝑥𝑡) = ∫

𝜕𝑔(𝑡,𝑠𝑥)

𝜕𝑥
𝑑𝑠

1

𝑜
عندئذ  

 ( بحيث:1,1( كما المعادلة )1,2يمكن أن نكتب المعادلة )

𝑎1(t) ≤ 𝑎(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝑎2(𝑡) 

 ( مستقر تقاربيا.1,2( يكون الحل الصفري للمعادلة )1.1عندئذ بالاعتماد على المبرهنة )

  41,المبرهنة 

,𝐻2بفرض  𝐻3,𝐻5, 𝐻7 ( مستقر تقاربياً 1,2محققة إذا كان الحل الصفري للمعادلة )

 محققة. 𝐻6عندئذ 

 طريقة مبرهنة النقطة الثابتة لشاودر: -2

𝑏2(𝑡)ووحيدة ويوجد تابع  ةموجود (1,2( و )1,1حلول  )بفرض أن  ∈ 𝐶(𝑅, 𝑅) 

 بحيث:

𝐻8 ∶ |𝐹(𝑡, ∅)| ≤ |𝑏2(𝑡)||∅| 

𝐻9: lim
𝑡→∞

∫ (𝑎1(𝑠) − 𝑏2(𝑠))
𝑡

0

𝑑𝑠 = +∞ 

 المعادلة الخطية : لتكن( 1,1المعادلة ) علىمثال تطبيقي 

𝑞̀(𝑡) = [−𝑎1(𝑡) + |𝑏2(𝑡)|]𝑞(𝑡)…… . (2,4) 

𝑡من أجل كل  ≥  :ويكتب( 2,4)نرى بأن الحل الوحيد للمعادلة  0
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𝑞(𝑡) = 𝛽𝑒
∫ (𝑏2(𝑠)−𝑎1(𝑠))
𝑡

𝑡0
𝑑𝑠
  𝑡 ≥ 𝑡0… . . (2,5) 

𝑞(𝑡0)حيث  = 𝛽 > 0 

q(t)( أن 𝐻9ينتج من ) → 𝑡حيث  0 →  و  ∞

0 ≤ 𝑞(𝑡) ≤ 𝛽𝑒𝜎 ≔ 𝛾   𝑡 ≥ 𝑡0 

𝜎 = sup {∫ (𝑏2(𝑠) − 𝑎1(𝑠))
𝑡

𝑡0

𝑑𝑠 ; 𝑡 ≥ 𝑡0} ≤ +∞ 

 ( مستقر تقاربيا.2,4من البديهي أن نرى بأن الحل الصفري لـ )

من التوابع  ذات القيم الحقيقية على  𝑆)متساوي التقارب( نسمي المجموعة   12,تعريف 

:𝑞متساوية التقارب نحو الصفر إذا وفقط إذا كان التابع  ]∞+,𝑟−]المجال  𝑅+ → 𝑅+ 

𝑞(𝑡)بحيث أن 
𝑡→0
φوذلك من أجل  0  → ∈ 𝑆  و𝑡 ∈ 𝑅+  و|𝜑(𝑡)| ≤ 𝑞(𝑡) .محققة 

للتوابع ذات القيمة الحقيقية على  {𝜑𝑘(𝑡)}إذا كانت المجموعة  [5] 12,تمهيدية 

[−𝑟,+∞[  متساوية التقارب نحو الصفر فيما يتعلق بالتابع المستمر𝑞: 𝑅+ → 𝑅+ 

نحوالتابع  +𝑅على متتالية جزئية متقاربة بانتظام على تحوي  {𝜑𝑘(𝑡)}عندئذ المتتالية 

|𝜑(𝑡)|بحيث   𝜑(𝑡)المستمرة  ≤ 𝑞(𝑡)  على𝑅+. 

  3,1مبرهنة

,( إذا كانت 1.1من أجل المعادلة ) 𝐻9, 𝐻8, 𝐻1  محققة عندئذ الحل الصفري للمعادلة

 ( مستقر, 2,4)

 البرهان:

εمن أجل كل  ∈ ]0, 𝛾]  و𝑡0 ∈ 𝑅
ηيوجد  + = η(𝜀, 𝑡0) ∈ ]0, 𝛽]  بحيث من أجل

  𝑞0أي 

 |𝑞0| ≤ η  بحيث|𝑞(𝑡, 𝑡0, 𝑞0)| < 𝜀  من أجل كل𝑡 ≥ 𝑡0  من أجلψ ∈ ℂη  نعرف 

𝑆 = {𝑢 ∈ 𝐶([𝑡0 − 𝑟,+∞[, 𝑅)  ; 𝑢𝑡0 = ψ   ;    |𝑢(𝑡)| ≤ 𝑞(𝑡)     , 𝑡 ≥ 𝑡0 } 

 بحيث 
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|𝑢(𝑡1) − 𝑢(𝑡2)| ≤ 𝐿|𝑡1 − 𝑡2|  ; 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝑅
+  , 𝑡0 ≤ 𝜏1 ≤ 𝑡1    , 𝑡2 ≤ 𝜏2 

𝐿حيث  = 𝐿(𝜏1, 𝜏2) = max
𝑡∈[𝜏1,𝜏2]

{|𝑎1(𝑡)|𝛾 + |𝑎2(𝑡)|𝛾 + |𝑏2(𝑡)|𝛾} 

 ( 2,5معرفة بالعلاقة ) 𝑞(𝑡)و 

βبحيث  = η  حيث|𝑞(𝑡)| ≤ 𝛾  

|𝑞̀(𝑡)| ≤ |𝑎1(𝑡)|𝛾 + |𝑏2(𝑡)|𝛾 ≤ 𝐿 , 𝑡 ≥ 𝑡0… . . (2,6) 

 نعرف:

ξ(𝑡) ≔ {

ψ(𝑡 − 𝑡0)          ; 𝑡0 − 𝑟 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0

ψ(0)𝑞(𝑡)

η
                        ;   𝑡 ≥ 𝑡0

 

|ξ(𝑡)|عندئذ  ≤
|ψ(0)||𝑞(𝑡)|

η
≤
|ψ||𝑞(𝑡)|

η
≤ |𝑞(𝑡)|; 𝑡 ≥ 𝑡0 

 أن: (2,6)ينتج من 

 |ξ(𝑡1) − ξ(𝑡2)| =
ψ(0)

η
|𝑞(𝑡1) − 𝑞(𝑡2)| ≤ 𝐿|𝑡1 − 𝑡2| ; 

𝜏1من أجل  ≤ 𝑡1, 𝑡2 ≤ 𝜏2  يوجدξ ∈ 𝑆  نستطيع أن نرى أن  2,1من التمهيدية𝑆 

𝐶([𝑡0مجموعة جزئية غير خالية متراصة ومحدبة من  − 𝑟,+∞[, 𝑅). 

𝑢𝑡0بحيث  (1,1)حل وحيد للمعادلة  𝑢(𝑡)ليكن  = ψ :ونعتبر أن المعادلة 

𝑥̀(𝑡) = −𝑎(𝑡, 𝑥𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑢𝑡)… . (2.7) 

 تكتب بالشكل: 𝑢(𝑡)و  (2,7)حل وحيد للمعادلة  𝑢(𝑡)عندئذ 

𝑢(𝑡) = 𝜓(0)𝑒
−∫ 𝑎(𝑠,𝑢𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0 +∫ 𝑒−∫ 𝑎(𝜏,𝑢𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 𝐹(𝑠, 𝑢𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

; 𝑡 ≥ 𝑡0 

 بالشكل: 𝑆على  𝑝نعرف التطبيق 
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(𝑝𝑢)(𝑡) = 𝜓(t − 𝑡0), 𝑡0 − 𝑟 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 

(𝑝𝑢)(𝑡) = 𝜓(0)𝑒
−∫ 𝑎(𝑠,𝑢𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0 +∫ 𝑒−∫ 𝑎(𝜏,𝑢𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 𝐹(𝑠, 𝑢𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

; 𝑡 ≥ 𝑡0 

 .𝑆في  𝑝مكافئ لايجاد النقطة الثابتة للتابع  (1,1)من الواضح أن حل 

 نلاحظ أن: 𝑆الى  𝑆يطبق من  𝑝نرى بأن التابع 

(𝑝𝑢)(𝑡) = 𝜓(t − 𝑡0)      , 𝑡0 − 𝑟 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 

 

|(𝑝𝑢)(𝑡)| ≤ |𝜓(0)|𝑒
−∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0 +∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 |𝐹(𝑠, 𝑢𝑠)|𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ η𝑒
−∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0 +∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 |𝑏1(𝑠)||𝑢(𝑠)|𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ η𝑒
−∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0 +∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 |𝑏2(𝑠)|𝑞(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

= η𝑒
−∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0 +∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑠 (𝑞̀(𝑠) − 𝑎1(𝑠)𝑞(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

 

= 𝑞(𝑡)                      ; 𝑡 ≥ 𝑡0 

𝑞̀(𝑡)حيث   = −𝑎1(𝑡)𝑞(𝑡) + |𝑏2(𝑡)|𝑞(𝑡)  وبالتالي 

(𝑝𝑢)′(𝑡) = −𝑎(𝑡, 𝑢𝑡)(𝑝𝑢)(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑢𝑡) 

 والذي يؤدي الى أن:

|(𝑝𝑢)′(𝑡)| ≤ |𝑎(𝑡, 𝑢𝑡)|𝑞(𝑡) + |𝑏2(𝑡)|𝑞(𝑡) 

≤ |𝑎1(𝑡)|𝛾 + |𝑎2(𝑡)|𝛾 + |𝑏2(𝑡)|𝛾 ≤ 𝐿; 𝑡 ≥ 𝑡0 

مستمر. باستخدام مبرهنة النقطة  𝑝. من الواضح أن  𝑠الى  𝑠يطبق من  𝑝لذلك التطبيق 

|𝑢(𝑡)|يحقق  𝑠في  𝑢له نقطة ثابتة  𝑝الثابتة لشاودر فإن التطبيق  ≤ 𝑞(𝑡)  حيث𝑡 ≥

𝑡0  والتي تؤدي الى أن الحل𝑢(𝑡, 𝑡0, 𝜓)  يحقق: (1,2)ل 
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|𝑢(𝑡, 𝑡0, 𝜓)| ≤ 𝑞(𝑡) = 𝑞(𝑡, 𝑡0,η) < 𝜀            ; 𝑡 ≥ 𝑡0 

𝑞(𝑡)ستقر. ينتج من أن م (1,1)الحل الصفري ل 
𝑡→+∞
,𝑢(𝑡 و 0   → 𝑡0, 𝜓)

𝑡→+∞
 وبذلك يتم الاثبات.0   →

 22.مبرهنة 

,𝐻9إذا كان  𝐻8, 𝐻7  مستقر تقاربياً. (1,2)محققة عندئذ الحل الصفري للمعادلة 

 التطبيقات  -3

ثاني والثالث سندرس الاستقرار لعدة الفي القسمين  ي هذا القسم وباستخدام المعاييرف

 الحمراء. أولاً سنبدأ في بشكل خاص استقرار التذبذبات في نموذج الخلايا الدمومعادلات 

 المثال:

  لتكن المعادلة 13.مثال 

𝑥̀(𝑡) = −𝛾(𝑡) (𝛽(𝑡) +
1

𝛽(𝑡) + 𝑥2(𝑡 − 𝜏(𝑡)
) 𝑥(𝑡) + 𝛾(𝑡)𝛽(𝑡)𝑥(𝑡

− 𝜏(𝑡)… . . (3,8) 

  [24] انظر

,𝜏(t)حيث  β(t), γ(t) ∈ C(R, 𝑅+)  و𝜏(t) .محدود من الأعلى بعدد موجب 

 حيث  (1,1)حالة خاصة من المعادلة  (3,8)المعادلة 

𝑎(𝑡, 𝑥𝑡) = 𝛾(𝑡) (𝛽(𝑡) +
1

𝛽(𝑡) + 𝑥2(𝑡 − 𝜏(𝑡)
) 

𝑎2(𝑡) يمكن أن نأخذ  = 𝛾(𝑡) (𝛽(𝑡) +
1

𝛽(𝑡)
) , 𝑎1(𝑡) = 𝛾(𝑡)𝛽(𝑡) عندئذ 

 𝑎1(𝑡) ≤ 𝑎(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝑎2(𝑡). 

limإذا كانت 
𝑡→+∞

∫ 𝛾(𝑠)𝛽(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
= 𝑏1(𝑡)عندئذ نختار ∞+ = 𝛾(𝑡)𝛽(𝑡)  نلاحظ

 أن 
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∫ 𝑒−∫ 𝑎1(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

𝑠 𝑏1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

= ∫ 𝑒−∫ 𝛾(𝑢)𝛽(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

𝑠 𝛾(𝑠)𝛽(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

= 1 − 𝑒−∫ 𝛾(𝑢)𝛽(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

0 < 1 

 

∫ 𝑎1(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑠

= ∫ 𝛾(𝑠)𝛽(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑠
𝑡→+∞
→   +∞ 

 

,𝐻4إن  𝐻2  مستقر تقاربياً. (3,8)بأن الحل الصفري لـ  (1,3)محققة. ينتج من المبرهنة 

𝛾(t)إذا أخذنا   (3,8)في  = 1 + 𝑡2  أن الحل الصفري لـ 3,1عندئذ كما نرى بالشكل 

 مستقر تقاربيا. (3,8)

 

𝑟هنا  .مستقر تقاربيا (3.8)الحل الصفري  :(3,1) الشكل = 3, 𝑥(𝜃) = 𝑥0 , 𝜃 ∈

[−𝜏, 0]. 

 :13,بديهية 

∫إذا كان  𝑒−∫ 𝛾
(𝑢)𝑑𝑢

𝑡

𝑠 |𝛼(𝑠)||𝛽(𝑠)|𝑑𝑠
𝑡

0
≤ 𝛼 < 1    ; 𝑡 ≥ عندئذ الحل  0

 مستقر تقاربيا. 𝑤 –الدوري  𝑥∗(𝑡)الموجب 

 البرهان:

 نجعل 𝑥∗(𝑡)لدراسة لاستقرار التقاربي للحل الدوري غير الابتدائي 
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 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥∗(𝑡) :عندئذ 

𝑦̀(𝑡) = 𝑥̇(𝑡) − 𝑥 ∗̇(𝑡)… . (3.9) 

= −𝛾(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝛼(𝑡)𝑒−𝛽(𝑡)𝑥
∗(𝑡−𝜏(𝑡))(𝑒−𝛽(𝑡)𝑦(𝑡−𝜏(𝑡)) − 1) 

للحل الصفري  مكافئ للاستقرار التقاربي 𝑥∗(𝑡) ـمن الواضح أن الاستقرار التقاربي ل

 بأخذ (3.9)للمعادلة 

𝑓(𝑡, ∅) = 𝛼(𝑡)𝑒−𝛽(𝑡)𝑥
∗(𝑡−𝜏(𝑡))(𝑒−𝛽(𝑡)∅(−𝜏(𝑡)) − 1) 

 عندئذ 

|𝑓(𝑡, ∅) − 𝑓(𝑡, 𝜓)| ≤ |𝛼(𝑡)||𝑒−𝛽(𝑡)∅(−𝜏(𝑡)) − 𝑒−𝛽(𝑡)𝜓(−𝜏(𝑡))|

≤ |𝛼(𝑡)𝛽(𝑡)||∅ − 𝜓| 

limالى أن  بالإضافة
𝑡→+∞

∫ 𝛾(𝑠)𝑑𝑠 = +∞
𝑡

0
 

 .𝑤تابع غير سالب دوري ودوره  𝛾(𝑡)حيث 

𝑏1(𝑡)بجعل  = |𝛼(𝑡)𝛽(𝑡)|  الحل الموجب الدوري  1.1عندئذ باستخدام المبرهنة-

 𝑤 و𝑥∗(𝑡) .مستقر تقاربيا 

 [16]لدراسة التعميم نشكل عناصر خلية الدم في الجسم. درس جلاس و ميكي 33.مثال

 , للأصلعتبر تعميم يحيث ذات التأخير الزمني نموذج المعادلة التفاضلية 
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𝛾(t) حيثمستقرة تقاربيا.  (1.1): الحل الصفري للمعادلة 3.2الشكل  = 1 + sin 2𝜋𝑡 

𝛼(t) = 4 + cos 2𝜋𝑡 , 

𝛽(t)و ≡ 1  𝑥(𝜃) = 𝑥0 , 𝜏 = 𝜃حيث  2 ∈ [−𝜏, 0]. 

 وقد عممت  المعاملات من ثوابت موجبة الى توابع غير سالبة

𝑥̀(𝑡) = −𝛾(𝑡)𝑥(𝑡) +
𝛽(𝑡)𝜃𝑛𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡))

𝜃𝑛 + 𝑥𝑛(𝑡 − 𝜏(𝑡))
  (3.10) 

,𝛾حيث  β, τ ∈ C(R, 𝑅+)  و𝜃  ثابت موجب و𝑛  (3,10)عدد صحيح موجب. في 

هو الزمن بين انتاج الخلايا الغير ناضجة في نخاع العظم ونضوجهم  𝜏التأخير الزمني 

 الدم. ى كثافة الخلايا فييدل عل 𝑥(𝑡)للاطلاق في مجرى الدم و 

  23.بديهية 

 إذا كانت:

lim
𝑡→+∞

∫ (𝛾(𝑠) − 𝛽(𝑠))𝑑𝑠 = +∞
𝑡

0

 

 مستقر تقاربياً . (3,10) ـعندئذ الحل الصفري ل

,𝑓(𝑡 البرهان: نلاحظ أن ∅) =
𝛽(𝑡)𝜃𝑛∅(−𝜏(𝑡)

𝜃𝑛+∅𝑛(−𝜏(𝑡))
 

 |𝑓(𝑡, ∅)| = |
𝛽(𝑡)𝜃𝑛∅(−𝜏(𝑡)

𝜃𝑛+∅𝑛(−𝜏(𝑡))
| ≤ 𝛽(𝑡)|∅(−𝜏(𝑡)| ≤ 𝛽(𝑡)|∅| 

𝑏2(𝑡)يمكن أن نأخذ  = 𝛽(𝑡)  عندئذ 

lim
𝑡→+∞

∫ (𝑎1(𝑠) − |𝑏2(𝑠)|)𝑑𝑠
𝑡

0

= lim
𝑡→+∞

∫ (𝛾(𝑠) − 𝛽(𝑠))𝑑𝑠 = +∞
𝑡

0

 

 .2.1رهنة بينتج من المالاستقرار التقاربي 
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𝛽(𝑡)مستقر تقاربياً  (3.10)الحل الصفري ل : 3.3الشكل  = 2 + cos 𝑡 و𝛾(t) =

4 + sin 2𝜋𝑡 .𝑛 = 5, 𝜏 = 3 

 𝑥(𝜃) = 5,15,50,100 > 𝜃حيث  0 ∈ [−𝑟, 0]. 

 نموذج نيكلسن بلونز   43.مثال 

𝑥̀(𝑡) = −𝛾(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝛽(𝑡 − 𝜏(𝑡))𝑒𝑎𝑥(𝑡−𝜏(𝑡))… . (3.11) 

,𝛾حيث  β, τ ∈ C(R, 𝑅+)  و𝑎  , عدد موجب, عندها جميع المعاملات ثوابت موجبة

المطور بواسطة جورني لوصف سكان  الأصليتخفض الى النموذج  (3,11)المعادلة 

لوسيدا كاربينا الاسترالية الذي يوافق جيدا بالبيانات التجريبية لنيكلسن بينما ديناميكية 

 التي نسميها نموذج ضرباتالمعادلة نقابل بشكل جيد بيانات نيكلسن لضربة المعادلة و

نصل الى  3.2نكلسن والذي درس على نطاق واسع . بتنفيذ البرهان بالضبط كما البديهية 

 النتائج الاتية:

limإذا كانت   33.بديهية 
𝑡→+∞

(𝛾(𝑠) − 𝛽(𝑠))𝑑𝑠 = عندئذ الحل الصفري  ∞+

مستقر تقاربياً. اختلاف البيئة يلعب دورا مهما في العديد من الأنظمة  (3,11)للمعادلة 

ة و الحيوية. اقترح  نيكلسن أن أي تغير دوري في المناخ يسعى الى يالديناميكية البيئ

فرض دوريته على تذبذبات الأصل الداخلي أو لتسبب مثل هذه التذبذبات بأن تكون لها 

 الدورية. علاقة متناسقة بالتغيرات المناخية

 نظراً لهذا في الواقع من الطبيعي أن نفرض بأن المعاملات النماذج هي دورية.
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𝛾(t)المحاكات العددية تقوم بأخذ  = 4 + cos𝜋𝑡 و𝛽(t) = 3 + sin 𝑡 .𝑎 =

0.25, 𝜏 =  مستقر تقاربياً. (3.11)الحل الصفري للنموذج  3.4كما في الشكل  5

 

𝛾(t)مستقر تقاربياً  (3.11)الحل الصفري ل :  3.4الشكل  = 4 + cos𝜋𝑡 و𝛽(t) =

3 + sin 𝑡 .𝑎 = 0.25, 𝜏 = 5 

𝑥(𝜃) = 5,15,50,100 ; 𝜃 ∈ [−𝑟, 0] 
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