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بالاعتماد على كثيرات حدود  لتكاملات المضاعفةا حساب
 تشيبيشيف

 حامد عباس أ.د. شراف :إب                         محمٌد ابراهيم     ورود عداد الباحثة :إ

 ملخص البحث:

مد ي يعتوالذ, اعتمادا على مبدأ غاوسللدوال   البحث بدراسة التكاملات المضاعفةيهتم هذا    

في منطقة المكعب تشيبيشيف لـ كثيرات الحدود المتعامدةى جذور عل 1, 1 
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ن خلالها م, والتي النقاط التكاملية للعلاقات التكعيبية هي هاناوفرض ,Nوعددها  جذورها ناجدأو  ثم
ا ثوابت أعطتنتي ال ,المبرهنات اللازمة مع الاثبات ناوجدأو  ,المتكررة للتكاملاتالقيم التقريبية  ناحسب

 التالية: العلاقات التقريبية التكاملية
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لكل منطقة تكاملية   حيث إن التي كانت تحسب من خلال حل جمل من المعادلات غير الخطية,
 . ثوابت خاصة بها
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 قريبية.المتعامدة, التكاملات المضاعفة الت تشيبيشيف : العلاقات التكعيبية, دوالالكلمات المفتاحية

Computing mulipleed integrals based on  

Chebyshev polynomials   
Abstract 

     This research is concerned with studying the mulipleed integrals of 

functions based on Gauss’s principle, which is  based on the roots of  

and ,nRspace 
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the weight function

polynomials of the chebyshev type in multidimensional spaces: 
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then we found their roots, and their number is N, and assumed that they 

are the integral  points of the cubic relations, from which we calculated the 

approximate values of the mulipleed integrals, and found the necessary 

theorems with proof, which gave us the constants of the following 

approximate integral relations: 
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which were calculated by solving sets of nonlinear equations, since each e 

 
.tantssregion has its own con lintegra 

keywords: Cubic relations, orthogonal Chebyshev functions, approximate 

mulipleed integrals.  
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 مقدمة البحث:-1

 [2,5] تعريف:
)نقول عن الدالتين    ), ( )f x g x  قةالمنطالحقيقيتين المعرفتين والقابلتين للمكاملة على 

 إذا كان: تلك المنطقةأنهما متعامدتان على 
( ), ( ) (x) (x) (x)dx 0 (1)f x g x f g



  

 .(x) وزن دالةب

 استخدم غاوسحيث  ,[3,6]أخرى للدوال بطرائق متعددة  الاحادية التقريبيةتم حساب التكاملات 
 يبية لحساب التكاملات على المجالالطرائق التقر  1, 1  وزن بدالة  كثيرات حدود ليجندر واعتبر

(x), 41,[7ي التربيعية من الشكل التال علاقة غاوس حيث إن,[: 
1

1
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( ) ( ) ( ) (2)
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عقد العلاقة التربيعية, أو نقاط استكمال العلاقة التربيعية, وأحيانا تدعى نقاط ارتكاز ixسُميت النقاط
), وixهي الثوابت الموافقة لتلك النقاط  iCالعلاقة التربيعية, و )x .يتم تحديد الثوابت  دالة الوزن

iC; 1,2,...,i n , ( من أجل كل 2حيث تتحول العلاقة )( الى مساواة مضبوطة )صحيحة تماما
2, أي من أجل:2n-1درجتها لا تتجاوزكثيرة حدود جبرية  2 1( ) 1, , ,..., nf x x x x   حيث إن 

المجال التكاملي هو  1, 1   2ولديناn من المجاهيل هي: , ; 1,2,3,...,i iX C i n. 

 

  :تشيبيشيفاستخدام كثيرات حدود .1-1

 تعريف:
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)بمتحول واحد  بالرمز  nمن الدرجة  تشيبيشيفنرمز لكثيرات حدود       )nT x  كثيرات وهي

حدود متعامدة على المجال 1, 1  ودالة وزن
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 .nتعني أكبر عدد صحيح أصغر أو يساوي 

تم اعتبار
jx  وبناءاً على ذلك تم التوصل الى العلاقة  تشيبيشيفهي جذور كثيرات  حدود
 التقريبية:
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 [9] حيث  الثوابت هي: 
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  هدف البحث وطريقته:.-2

 الى:يهدف هذا البحث 

 تخدامباس ,اعتمادا على مبدأ غاوس بشكل تقريبي للدوال التكاملات المضاعفة حساب 

في منطقة المكعب تشيبيشيف الحدود المتعامدة لـجذور كثيرات  1, 1 
n

فضاءال في  
nR ,ي ف تشيبيشيفكثيرات الحدود المتعامدة من نوع  ايجادمن خلال ,  ودالة الوزن
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النقاط التكاملية للعلاقات  نعتبرهاوالتي  ,فضاءات متعددة الأبعاد وحساب جذورها
 .التكعيبية 

 الاعتماد على ب ,ثوابت العلاقات التقريبية التكاملية لتوصل الى الصيغ التي تعطيناا
 .يتم ايجادها مع الاثبات والتي مجموعة من المبرهنات

 :مشكلة البحث.-3

  في فضاءات متعددة الأبعاد تشيبيشيف من نمطايجاد كثيرات الحدود المتعامدة. 
 جذور كثيرات الحدود المذكورة واعتبارها نقاط العلاقة التكعيبية حساب.  
 واثباتها. التوصل الى مبرهنات تعطينا ثوابت العلاقات التقريبية التكاملية 
  بعض التطبيقات العددية.طرح 

 النتائج ومناقشتها:.-4

 : ]4[مفاهيم أساسية.4-1

 :التالي كل و تكتب بالش التكعيبيةالعلاقة التقريبية لحساب التكاملات المضاعفة تسمى العلاقة 
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منطقة في الفضاءحيث إن
n

R ,و( )x دالة الوزن و( )f x  الدالة المكاملة واشارة التكامل

مرة من الفضاء  nتعني التكامل المضاعف  على المنطقة 
n

R على المنطقة,وjC 

عدد Nوالتي هي جذور كثيرات الحدود المتعامدة في المنطقة  jxالثوابت الموافقة للنقاط
2تتجاوزالعلاقة السابقة صحيحة من أجل كل كثيرات الحدود التي درجتها لا هذه الجذور,  1n 

 
. 
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المتعامدة بمتحولين على  تشيبيشيف حساب التكاملات باستخدام جذور كثيرات الحدود.4-2
 .2Rفضاءلا

المربع على المتعامدة بمتحولين تشيبيشيف ان كثيرات حدود  
2

1, 1  2الفضاءR  تعطى
  [3]بالصيغة التالية:
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دالة الوزن هي : حيث إن
  2 2
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جذور كثيرات الحدود هذه على اعتبار أن جذور كثيرات الحدود هذه بمتحول واحد  بإيجادنقوم 
)ثم نحدد النقاط التكاملية  ,yوعلى أساسها نحسب xمعلومة بدلالة  , )x y  ونوجد الثوابت,

 :الموافقة بالاعتماد على المبرهنة التالية

بفرض أن :1مبرهنة
, ( , )n mT x y  منطقةالعلى  الجزئي للاشتقاقهي دوال مستمرة وقابلة  

2
1, 1 

)وكانت,  , )j jx y هي عبارة عن جذور كثيرات الحدود  , ( , ) 0n mT x yذلك ثوابت العلاقة  , فعند
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 ( في هذه الحالة تصبح على الشكل التالي:6الاثبات: العلاقة )
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 (4ننطلق من التكامل الايسر من التكامل وحسب العلاقة)
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2منه نستنتج أن :
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;:كما هو واضح أن الثوابت ملاحظة  1,2,..., , 1,2,...,ijC i n j m  مرتبطة فقط بكثيرات
)ولا علاقة لها بالدالة تشيبيشفحدود  , )f x y . 
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ةل الداللتكام: استخدم العلاقة التكعيبية السابقة من أجل حساب القيمة التقريبية 1مثال
 , 3f x yعلى المربع 

2
1, 1  2في الفضاءR1معتبراn m . 

 نجد: (9)العلاقة التكعيبيةالحل: حسب 
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1nوباعتبار أن m   11تشيبيشيففإننا نستخدم كثيرة حدودT :أي 

11( , ) T x y xy 

 و جذر كثيرة الحدود هذه هو: 

1 1( , ) (0,0)x y  

(0,0)المفروضة عند النقاط, فنجد:نحسب قيم الدالة  3f                                                    
 يكون الثابت المقابل لنقطة العلاقة التكعيبية هو:(8) و بالاعتماد على العلاقة

2

11 c  

 و أخيرا فإن قيمة التكامل تساوي:

 2 23 3 I   

 و القيمة التحليلية للتكامل هي:
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)2العلاقة صحيحة تماما من أجل كل كثيرات الحدود التي درجتها لا تتجاوز ) 1 3m n   و
( , )f x y .وفي تمريننا هذا هي كثيرة حدود من الدرجة الصفرية مما يؤكد صحة كلامنا 
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 المتعامدة بثلاثتشيبيشيف حساب التكاملات الثلاثية باستخدام جذور كثيرات حدود .4-3
 .3Rفضاءعلى ال متحولات

لاث بث تشيبيشيفيمكننا كتابة  كثيرات الحدود المتعامدة   (7)و(3)اعتمادا على العلاقتين   
بالشكل التالي : 3Rالفضاءعلى   متحولات

 

     

2

2 1 2

0

2 2

2 1 2 2 1 2

0 0

( 1) 2

( 1) 2 ( 1) 2

. . (10)

 
  

  



   
      

     

 

 
  
    

  
 
 

   
       
        

       
   
   





 

n

k n k n k

nmL

k

m L

r m r m r w L w L w

r w

n m L

n kn
T x

kn k

m r L wm L
y z

r wm r L w

T x T y T z

 

دالة الوزن هي : حيث إن
   2 2 2

1
( , , )

1 1 1


  
x y z

x y z
. 

)نقوم بإيجاد جذور كثيرات الحدود هذه واعتبارها هي النقاط التكاملية  , , )i j kx y z  ونوجد,
 الثوابت الموافقة. 

,بفرض أن : 2مبرهنة , ( , , )n m LT x y z المنطقة على  الجزئي هي دوال مستمرة وقابلة للاشتقاق
 

3
1, 1 ,  وكانت( , , )i j kx y z هي عبارة عن جذور كثيرات الحدود  , , ( , , ) 0n m LT x y z ,
 :( تكتب بالشكل التالي6) كعيبيةذلك ثوابت العلاقة الت فعند

 
3

3

1

11
( , , )

( , , )




  

ijk

nmL i j k

mnL j j k

C
T x y z

T x y z
x y z

 

 ( في هذه الحالة تصبح على الشكل التالي:6العلاقة ) :الاثبات
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   

1 1 1

2 2 2
1 1 1

, ,

1, 1, 1

1
( , , )

1 1 1

( , , ) (12)

  

  

  

  



  


m n L

i jk i j k

i j k

f x y z dxdydz
x y z

C f x y z

 

 (9و4ننطلق من التكامل الايسر من التكامل وحسب العلاقتين)

 

   

  

1 1 1

2 2 2
1 1 1

1 1 1

2 2 2
1 1 1

1 2.

22
1, 11

1

2

2

1

1
( , , )

1 1 1

1 1
( , , )

1 1 1

1
( , , )

( , )1
( , )

( , )
( , )

  

  

  

  



 






  

 
 
   
 

 
 
  
 
 

  



 

  

  


n m

i j

i j nm i j

mn i j

nm i j

mn j j

f x y z dxdydz
x y z

f x y z dxdy dz
z x y

f x y z dz
T x yz

T x y
x y

T x y
T x y

x




1.

2
1, 1 1

2,

2
1, 1 1 1

1

3, ,

3
, , 1

1

1
( , , )

1

( , , )
( , ) ( ) ( )

( , )

( , , )
( , , )

( , , )



  

   







 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

  




  

 

 



n m

i j

i j

n m L

i j k

i j knm i j L k L K

mn j j

n m L

i j k

i j k nmL i j k

mnL i j k

f x y z dz
z

y

f x y z
T x y T z T z

T x y
x y

f x y z
T x y z

T x y z
x y z

 


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 منه نستنتج أن :      

                        3

3

1

( , , )
( , , )




  

ijk

nmL i j k

mnL i j k

C
T x y z

T x y z
x y z



 

 

بالدالة ولا علاقة لها تشيبيشيف:كما هو واضح أن الثوابت مرتبطة فقط بكثيرات حدود  ملاحظة
( , , )f x y z . 

ل الدالةلتكاماستخدم العلاقة التكعيبية السابقة من أجل حساب القيمة التقريبية :2مثال

 1 2 3, , 7f x x x على المكعب 
3

1, 1   3الفضاءفيR1معتبرا  n m L. 

 :(12)العلاقة التكعيبيةالحل: حسب 
1 1 1

111 1 1 1
2 2 2

1 1 1

7
( , , )

(1 )(1 )(1 )

  

  


  

   dxdydz C f x y z
x y z

 

1وباعتبار أن  n m L  111تشيبيشيففإننا نستخدم كثيرة حدودT  

111( , , ) T x y z xyz 

 و جذر كثيرة الحدود هذه هو: 

( , , ) (0,0,0)x y z 

(0,0,0)عند النقاط, فنجد:نحسب قيم الدالة المفروضة  7f                                                    
 يكون الثابت المقابل لنقطة العلاقة التكعيبية هو:(11) و بالاعتماد على العلاقة

3

111 c  

 و أخيرا فإن قيمة التكامل تساوي:
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 3 37 7 I   

 و القيمة التحليلية للتكامل هي:
1 1 1

3

2 2 2
1 1 1

7
7

(1 )(1 )(1 )

  

  


  

   dxdydz
x y z

 

 نلاحظ أن العلاقة صحيحة تماما. 

 . nRفضاءالعلى في الحالة العامة  لتكاملات المضاعفة.حساب ا4-4

يمكننا كتابة  كثيرات الحدود المتعامدة من نوع  (10)و(7)و(3)اعتمادا على العلاقات  
 .بالشكل التالي :nR من المتحولات  على على الفضاء nبـ  تشيبيشيف

   

 

1

2

2 1 2

... 1 2

01

1

( ( 1) 2 ) , . ,...,

. (13)

 
  

  





 
   

  







i

i i

n

i

n
i k kk i

i n

ki i

n

i

i

k
T x x x x x x

kk

T x



 

 





 

دالة الوزن هي : حيث إن 2

1

1
( ) ; 1



  
n

i

i

x r x
r



 
. 

 وتصبح العلاقة التكعيبية في هذه الحالة: 

 
 

 

1 2

1 2

1 2

, ,..,

,.., 1 2 3

, ,.., 12

1

1 2 3

1
( ) ( ) ; , , ,...

1

; ... , 1, 1 (14)






 



    




n

n

n

i

i i i n
n

i i i

i

i

n

n

f x dx C f x x x x x x

x

dx dx dx dx dx

  

 

ةه واعتبارها هي النقاط التكاملينقوم بإيجاد جذور كثيرات الحدود هذ 1 2

1 2, ,..., ni i ii

nx x x x 
  .,ونوجد الثوابت الموافقة
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بفرض أن : 3مبرهنة 
1 2 ... 1 2 3( ) ; , , ,...

n nT x x x x x x  
 للاشتقاقهي دوال مستمرة وقابلة  

المنطقة  على الجزئي 1, 1 
n وكانت ,( ) ; 1,2,...,ix i N  هي عبارة عن جذور كثيرات

1  الحدود 2, ,.., ( ) 0
n

T x  
 :( تكتب بالشكل التالي41) كعيبيةذلك ثوابت العلاقة الت , فعند

 

1 2

1 2

2

...

... 1

1

15

( )
( )

; 1,2,...,






 
 
 
  
 





n

n

n

i

n i

i

n

i

i

C

T x
T x

x

i N

  

  



 

 حدود تشيبيشيف. كثيرةهو عدد جذور N حيث إن

بنفس طريقة اثبات المبرهنات السابقة. الاثبات:
 

 ولا علاقة لها تشيبيشيفمرتبطة فقط بكثيرات حدود  iC:كما هو واضح أن الثوابت  ملاحظة
)بالدالة )f x. 

ل الدالةلتكاماستخدم العلاقة التكعيبية السابقة من أجل حساب القيمة التقريبية :3مثال

 1 2 3 4, , , 5f x x x xالمكعب  على 
4

1, 1  4الفضاءRمعتبرا

1 2 3 4 1      . 

 :(14)الحل: حسب العلاقة التكعيبية
1 1 1 1

1 1 1 1

1 2 3 4 1111 1 2 3 4
2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 3 4

5
( , , , )

(1 )(1 )(1 )(1 )

   

   


   

    dx dx dx dx C f x x x x
x x x x

 

1وباعتبار أن 2 3 4 1        1111تشيبيشيففإننا نستخدم كثيرة حدودT  

1111 1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) T x x x x x x x x 
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 و جذر كثيرة الحدود هذه هو: 

1 1 1 1

1 2 3 4( , , , ) (0,0,0,0)x x x x  

(0,0,0,0)نحسب قيم الدالة المفروضة عند النقاط, فنجد: 5f                                                    
 يكون الثابت المقابل لنقطة العلاقة التكعيبية هو:(15) و بالاعتماد على العلاقة

4

1111 c  

 و أخيرا فإن قيمة التكامل تساوي:

 4 45 5 I   

 التحليلية للتكامل هي:و القيمة 
1 1 1 1

4

1 2 3 4
2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 3 4

5
5

(1 )(1 )(1 )(1 )

   

   


   

    dx dx dx dx
x x x x

 

  .العلاقة صحيحة تمامانلاحظ أن 

 الاقتراحات والتوصيات:

 .المثلثيةتشكيل علاقات تقريبية للدوال -1

 العلاقات التقريبية للتكاملات المضاعفة بمتحولات عقدية.-2

 .الناقصية الكروية وتكاملية المناطق ال استخدام مبدأ غاوس في -3 
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