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 كلمات مفتاحية:

 الملخص

في هذه الدراسة,  نقترح تعميماً لكل من تحويل فورييه الكسري وتحويل لابلاس إلى    
وذلك بالاعتماد على عدة صيغ لتحويلات فورييه الكواترنيونية, التي  ,المجال الكواترنيوني

 من قبل عدد من الباحثين. تم تطويرها مؤخراً 

نبدأ بتقديم تعريف لتحويل فورييه الكسري الكواترنيوني بالاعتماد على إحدى الصيغ   
الحديثة المقترحة لتحويل فورييه الكسري , وأتبعنا ذلك بدراسة العديد من خواصه, بعد ذلك 

 نستعرض تطبيقه في حل معادلة التسخين الكواترنيونية.

إثبات  ترنيوني وفقاً لشروط محددة, ونعمل علىنقدم تعريفاً لتحويل لابلاس الكوا بعد ذلك   
عدد من خصائصه الرئيسية. وأخيراً, نوضح فاعلية هذا التحويل من خلال تطبيقه في حل 

 عدد من المعادلات التفاضلية الكواترنيونية.
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يل فورييه الكسري تحو  – الكواترنيونيتحويل لابلاس  -التابع ذو القيمة الكواترنيونية  –الكواترنيون 
 . المعادلات التفاضلية الكواترنيونية – الكواترنيوني
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Summary 

  In this study, we propose a generalization of both the fractional 

fourier transform and the laplace transform to the quaternionic 

domain, based on several formulations of quaternionic fourier 

transforms that have been recently developed by varios researchers.  

  We begin by introducing a definition of the quaternionic fractional 

fourier transform, constructed upon newly proposed formulation of 

the fractional fourier transform. This is  followed by analysis of 

several fundamental properties of the transform. Subsequently, we 

demonstrate its application in solving the quaternionic heat equation. 

  Thereafter, we present a formal definition of the quaternionic laplace 

transform under specific conditions and rigorously establish many of 

its properties. Finally, we illustrate the effectiveness of this transform 

through its application to the solution of various quaternionic 

differential equations. 
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Quaternion - Quaternion valued function – Quaternionic laplace 

transform -  Quaternionic fractional fourier transform – Quaternionic 

differential equations. 

 :مقدمة -1

وهو المصطلح  ( المجموعة المكونة من أربعة عناصر.Quaternion -كواترنيونتعني كلمة )  
علاقة )جبرية و يُقدم الكواترنيون بأكثر من صيغة و المعتمد للأعداد التي تلي العقدية مباشرةً . 

د على مصطلح الكواترنيون بدلًا عن الرباعيات اعتمللا ما دفعناوهو مصفوفية(  -متجهية  –
 نسبة إلى مكتشفها هاملتون. Hلمجموعة الأعداد الكواترنيونية بالرمز  يرمز عادةً و  ,في بحثنا

كان له أهمية كبيرة في الميكانيك إلّا أنه لم يُلب تطلعات الباحثين في  مع ظهور الكواترنيونو   
لخاصة التبديلية الكواترنيون لبسبب عدم تحقيق تعميم المفاهيم التقليدية في التحليل الرياضي 

في أن يطبقا ( Delsuc-( و) ديلسوكErnst-إلى أن استطاع كل من )إرنست ,في الضرب
ديثاً ح الكواترنيون على تحويلات فورييه وذلك في أواخر ثمانينات القرن الماضي من ثم طور

الدراسات حتى , وتوالت بعدها  [ 1-2-3-4 ] (Sangwine-و)سانجوين (Ell-من قبل )إيل
يومنا هذا في تطوير مجالات استخدام الكواترنيون في التحليل الرياضي, كما ازدادت أهمية 
الكواترنيون في نواحي تطبيقية متنوعة لاسيما في الفيزياء والميكانيك بالإضافة للبرمجيات 

  والاتصالات.

 :هدف البحث -2
لاستنتاج  كوذل الكواترنيونية المدروسة سابقاً عتماد على صيغ فورييه الاإلى  يهدف البحث  

الكواترنيوني وذلك  العديد من التحويلات الكواترنيونية الأخرى خصوصا تحويل فورييه الكسري
لابلاس الكواترنيوني وفق  بالإضافة إلى تحويل  [5]بالاعتماد على إحدى صيغه المطورة 

 .معادلات تفاضلية كواترنيونية شروط محددة, يتبع ذلك تطبيق هذين التحويلين في حل
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 مشكلة البحث:
ي عدم تحقق الخاصة التبديلية فإلى التعامل مع الكواترنيون  فيتكمن المشكلة الأساسية   

الضرب وهذا ما يضع بعض العقبات والصعوبات في تطوير أي مفهوم تقليدي في التحليل 
ما مفهوم رياضي على الكواترنيون مالرياضي وهو ما يلزمنا بوضع آليات محددة عند تعميم أي 

 يزيد من صعوبة البحث وتطبيقه.
 )تعاريف ومفاهيم أساسية(: طرائق البحث -3

 الكواترنيون: (1

𝐻:كما يلي ويُعرّف الكواترنيون  = {𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘  ; 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈ 𝑅} 

𝑖2                         :حيث        = 𝑗2 = 𝑘2 = −1     

                             و            
𝑗𝑘 = −𝑘𝑗 = 𝑖
𝑘𝑖 = −𝑖𝑘 = 𝑗
𝑖𝑗 = −𝑗𝑖 = 𝑘

                            

 كالتالي:,اترنيون كزوج من الأعداد العقديةويمكننا أيضاً أن نقدم الكو 

                      𝐻 =  {𝛾1 + 𝛾2𝑗  ; 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝐶}                                               

𝑞̅ ::شكلبال كما نعرف مرافق الكواترنيون   = 𝑞0 − 𝑞1𝑖 − 𝑞2𝑗 − 𝑞3𝑘   نظيمه بالعلاقة: و     
|𝑞| = √𝑞0 2 + 𝑞1 2 + 𝑞2 2 + 𝑞3 2  أما مقلوبه  فهو . 𝑞−1 =

𝑞̅

|𝑞|2
وللاطلاع على المزيد . 

 [. 11-10-9-8-7-6يُمكن العودة للمراجع ] ,من بنية الكواترنيون وصيغه المختلفة وخواصه

 :ذو القيمة الكواترنيونيةالتابع  (2

 :إذا كتب بالشكلذو قيمة كواترنيونية  نهإ 𝑓(𝑡) ا نقول عن تابع م

                        𝑓(𝑡) = 𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖 + 𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘 
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,𝑓0(𝑡)حيث  𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡), 𝑓3(𝑡) منسواء كان  رتوابع حقيقية لمتغي  𝐻أو 𝐶 أو 𝑅 . 
 :تحويل فورييه الكواترنيوني (3

 لتحويل فورييه الكواترنيوني عدة علاقات وحالات منها:

 (a   نعرف تحويل فورييه الكواترنيوني أحادي البُعد𝑓1(𝑤) على التابع𝑓 ∈ 𝐿1(𝑅, 𝐻) 
 بالشكل:  

            𝐹1{𝑓(𝑡)}(𝑤) = 𝑓1(𝑤) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒𝑖𝑤𝑡𝑑𝑡    ; 𝑡, 𝑤 ∈ 𝑅
𝑅

 

(b   ليكن𝑓 ∈ 𝐿2(𝑅2, 𝐻)        

𝑡       و = 𝑡1𝑒1 + 𝑡2𝑒2 ∈ 𝑅2   ،      𝑤 = 𝑤1𝑒1 + 𝑤2𝑒2 ∈ 𝑅2  

 عندئذٍ نعرف تحويل فورييه الكواترنيوني ثنائي الإشارة ذو الجانبين بالعلاقة التالية:

𝐹2{𝑓}(𝑤) = 𝑓2(𝑤) = ∫ 𝑒−𝑖𝑤1𝑡1

𝑅2

𝑓(𝑡)𝑒−𝑗𝑤2𝑡2𝑑2𝑡 

(c  ليكن𝑓 ∈ 𝐿1(𝐻, 𝐻)  تابع بمتغير وقيمة كواترنيونية عندئذٍ نُعرف تحويل فورييه

 الكواترنيوني رباعي الإشارة له بالعلاقة:

𝐹4{𝑓(𝑡)}(𝑤) = 𝑓4(𝑤) = ∫ 𝑒𝐼𝑤𝑡

𝐻

𝑓(𝑡)𝑑4𝑡  
 
 ; 𝑡, 𝑤 ∈ 𝐻 

𝐼  حيث ∈ 𝐻 لشرطاحقق يو  𝐼2 = −1: 

 

 

 

 

  نتائج ومناقشتها:لا -4
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𝟐𝐃تحويل فورييه الكسري الكواترنيوني ثنائي البعد  − 𝐐𝐅𝐅𝐓 
وبعدها  1993عام   QFT( مفهوم تحويل فورييه الكواترنيوني Ell. T.A -قدم بدايةً ) إيل    

تحويل  على يد مجموعة من الباحثين. كما هو معلوم فإنّ   FFTظهر مفهوم تحويل فورييه الكسري 
ينقل الإشارات من مجال الوقت ذي القيمة الحقيقية إلى مجال التردد ذي  𝑄𝐹𝑇 فورييه الكواترنيوني

القيمة الرباعية. لكن تحويل فورييه الكسري ثنائي الأبعاد المقترح سينقل الإشارة إلى مجالات زمنية 
2𝐷)ترددية موحدة. سنقدم تحويل فورييه الكسري ثنائي الأبعاد الكواترنيوني  − 𝑄𝐹𝐹𝑇)   ونقوم

على دمج المعلومات في ج الصيغة العكسية له واثبات العديد من الخواص. معتمدين باستنتا
ونتبع ذلك بتطبيق التحويل المستحدث على معادلة التسخين في الحالة  [.2[ و ]5المرجعين ]

 الكواترنيونية.
𝑓ليكن : (1(تعريف ∈ 𝐿2(𝑅2, 𝐻) عدبالكسري الكواترنيوني ثنائي العندئذٍ نعرف تحويل فورييه 

2𝐷 − 𝑄𝐹𝐹𝑇  من المرتبةα, 𝛽 :كما يلي 
𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑥, 𝑦)] = 𝑓𝛼,𝛽(𝑤1, 𝑤2)                                                       

= ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞
 ;   0 < 𝛼 , 𝛽 ≤ 1

+∞

−∞
        

𝑙1−ضمن الشريحة     𝑤1والتكامل الأخير يتقارب من  ≤ 𝐼𝑚(𝑤1) ≤ 𝑙1   حيث𝑅𝑒(𝑖𝑤1) >

𝑙1 ويتقارب من 𝑤2   ضمن الشريحة−𝑙2 ≤ 𝐼𝑚(𝑤2) ≤ 𝑙2    حيث𝑅𝑒(𝑗𝑤2) > 𝑙2   ,
∫كما يمكن اعتبار تحقق الشرط :   [.12وذلك حسب المرجع ] ∫ |𝑓(𝑢, 𝑣)|𝑑𝑢𝑑𝑣 <

+∞

−∞

+∞

−∞

 شرطاً كافياً للتقارب.   ∞

2𝐷) الصيغة العكسية لـ − 𝑄𝐹𝐹𝑇) : 

 [2بالانطلاق من الصيغة العكسية لتحويل فورييه الكواترنيوني من الجانبين ]

𝑓(𝑢, 𝑣) =
1

(2𝜋)2
∫ ∫ 𝑒𝑖𝑥𝑢𝑓𝛼,𝛽(𝑥, 𝑦)𝑒𝑗𝑦𝑣𝑑𝑥𝑑𝑦

+∞

−∞

  
+∞

−∞
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𝑥وبوضع  =  𝑤1

1

𝛼, 𝑦 = 𝑤2

1

𝛽    عندئذٍ تصبع العلاقة بالشكل 

 𝑓(𝑢, 𝑣) =
1

𝛼𝛽(2𝜋)2 ∫ ∫ 𝑒𝑖 𝑤1

1
𝛼𝑢 𝑤1

1−𝛼

𝛼 𝑓𝛼,𝛽( 𝑤1, 𝑤2)𝑒𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑤2

1−𝛽

𝛽 𝑑 𝑤1𝑑𝑤2
+∞

−∞
  

+∞

−∞
 

2𝐷)ومنه صيغة فورييه العكسية لـ  − 𝑄𝐹𝐹𝑇)  :تعرف بالعلاقة 

 𝐹𝛼,𝛽
−1 {𝑓𝛼,𝛽( 𝑤1, 𝑤2)} =

1

𝛼𝛽(2𝜋)2 ∫ ∫ 𝑒𝑖 𝑤1

1
𝛼𝑢 𝑤1

1−𝛼

𝛼 𝑓𝛼,𝛽( 𝑤1, 𝑤2)𝑒𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑤2

1−𝛽

𝛽 𝑑 𝑤1𝑑𝑤2
+∞

−∞
  

+∞

−∞
  

2𝐷لنوجد  :(1)مثال − 𝑄𝐹𝐹𝑇  :للتابع الآتي 

                                 𝑓(𝑥, 𝑦) = {
1  ;  −1 < 𝑥, 𝑦 < 1

0   ;    غيرذلك                

𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑥, 𝑦)] = ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑥𝑑𝑦

+∞

−∞

   
+∞

−∞

 

                                = ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑥𝑑𝑦

+1

−1
   

+1

−1
 

                               = ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑥𝑑𝑥 ∫ 𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑦𝑑𝑦

+1

−1
   

+1

−1
 

                                                         = 4
𝑠𝑖𝑛𝑤1

1
𝛼

𝑤1

1
𝛼

 .
𝑠𝑖𝑛𝑤2

1
𝛽

𝑤2

1
𝛽

 

2𝐷 ولنثبت الآن تحقق عدد من الخواص التالية في   - − 𝑄𝐹𝐹𝑇 . 
-  
 الخطية. الخاصة -1

 كون الخاصة التبديلية غير محققة في الكواترنيون سنناقش خاصية الخطية من الجانبين.

a) : الخطية من اليمين 
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,𝑓1من أجل  𝑓2 ∈ 𝐿2(𝑅2, 𝐻)   وثوابت كواترنيونية تحقق 

𝑘1, 𝑘2 ∈ {𝑞; 𝑞 = 𝑞0 + 𝑗𝑞2, 𝑞0, 𝑞2 ∈ 𝑅} 

  :عندئذٍ 

:𝐹𝛼,𝛽[𝑓1(𝑢, 𝑣)𝑘1 + 𝑓2(𝑢, 𝑣)𝑘2] = 𝐹𝛼,𝛽[𝑓1(𝑢, 𝑣)]𝑘1 + 𝐹𝛼,𝛽[𝑓2(𝑢, 𝑣)]𝑘2    

     الاثبات:

 𝐹𝛼,𝛽[𝑓1(𝑢, 𝑣)]𝑘1 + 𝐹𝛼,𝛽[𝑓2(𝑢, 𝑣)]𝑘2 =     

         = ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢[𝑓1(𝑢, 𝑣)]𝑘1 + [𝑓2(𝑢, 𝑣)]𝑘2 𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞
   

+∞

−∞
 

  = ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢[𝑓1(𝑢, 𝑣)]   𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣𝑘1

+∞

−∞
     +

+∞

−∞

        ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢[𝑓2(𝑢, 𝑣)]   𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣𝑘2

+∞

−∞
  

+∞

−∞
   

= 𝐹𝛼,𝛽[𝑓1(𝑢, 𝑣)]𝑘1 + 𝐹𝛼,𝛽[𝑓2(𝑢, 𝑣)]𝑘2              

     

(𝑏   :الخطية من اليسار 

,𝑓1من أجل  𝑓2 ∈ 𝐿2(𝑅2, 𝐻)  وثوابت كواترنيونية تحقق 

𝑙1, 𝑙2 ∈ {𝑞; 𝑞 = 𝑞0 + 𝑖𝑞1, 𝑞0, 𝑞1 ∈ 𝑅} 

   :عندئذٍ 

𝑙1 𝐹𝛼,𝛽[𝑓1(𝑢, 𝑣)] + 𝑙2𝐹𝛼,𝛽[𝑓2(𝑢, 𝑣)] = 𝑙1𝐹𝛼,𝛽[𝑓1(𝑢, 𝑣)] + 𝑙2𝐹𝛼,𝛽[𝑓2(𝑢, 𝑣)]       

 الاثبات:

𝑙1 𝐹𝛼,𝛽[𝑓1(𝑢, 𝑣)] + 𝑙2𝐹𝛼,𝛽[𝑓2(𝑢, 𝑣)]   
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     = ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢𝑙1[𝑓1(𝑢, 𝑣)] + 𝑙2[𝑓2(𝑢, 𝑣)] 𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞
   

+∞

−∞
 

   = 𝑙1 ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢[𝑓1(𝑢, 𝑣)]   𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞
+

+∞

−∞

      𝑙2 ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢[𝑓2(𝑢, 𝑣)]   𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞
                               

+∞

−∞
    

 = 𝑙1𝐹𝛼,𝛽[𝑓1(𝑢, 𝑣)] + 𝑙2𝐹𝛼,𝛽[𝑓2(𝑢, 𝑣)]  

 خاصية الإزاحة: -2
,𝑎تابع ذو قيمة كواترنيونية , و   𝑓من أجل  𝑏 ∈ 𝑅 : ٍعندئذ , 

𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢 − 𝑎, 𝑣 − 𝑏)] = 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑎𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)]   𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑏 

 الاثبات:

 بالاعتماد على التعريف نجد 

𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢 − 𝑎, 𝑣 − 𝑏)] = ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢𝑓(𝑢 − 𝑎, 𝑣 − 𝑏)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞
 

+∞

−∞
         

𝑠وبوضع  = 𝑢 − 𝑎, 𝑡 = 𝑣 − 𝑏  :فتصبح العلاقة بالشكل 

𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢 − 𝑎, 𝑣 − 𝑏)] =  ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼(𝑠+𝑎)𝑓(𝑠, 𝑡)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽(𝑡+𝑏)𝑑𝑠𝑑𝑡

+∞

−∞

   
+∞

−∞

 

    = ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑎𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑠𝑓(𝑠, 𝑡)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑡𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑏𝑑𝑠𝑑𝑡

+∞

−∞
   

+∞

−∞
 

                                          = 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑎𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑠, 𝑡)]   𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑏 

 خاصية الالتفاف: -3
,𝑓من أجل  𝑔 ∈  𝐿2(𝑅2, 𝐻)    وحسب تعريف الالتفاف لتابعين 
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𝑓(𝑥) ∗ 𝑔(𝑥) = ∫ ∫ 𝑓(𝑢, 𝑣)𝑔(𝑥 − 𝑢, 𝑦 − 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣
+∞

−∞

   
+∞

−∞

 

 يتحقق لدينا ما يلي:

   (𝑎)  𝐹𝛼,𝛽[𝑓 ∗ 𝑔] = 𝐹𝛼,𝛽[𝑓]. 𝐹𝛼,𝛽[𝑔] 
(b)  𝐹𝛼,𝛽

−1 {𝐹𝛼,𝛽[𝑓]. 𝐹𝛼,𝛽[𝑔]} = (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑢, 𝑣) 

 الاثبات:

   (𝑎     ليكن𝑓, 𝑔 ∈  𝐿2(𝑅2, 𝐻) ولنفرض𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝑅2   بحيث 

                 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑌 = (𝑦1, 𝑦2), 𝑍 = (𝑧1, 𝑧2)               

𝐹𝛼,𝛽[𝑓          : عندئذٍ  ∗ 𝑔] = ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑥1(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑋)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑥2𝑑𝑋

+∞

−∞
   

+∞

−∞
  

= ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑥1 {∫ ∫ 𝑓(𝑌)𝑔(𝑋 − 𝑌)𝑑𝑌

+∞

−∞

   
+∞

−∞

} 𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑥2𝑑𝑋

+∞

−∞

   
+∞

−∞

 

= ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑥1𝑓(𝑌) {∫ ∫ 𝑔(𝑋 − 𝑌)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑥2𝑑𝑋

+∞

−∞
   

+∞

−∞
}

+∞

−∞
 𝑑𝑌  

+∞

−∞
  

𝑍     وبوضع  = 𝑋 − 𝑌        :فتصبح العلاقة بالشكل 

𝐹𝛼,𝛽[𝑓 ∗ 𝑔] =

∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼(𝑦1+𝑧1)𝑓(𝑌) {∫ ∫ 𝑔(𝑍)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽(𝑦2+𝑧2)𝑑𝑍

+∞

−∞
   

+∞

−∞
}

+∞

−∞
 𝑑𝑌  

+∞

−∞
  

= (∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑦1𝑓(𝑌)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑦2𝑑𝑌

+∞

−∞

   
+∞

−∞

) . (∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑧1𝑓(𝑍)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑧2𝑑𝑍

+∞

−∞

   
+∞

−∞

) 

= 𝐹𝛼,𝛽[𝑓]. 𝐹𝛼,𝛽[𝑔]  
    (𝑏                                                           𝐹𝛼,𝛽

−1 {𝐹𝛼,𝛽[𝑓]. 𝐹𝛼,𝛽[𝑔]} = 
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1

𝛼𝛽(2𝜋)2 ∫ ∫ 𝑒𝑖 𝑤1

1
𝛼𝑢 𝑤1

1−𝛼

𝛼 [∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢́𝑓(𝑢́, 𝑣́)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣́𝑑𝑢́𝑑𝑣́

+∞

−∞
. 𝐹𝛼,𝛽{𝑔}(𝑤1, 𝑤2) 

+∞

−∞
] 𝑒𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑤2

1−𝛽

𝛽 𝑑 𝑤1𝑑𝑤2
+∞

−∞
 

+∞

−∞
                                  

= ∫ ∫ 𝑓(𝑢́, 𝑣́) [
1

𝛼𝛽(2𝜋)
2
∫ ∫ 𝑒

𝑖𝑤1

1

𝛼(𝑢−𝑢́)
 𝑤1

1−𝛼

𝛼

+∞

−∞
. 𝐹𝛼,𝛽

{𝑔}(𝑤1 , 𝑤2)𝑒
𝑗𝑤2

1

𝛽(𝑣−𝑣́)
𝑤2

1−𝛽

𝛽 𝑑 𝑤1𝑑𝑤2  
+∞

−∞
] 𝑑𝑢́𝑑𝑣́

+∞

−∞
 

+∞

−∞
 

= ∫ ∫ 𝑓(𝑢́, 𝑣́)𝑔(𝑢 − 𝑢,́ 𝑣 − 𝑣́)𝑑𝑢́𝑑𝑣́
+∞

−∞
  

+∞

−∞
   

= (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑢, 𝑣)                                                                                                      

2𝐷طبيقت جتانطلاقاً من أهمية تحويل فورييه في حل المعادلات التفاضلية الجزئية ندرس نا   −

𝑄𝐹𝐹𝑇  .على المشتقات الجزئية 

𝟐𝑫ناتج  -4 − 𝑸𝑭𝑭𝑻  :على المشتقات الجزئية 
𝑓  ليكن  ∈  𝐿2(𝑅2, 𝐻)  2تابع ذو قيمة كواترنيونية ,عندئذٍ ناتج𝐷 − 𝑄𝐹𝐹𝑇   على

,𝑓(𝑢المشتقات الجزئية لـ  𝑣) :تعطى كما يلي 

1)                                   𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕

𝜕𝑢
𝑓(𝑢, 𝑣)] = (𝑖𝑤1

1

𝛼)𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)]  

2)  𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕𝑛

𝜕𝑢𝑛
𝑓(𝑢, 𝑣)] = (𝑖𝑤1

1

𝛼)𝑛𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)]                                

3   )                               𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕

𝜕𝑣
𝑓(𝑢, 𝑣)] = 𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)](𝑗𝑤2

1

𝛽)        

    (4                             𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕𝑛

𝜕𝑣𝑛
𝑓(𝑢, 𝑣)] = 𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)](𝑗𝑤2

1

𝛽)𝑛    

(5              𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕2

𝜕𝑢𝜕𝑣
𝑓(𝑢, 𝑣)] = (𝑖𝑤1

1

𝛼)𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)](𝑗𝑤2

1

𝛽)                

 الإثبات:

𝐹𝛼,𝛽   لدينا (1 [
𝜕

𝜕𝑢
𝑓(𝑢, 𝑣)] = ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢 𝜕

𝜕𝑢
𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞
   

+∞

−∞
 

 وبمكاملة التكامل الداخلي بالتجزئة نجد 
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= ∫ {[𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢𝑓(𝑢, 𝑣)] − ∫ −𝑖𝑤1

1
𝛼𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢𝑓(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢

+∞

−∞

} 𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣 𝑑𝑣  

+∞

−∞

 

= 𝑖𝑤1

1

𝛼 ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞
   

+∞

−∞
                    

= (𝑖𝑤1

1

𝛼)  𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)]                                       

 :لنثبت صحة العلاقة بالاعتماد على الاستقراء الرياضي. لتكن لدينا القضية  (2

   𝐸(𝑛):  𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕𝑛

𝜕𝑢𝑛
𝑓(𝑢, 𝑣)] = (𝑖𝑤1

1

𝛼)𝑛𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)]  

𝑛)لنثبت صحة القضية من أجل =  (تم إثبات ذلك سابقاً ) ,  (1

  𝐸(1):   𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕

𝜕𝑢
𝑓(𝑢, 𝑣)] = (𝑖𝑤1

1

𝛼)𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)]     

                                                       :لنفرض صحة القضية 

𝐸(𝑛):  𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕𝑛

𝜕𝑢𝑛
𝑓(𝑢, 𝑣)] = (𝑖𝑤1

1

𝛼)𝑛𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)]                    

 ولنثبت صحة القضية:

      𝐸(𝑛 + 1):  𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕𝑛+1

𝜕𝑢𝑛+1
𝑓(𝑢, 𝑣)] = (𝑖𝑤1

1
𝛼)𝑛+1𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)] 

  𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕𝑛+1

𝜕𝑢𝑛+1
𝑓(𝑢, 𝑣)] = ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢

𝜕𝑛+1

𝜕𝑢𝑛+1
𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞

   
+∞

−∞

 

 بمكاملة التكامل الداخلي بالتجزئة نجد:

= ∫ {[𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢

𝜕𝑛

𝜕𝑢𝑛
𝑓(𝑢, 𝑣)] − ∫ −𝑖𝑤1

1
𝛼𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢

𝜕𝑛

𝜕𝑢𝑛
𝑓(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢

+∞

−∞

} 𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣 𝑑𝑣

  

+∞

−∞

 

= 𝑖𝑤1

1

𝛼 ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢 𝜕𝑛

𝜕𝑢𝑛 𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞
   

+∞

−∞
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= 𝑖𝑤1

1

𝛼 [(𝑖𝑤1

1

𝛼)𝑛𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)]]                  

= (𝑖𝑤1

1

𝛼)𝑛+1𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)]                  

𝑛ومنه القضية صحيحة من أجل أي  ≥ 1. 

3)   𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕

𝜕𝑣
𝑓(𝑢, 𝑣)] = ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢 𝜕

𝜕𝑣
𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞
   

+∞

−∞
    

  :وبمكاملة التكامل الداخلي بالتجزئة نجد

= ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢 {[𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑢] − ∫ 𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣(−𝑗𝑤2

1

𝛽) 𝑑𝑣
+∞

−∞
} 𝑑𝑢  

+∞

−∞
            

= ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣(𝑗𝑤2

1

𝛽)
+∞

−∞
   

+∞

−∞
           

=   𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)](𝑗𝑤2

1

𝛽)                                                     

 :لتكن لدينا القضية  ,أيضا هنا سنثبت صحة العلاقة بالاستقراء الرياضي (4

 𝐸(𝑛):    𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕𝑛

𝜕𝑣𝑛
𝑓(𝑢, 𝑣)] = 𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)](𝑗𝑤2

1
𝛽

)𝑛 
𝑛لنثبت صحة القضية من أجل  = 1 

 𝐸(1):    𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕

𝜕𝑣
𝑓(𝑢, 𝑣)] = 𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)](𝑗𝑤2

1

𝛽)             
 لنفرض صحة القضية :, و وهذا تم إثباته سابقاً 

 𝐸(𝑛):    𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕𝑛

𝜕𝑣𝑛
𝑓(𝑢, 𝑣)] = 𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)](𝑗𝑤2

1
𝛽

)𝑛 
 ولنثبت صحة القضية :

 𝐸(𝑛 + 1):    𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕𝑛+1

𝜕𝑣𝑛+1
𝑓(𝑢, 𝑣)] = 𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)](𝑗𝑤2

1
𝛽

)𝑛+1 
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 𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕𝑛+1

𝜕𝑣𝑛+1
𝑓(𝑢, 𝑣)] = ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢

𝜕𝑛+1

𝜕𝑣𝑛+1
𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞

  
+∞

−∞

 

 بمكاملة التكامل الداخلي بالتجزئة نجد:

= ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢 {[

𝜕𝑛

𝜕𝑣𝑛
𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣] − ∫

𝜕𝑛

𝜕𝑣𝑛
𝑓(𝑢, 𝑣) (−𝑗𝑤2

1
𝛽

𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣) 𝑑𝑣

+∞

−∞

} 𝑑𝑢   
+∞

−∞

 

= ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢

𝜕𝑛

𝜕𝑢𝑛
𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣 (𝑗𝑤2

1
𝛽

)
+∞

−∞

   
+∞

−∞

 

= [𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)](𝑗𝑤2

1

𝛽)𝑛] 𝑗𝑤2

1

𝛽                                      

= 𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)](𝑗𝑤2

1

𝛽)𝑛+1                                           

𝑛ومنه القضية صحيحة من أجل أي  ≥ 1   . 

5)  𝐹𝛼,𝛽 [
𝜕2

𝜕𝑢𝜕𝑣
𝑓(𝑢, 𝑣)] =  ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢 𝜕

𝜕𝑣
𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞
   

+∞

−∞
      

 :وبمكاملة التكامل الداخلي بالتجزئة نجد  

= ∫ {[𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢 𝜕

𝜕𝑣
𝑓(𝑢, 𝑣)] − ∫ −𝑖𝑤1

1

𝛼𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢 𝜕

𝜕𝑣
𝑓(𝑢, 𝑣) 𝑑𝑢

+∞

−∞
} 𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑢𝑑𝑣  

+∞

−∞
  

    = (𝑖𝑤1

1

𝛼) ∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢 𝜕

𝜕𝑣
𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗𝑤2

1
𝛽𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

+∞

−∞
   

+∞

−∞
 

 نجد   𝑣يرلتجزئة مرة أخرى بالنسبة للمتغوبالمكاملة با

= (𝑖𝑤1

1

𝛼) ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢 {[𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝐽𝑤2

1
𝛽𝑣] − ∫ 𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝐽𝑤2

1
𝛽𝑣(−𝑗𝑤2

1

𝛽) 𝑑𝑣
+∞

−∞
} 𝑑𝑢 

+∞

−∞
  

= (𝑖𝑤1

1

𝛼) [∫ ∫ 𝑒−𝑖𝑤1

1
𝛼𝑢𝑓(𝑢, 𝑣)𝑒−𝐽𝑤2

1
𝛽𝑣 

+∞

−∞
𝑑𝑢𝑑𝑣  

+∞

−∞
] ( 𝑗𝑤2

1

𝛽)          

= (𝑖𝑤1

1

𝛼)  𝐹𝛼,𝛽[𝑓(𝑢, 𝑣)](𝑗𝑤2

1

𝛽)                                             □    
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2𝐷 ماستخد) ا :تطبيق − 𝑄𝐹𝐹𝑇 الكواترنيونية في حل معادلة التسخين في الحالة            ) 
 : (2) مثال 

 لتكن لدينا معادلة التسخين في الحالة الكواترنيونية التالية:

                            𝜕𝑔

𝜕𝑡
− 𝑘(

𝜕2𝑔

𝜕2𝑢
+

𝜕2𝑔

𝜕2𝑣
) = 0            

,𝑔(𝑢  حيث 𝑣, 𝑡): 𝑅2 × 𝑅+ → 𝐻  مع الشرط الابتدائي𝑔(𝑢, 𝑣, 0) = 𝑓(𝑢, 𝑣)   و معامل
𝑘الانتشار الحراري = 1  .   

 الحل:

 شكل:المعادلة التفاضلية تكتب بال

                              𝜕𝑔

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑔

𝜕2𝑢
+

𝜕2𝑔

𝜕2𝑣

 

             

2𝐷نطبق  − 𝑄𝐹𝐹𝑇   :على طرفيها فنجد 

                        𝐹𝛼,𝛽 {
𝜕𝑔

𝜕𝑡
} = (𝑖𝑤1

1

𝛼)2𝐹𝛼,𝛽{𝑔} + 𝐹𝛼,𝛽{𝑔}(𝑗𝑤2

1

𝛽)2   

                                        𝜕

𝜕𝑡
𝐹𝛼,𝛽{𝑔} = (−𝑤1

2

𝛼 − 𝑤2

2

𝛽)𝐹𝛼,𝛽{𝑔}   

 وهي معادلة تفاضلية يعطى حلها العام بالعلاقة:

𝐹𝛼,𝛽{𝑔} = 𝐶. 𝑒−(𝑤1

2
𝛼+𝑤2

2
𝛽)𝑡 

 كواترنيوني, ومن شرط المسألة نجد   ثابت 𝐶 حيث

                           𝐹𝛼,𝛽{𝑔} = 𝑒−(𝑤1

2
𝛼+𝑤2

2
𝛽)𝑡𝐹𝛼,𝛽{𝑓}   

   :[ يمكن أن نضع13عتماد على ]وبالا



 تحويل لابلاس الكواترنيوني وفورييه الكسري الكواترنيوني وتطبيقاتهما في حل معادلات تفاضلية كواترنيونية

 
140 

 

𝑒−(𝑤1

2
𝛼+𝑤2

2
𝛽) =

1

4𝜋𝑡
𝐹𝛼,𝛽 {𝑒−

(𝑢
2
𝛼+𝑣

2
𝛽)

4𝑡 } 

 ومنه نتوصل إلى أن 

𝐹𝛼,𝛽{𝑔} = [
1

4𝜋𝑡
𝐹𝛼,𝛽 {𝑒−

(𝑢
2
𝛼+𝑣

2
𝛽)

4𝑡 } . 𝐹𝛼,𝛽{𝑓}] 

2𝐷وبأخذ التحويل العكسي لـ    − 𝑄𝐹𝐹𝑇   :للطرفين نجد 

𝑔 = 𝐹𝛼,𝛽
−1 [

1

4𝜋𝑡
𝐹𝛼,𝛽 {𝑒−

(𝑢
2
𝛼+𝑣

2
𝛽)

4𝑡 } . 𝐹𝛼,𝛽{𝑓}] 

,𝐼𝑡(𝑢    وبفرض أن  𝑣) =
1

4𝜋𝑡
𝑒−

(𝑢
2
𝛼+𝑣

2
𝛽)

4𝑡   :وحسب خاصية الالتفاف نجد 

         𝑔 = 𝐼𝑡(𝑢, 𝑣) ∗ 𝑓                                                                                 
= 𝐼𝑡(𝑢, 𝑣) ∗ 𝑓0 + 𝑖𝐼𝑡(𝑢, 𝑣) ∗ 𝑓1 + 𝑗𝐼𝑡(𝑢, 𝑣) ∗ 𝑓2 + 𝑘𝐼𝑡(𝑢, 𝑣) ∗ 𝑓3      

𝑓𝑛     ولتكن ∈ 𝐿𝑝(𝑅2, 𝑅) ; 𝑛 =  عندئذٍ:  0,1,2,3

𝑔𝑛 = 𝐼𝑡(𝑢, 𝑣) ∗ 𝑓𝑛  ; 𝑛 = 0,1,2,3                                                             

                          للمعادلة حلاُ 
𝜕𝑔𝑛

𝜕𝑡
− ∇2𝑔𝑛 = 0           

 ن:إ الكواترنيوني نجدوبالاعتماد على مبدأ التركيب للتابع 

𝑔 = 𝑔0 + 𝑖𝑔1 + 𝑗𝑔2 + 𝑘𝑔3 

ي والصورتين التاليتين توضحان الفرق بين توزيع الحرارة ف حلًا لمعادلة التسخين الكواترنيونية.
الحالة الحقيقية حيث ينتشر بشكل متماثل ومنتظم, بينما توزيع الحرارة بعد تطبيق تحويل فورييه 

  بسبب تأثير الرتبة الكسرية. ند الأطرافأبطأ ع اً الكسري حيث يظهر انتشار 
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    :𝑸𝑳𝑻تحويل لابلاس الكواترنيوني 
لمتغير  𝑓(𝑠)إلى تابع آخر   𝑓(𝑡)يُعتبر تحويل لابلاس مؤثر خطي يحول تابع لمتغير حقيقي     

عقدي , وتحويل لابلاس هو تحويل تكاملي, وهو ذات أهمية كبيرة ويأتي مباشرة بعد تحويل فورييه 
. ويفيد تحويل لابلاس في دراسة المنظومات الخطية وكذلك في حل المعادلات [14]من حيث الأهمية

 التفاضلية العادية والتي يحولها إلى معادلات جبرية.
 الجانب وهو الأكثر انتشاراً وأهمية بالعلاقة:يعرف تحويل لابلاس وحيد 

𝐿[ 𝑓(𝑡)] = 𝑓(𝑠) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
         

𝑡معرف من أجل  𝑓(𝑡)حيث   ≥ 0. 
والسؤال الذي يطرح نفسه, كيف يمكننا أن نعمم هذا التحويل إلى الكواترنيون؟ في دراستنا هنا    

ذو قيمة حقيقية إلى تابع ذو قيمة كواترنيونية مميزين بعدها  𝑓(𝑡)جعل التابع بننطلق في التعميم 
 كما يلي:  𝑠حالتين بالاعتماد على قيمة الوسيط 

 الحالة الأولى: (1
 :(2)تعريف



 تحويل لابلاس الكواترنيوني وفورييه الكسري الكواترنيوني وتطبيقاتهما في حل معادلات تفاضلية كواترنيونية

 
142 

 

𝑓(𝑡)ليكن    = 𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖 + 𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘     تابع بمتغير حقيقي𝑡 ≥ وقيمة   0
𝑠كواترنيونية و  ∈ 𝑅 عندئذٍ نعرف تحويل لابلاس الكواترنيوني للتابع .𝑓(𝑡) :بالعلاقة 

                                                  
                   𝐿[ 𝑓(𝑡)] = 𝑓(𝑠) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡    

∞

0
  

                         = ∫ (𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖 + 𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
  

   = ∫ 𝑓0(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 + 𝑖 ∫ 𝑓1(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 + 𝑗 ∫ 𝑓2(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 + 𝑘 ∫ 𝑓3(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

∞

0

∞

0

∞

0
   

 = 𝐿{𝑓0}(𝑠) + 𝑖𝐿{𝑓1}(𝑠) + 𝑗𝐿{𝑓2}(𝑠) + 𝑘𝐿{𝑓3}(𝑠)  

ووجود هذا التحويل يعتمد على تقارب التكاملات في الطرف الأيمن من العلاقة وهي شبيهة بشروط  
𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡تقارب تحويل لابلاس التقليدي. كما نلاحظ أن   = 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)    كون بالفرض𝑠 ∈

𝑅 وبالتالي يمكن أن نضع ,: 

𝐿[ 𝑓(𝑡)] = 𝑓(𝑠) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

∞

0
  

ويتضح بسهولة أن خواص تحويل لابلاس التقليدي يمكن تعميمها إلى هذه الحالة من تحويل   
 تبديلية.  𝑒−𝑠𝑡و  𝑓(𝑡)لابلاس الكواترنيوني, خصوصاً وأن عملية الضرب بين  

 الحالة الثانية: (2
𝑓(𝑡)ليكن    = 𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖 + 𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘   و𝑠 ∈ 𝐶   وهي الحالة التي ,

سنستطرد بها ونناقشها في دراستنا, كما سنعتمد عليها في حل المعادلات التفاضلية ذات القيمة 
الكواترنيونية والتي بطبيعتها أكثر تعقيداً من حل المعادلات التفاضلية العادية, وهو ما حفزنا إلى 

لمتغير المعادلات التفاضلية ذات ا تطوير مفهوم تحويل لابلاس إلى الكواترنيون واستخدامه في حل
 الكواترنيوني.

 : (3)تعريف
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𝑓(𝑡)ليكن    = 𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖 + 𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘     تابع بمتغير حقيقي𝑡 ≥ وقيمة  0
𝑠كواترنيونية و = 𝑠0 + 𝑖𝑠1 ∈ 𝐶   وهنا نلاحظ أن .𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡 ≠ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡) لذلك سيختلف ,

, ومنه نميز بين الحالتين 𝑓(𝑡) بالنسبة  لـ  𝑒−𝑠𝑡ع تعريف تحويل لابلاس الكواترنيوني حسب موض
: 

     تحويل لابلاس الكواترنيوني  الأيمن: -1

𝐿𝑟{𝑓}(𝑠) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
                              

 تحويل لابلاس الكواترنيوني الأيسر: -2
                                  𝐿ℓ{𝑓}(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0
  

 الذي يحقق  𝐿−1ونعرف تحويل لابلاس الكواترنيوني العكسي بأنه التحويل 

                                              𝐿−1[𝐿{𝑓}](𝑡) = 𝑓(𝑡)  

 .𝐿ℓ{𝑓}(𝑠)و  𝐿𝑟{𝑓}(𝑠)ولنبين العلاقة التي تربط بين   -
                                                   𝐿ℓ{𝑓}(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0
 

                    = ∫ 𝑒−𝑠𝑡[𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖 + 𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘  ]𝑑𝑡
∞

0
  

     = ∫ 𝑒−𝑠𝑡[𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖  ]𝑑𝑡 + ∫ 𝑒−𝑠𝑡[𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘  ]𝑑𝑡 
∞

0

∞

0
   

= ∫ [𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖  ]𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 + ∫ [𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘  ]𝑒−𝑠̅𝑡𝑑𝑡  
∞

0

∞

0
       

  = 𝐿𝑟{𝑓0}(𝑠) + 𝑖𝐿𝑟{𝑓1}(𝑠) + 𝑗𝐿𝑟{𝑓2}(𝑠̅) + 𝑘𝐿𝑟{𝑓3}(𝑠̅)      
 ن:  إأيضاً  وبشكل مشابه نجد

        𝐿𝑟{𝑓}(𝑠) = 𝐿𝑙{𝑓0}(𝑠) + 𝑖𝐿𝑙{𝑓1}(𝑠) + 𝑗𝐿𝑙{𝑓2}(𝑠̅) + 𝑘𝐿𝑙{𝑓3}(𝑠̅)  

 :(4)تعريف
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𝑡تابع ذو قيمة كواترنيونية , من أجل جميع القيم الحقيقية   𝑓(𝑡)ليكن ≥  𝑓(𝑡), نقول عن التابع 0
𝑛المرتبة من ةأسيذات درجة أنه تابع  ≥ ,𝑚عددان حقيقيان موجبان   إذا وجد  0 𝑘  تحقق من ت

𝑡  أجل جميع > 𝑚  المتراجحة التالية: 
                                     |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑘𝑒𝑛𝑡                                   .   

 ن:إمن التعريف السابق نجد 
         = ∫ |𝑓(𝑡)|. |𝑒−(𝑠0+𝑖𝑠1)𝑡|𝑑𝑡

∞

0
 |𝑓(𝑡)| ≤ ∫ |𝑓(𝑡)𝑒−(𝑠0+𝑖𝑠1)𝑡|𝑑𝑡

∞

0
  

       = ∫ |𝑓(𝑡)|. 𝑒−𝑠0𝑡𝑑𝑡 ≤ ∫ 𝑘𝑒𝑛𝑡 . 𝑒−𝑠0𝑡𝑑𝑡 = 𝐾 ∫ 𝑒−(𝑠0−𝑛)𝑡𝑑𝑡
∞

0

∞

0

∞

0
           

                            =
𝐾

𝑠0−𝑛
      ;  𝑠0 > 𝑛 = 𝐾 [

−1

(𝑠0−𝑛)
𝑒−(𝑠0−𝑛)𝑡]

0

∞

  

وط ضمن الشر  وهو ما يضمن لنا تقارب التكامل مطلقاً وبالتالي يضمن لنا وجود هذا التحويل
 المحددة.

التعريف الذي قدمناه لتحويل لابلاس الكواترنيوني يجعل الكثير من خواص تحويل لابلاس التقليدي   
تعمم إلى تحويل لابلاس الكواترنيوني باستثناء بعضها والمتأثر بشكل أساسي بالخاصة غير التبديلية 

بشكل مشابه و  س الكواترنيوني الأيمنللكواترنيون. وسنعتمد في اثبات الخواص على تحويل لابلا
طبق على تحويل لابلاس الكواترنيوني الأيسر, كما يمكننا الاستعانة بالعلاقة التي تربط فيما بينهما ت

 لاستنتاج الخواص لتحويل لابلاس الكواترنيوني الأيسر.

 : 𝑸𝑳𝑻خواص تحويل لابلاس الكواترنيوني 

 الخاصة الخطية: -1
,𝛼متغير حقيقي موجب و  𝑡تابعان بقيم كواترنيونية و   𝑔(𝑡)و  𝑓(𝑡)ليكن  𝛽 ∈ 𝐻  ٍعندئذ ,

: 𝐿{𝛼𝑓(𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡)} = 𝛼𝐿{𝑓}(𝑠) + 𝛽𝐿{𝑔}(𝑠)             

 الإثبات:



 سلسلة العلوم الأساسية         مجلة جامعة حمص                                   
 أنس خلوف      د.إبراهيم إبراهيم                    2025عام  11العدد  47المجلد   

 
145 

 

                             𝐿{𝛼𝑓(𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡)} = ∫ [𝛼𝑓(𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡)]𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
 

    = 𝛼 ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 + 𝛽 ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

∞

0
= 𝛼𝐿{𝑓}(𝑠) + 𝛽𝐿{𝑔}(𝑠) 

 متغير حقيقي موجب, عندئذٍ:  𝑡تابع بقيم كواترنيونية و   𝑓(𝑡)ليكن  -2
                    𝐿{𝑓(𝑡 − 𝛼)}(𝑠) = 𝐿{𝑓}(𝑠)𝑒−𝑠𝛼  

 الاثبات:

                          𝐿{𝑓(𝑡 − 𝛼)}(𝑠) = ∫ 𝑓(𝑡 − 𝛼)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
  

𝑡وبوضع  − 𝛼 = 𝑥  :نجد 

  = 𝐿{𝑓}(𝑠)𝑒−𝑠𝛼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑠(𝑥+𝛼)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑒−𝑠𝛼𝑑𝑥
∞

0

∞

0
  

,𝑡تابع بقيم كواترنيونية و   𝑓(𝑡)ليكن   -3 𝛼  :ٍمتغيران حقيقيان موجبان, عندئذ 

𝐿{𝑓(𝛼𝑡)}(𝑠) =
1

𝛼
𝐿{𝑓}(

𝑠

𝛼
)                              

𝐿{𝑓(𝛼𝑡)}(𝑠)                   الاثبات: = ∫ 𝑓(𝛼𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
وبوضع                   

𝑥 = 𝛼𝑡   :نجد 

               =
1

𝛼
𝐿{𝑓}(

𝑠

𝛼
)  = ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑠

𝑥

𝛼
1

𝛼
𝑑𝑥

∞

0
                       

عدد عقدي, عندئذٍ يتحقق   𝛼متغير حقيقي موجب و 𝑡تابع بقيم كواترنيونية و   𝑓(𝑡)ليكن  -4
 ما يلي :

a-                                        𝐿{𝑓(𝑡)𝑒𝛼𝑡}(𝑠) = 𝐿{𝑓}(𝑠 − 𝛼)     
b- 𝐿{𝑒𝛼𝑡𝑓(𝑡)}(𝑠) = 𝐿{𝑓0}(𝑠 − 𝛼) + 𝑖𝐿{𝑓1}(𝑠 − 𝛼)                    

             +𝑗𝐿{𝑓2}(𝑠 − 𝛼̅) + 𝑘𝐿{𝑓3}(𝑠 − 𝛼̅) 
 الإثبات:

a- 𝐿{𝑓(𝑡)𝑒𝛼𝑡}(𝑠) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑒𝛼𝑡𝑑𝑡
∞

0
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 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−(𝑠−𝛼)𝑡𝑑𝑡
∞

0
 = 𝐿{𝑓}(𝑠 − 𝛼)  

b- 𝐿{𝑒𝛼𝑡𝑓(𝑡)}(𝑠) = ∫ 𝑒𝛼𝑡𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
                                     

= ∫ 𝑒𝛼𝑡[𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖 + 𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘]𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
       

= ∫ [𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖]𝑒−𝑠𝑡𝑒𝛼𝑡𝑑𝑡 + ∫ [𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘]𝑒−𝑠𝑡𝑒𝛼̅𝑡𝑑𝑡
∞

0

∞

0
   

                             = ∫ 𝑓0(𝑡)𝑒−(𝑠−𝛼)𝑡𝑑𝑡 + 𝑖 ∫ 𝑓1(𝑡)𝑒−(𝑠−𝛼)𝑡𝑑𝑡 +
∞

0

∞

0

𝑗 ∫ 𝑓2(𝑡)𝑒−(𝑠−𝛼̅)𝑡𝑑𝑡 + 𝑘 ∫ 𝑓3(𝑡)𝑒−(𝑠−𝛼̅)𝑡𝑑𝑡                  
∞

0

∞

0
  

= 𝐿{𝑓0}(𝑠 − 𝛼) + 𝑖𝐿{𝑓1}(𝑠 − 𝛼) + 𝑗𝐿{𝑓2}(𝑠 − 𝛼̅) + 𝑘𝐿{𝑓3}(𝑠 − 𝛼̅)  

تابع بقيم كواترنيونية وبفرض أنه مستمر ومن مرتبة أسية وكذلك مشتقاته حتى   𝑓(𝑡)ليكن  -5
𝑡وذلك من أجل    موجودة  𝑛المرتبة  ≥  عندئذٍ يتحقق: 0

𝐿{𝑓(𝑛)(𝑡)}(𝑠) = 𝐿{𝑓}(𝑠)𝑠𝑛 − 𝑓(0)𝑠𝑛−1 − 𝑓′(0)𝑠𝑛−2 − 𝑓′′(0)𝑠𝑛−3 − ⋯

− 𝑓(𝑛−1)(0) 
 :𝑠 وبشكل آخر لدينا العلاقة المكافئة التالية والناتجة عن تبديل موضع المتغير

 𝐿{𝑓(𝑛)(𝑡)}(𝑠) = 𝑠𝑛−2[𝑠2𝐿{𝑓0 + 𝑖𝑓1}(𝑠) + |𝑠|2𝐿{𝑗𝑓0 + 𝑘𝑓1}(𝑠)] −

𝑠𝑛−1𝑓(0)𝑠𝑛−2 − 𝑓′(0) − 𝑠𝑛−3𝑓′′(0) − ⋯ − 𝑓(𝑛−1)(0) 
𝑛لنثبت صحة القضية من أجل  على مبدأ الإثبات بالتدريج()بالاعتماد  الإثبات: = 1  

𝐿{𝑓′(𝑡)}(𝑠) = ∫ 𝑓′(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
                         

 وبالمكاملة بالتجزئة نجد:

= [𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)]0
∞ + ∫ 𝑓(𝑡)𝑠𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = 𝐿{𝑓}(𝑠)𝑠 − 𝑓(0)

∞

0
           

𝑛ولنثبت صحتها من أجل   𝑛القضية من أجللنفرض صحة   + 1 

 𝐿{𝑓(𝑛+1)(𝑡)}(𝑠) = ∫ (𝑓(𝑛+1)(𝑡))𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
= ∫ (𝑓(𝑛)(𝑡))

′
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
                                                     

 وبالمكاملة بالتجزئة نجد:

                     = [𝑒−𝑠𝑡(𝑓(𝑛)(𝑡))]
0

∞
− ∫ (𝑓(𝑛)(𝑡))𝑠𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
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                             = −𝑓(𝑛)(0) − (∫ (𝑓(𝑛)(𝑡))𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
)𝑠           

         = −𝑓(𝑛)(0) − (𝐿{𝑓}(𝑠)𝑠𝑛 − 𝑓(0)𝑠𝑛−1 − 𝑓′(0)𝑠𝑛−2 −

𝑓′′(0)𝑠𝑛−3 − ⋯ − 𝑓(𝑛−1)(0)) 𝑠          

    = 𝐿{𝑓}(𝑠)𝑠𝑛+1 − 𝑓(0)𝑠𝑛 − 𝑓′(0)𝑠𝑛−1 − 𝑓′′(0)𝑠𝑛−2 − ⋯ −

𝑓(𝑛−1)(0) − 𝑓(𝑛)(0)                    

𝑛من أجل  الرياضية المطروحة صحيحةومنه القضية  ≥ 1 .  

 ومن أجل إثبات صحة العلاقة المكافئة نستنتجها بسهولة بوضع

𝐿{𝑓(𝑛)(𝑡)}(𝑠) = 𝐿{𝑓}(𝑠)𝑠𝑛 − 𝑓(0)𝑠𝑛−1 − 𝑓′(0)𝑠𝑛−2 −

𝑓′′(0)𝑠𝑛−3 − ⋯ − 𝑓(𝑛−1)(0)                                         
                       = 𝐿{𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖 + 𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘}(𝑠)𝑠𝑛 −

𝑓(0)𝑠𝑛−1 − 𝑓′(0)𝑠𝑛−2 − 𝑓′′(0)𝑠𝑛−3 − ⋯ − 𝑓(𝑛−1)(0)                      
                    = 𝑠𝑛𝐿[𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖](𝑠) + 𝑠𝑛̅̅ ̅𝐿[𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘](𝑠) −

𝑓(0)𝑠𝑛−1 − 𝑓′(0)𝑠𝑛−2 − 𝑓′′(0)𝑠𝑛−3 − ⋯ − 𝑓(𝑛−1)(0)                  
             = 𝑠𝑛−2[𝑠2𝐿{𝑓0 + 𝑖𝑓1}(𝑠) + 𝑠𝑠̅𝐿{𝑗𝑓0 + 𝑘𝑓1}(𝑠)] −

𝑠𝑛−1𝑓(0)𝑠𝑛−2 − 𝑓′(0) − 𝑠𝑛−3𝑓′′(0) − ⋯ − 𝑓(𝑛−1)(0)    

متغير حقيقي موجب, عندئذٍ تحويل لابلاس  𝑡تابعان بقيم كواترنيونية و 𝑔(𝑡)و 𝑓(𝑡)ليكن  -6
 الكواترنيوني لجدائهما الالتفافي يعطى بالعلاقة التالية:

𝐿{𝑓 ∗ 𝑔}(𝑠) = 𝐿{𝑔}(𝑠)𝐿{𝑓0}(𝑠) + 𝑖𝐿{𝑔}(𝑠)𝐿{𝑓1}(𝑠) +

𝑗𝐿{𝑔}(𝑠)𝐿{𝑓2}(𝑠) + 𝑘𝐿{𝑔}(𝑠)𝐿{𝑓3}(𝑠)                    

متغير حقيقي  𝑡بقيم عقدية و   𝑔(𝑡)تابع بقيم كواترنيونية وتابع 𝑓(𝑡)وكحالة خاصة من أجل 
 موجب عندئذٍ يصبح لدينا تحويل لابلاس الكواترنيوني لهما بالشكل:

𝐿{𝑓 ∗ 𝑔}(𝑠) = 𝐿{𝑓}(𝑠). 𝐿{𝑔}(𝑠) 
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 الاثبات:

 تابعين نجد:بالانطلاق من تعريف التفاف 

𝐿{𝑓 ∗ 𝑔}(𝑠) = ∫ (𝑓 ∗ 𝑔)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = ∫ (∫ 𝑓(𝑡 − 𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
∞

0
)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

∞

0
            

=     وبتغيير أولوية التكامل نجد     ∫ (∫ 𝑓(𝑡 − 𝑥)𝑔(𝑥)
∞

𝑥
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡)𝑑𝑥

∞

0
  

           = ∫ (∫ 𝑓0(𝑡 − 𝑥)𝑔(𝑥)
∞

𝑥
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 + 𝑖 ∫ 𝑓1(𝑡 − 𝑥)𝑔(𝑥)

∞

𝑥
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 +

∞

0

𝑗 ∫ 𝑓2(𝑡 − 𝑥)𝑔(𝑥)
∞

𝑥
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 + 𝑘 ∫ 𝑓3(𝑡 − 𝑥)𝑔(𝑥)

∞

𝑥
𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡)𝑑𝑥                   

𝑦وبفرض  = 𝑡 − 𝑥  :نجد 

            = ∫ 𝑔(𝑥)(∫ 𝑓0(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 +

∞

0

                        𝑖 ∫ 𝑔(𝑥)(∫ 𝑓1(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 +

∞

0

                       𝑗 ∫ 𝑔(𝑥)(∫ 𝑓2(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 +

∞

0

𝑘 ∫ 𝑔(𝑥)(∫ 𝑓3(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥

∞

0
                  

                            = ∫ 𝑔(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥(∫ 𝑓0(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦) +

∞

0

                      𝑖 ∫ 𝑔(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 (∫ 𝑓1(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦) +

∞

0

                      𝑗 ∫ 𝑔(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥(∫ 𝑓2(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦) +

∞

0

                      𝑘 ∫ 𝑔(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥(∫ 𝑓3(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦)

∞

0
 

                           = 𝐿{𝑔}(𝑠)𝐿{𝑓0}(𝑠) + 𝑖𝐿{𝑔}(𝑠)𝐿{𝑓1}(𝑠) +

𝑗𝐿{𝑔}(𝑠)𝐿{𝑓2}(𝑠) + 𝑘𝐿{𝑔}(𝑠)𝐿{𝑓3}(𝑠)                       

 ولإثبات الحالة الخاصة لدينا

𝐿{𝑓 ∗ 𝑔}(𝑠) = ∫ (∫ [𝑓0(𝑡 − 𝑥) + 𝑖𝑓1(𝑡 − 𝑥) + 𝑗𝑓2(𝑡 − 𝑥)
∞

𝑥

∞

0

+ 𝑘𝑓3(𝑡 − 𝑥)][𝑔0(𝑥) + 𝑖𝑔1(𝑥)] 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡) 𝑑𝑥 
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𝑦بالنشر و بفرض  = 𝑡 − 𝑥  :نجد 

      𝐿{𝑓 ∗ 𝑔}(𝑠) = (∫ 𝑓0(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦) ∫ 𝑔0(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 +

∞

0

                              (∫ 𝑓0(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦) ∫ 𝑖𝑔1(𝑥)𝑒−𝑠𝑥∞

0
+

                             𝑖(∫ 𝑓1(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦) ∫ 𝑔0(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 +

∞

0

                            𝑖 (∫ 𝑓1(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦) ∫ 𝑖𝑔1(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 +

∞

0

                            𝑗 (∫ 𝑓2(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦) ∫ 𝑔0(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 +

∞

0

                           𝑗 (∫ 𝑓2(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦) ∫ 𝑖𝑔1(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 +

∞

0

                           𝑘(∫ 𝑓3(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦) ∫ 𝑔0(𝑥)𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥 +

∞

0

                           𝑘(∫ 𝑓3(𝑦)
∞

0
𝑒−𝑠𝑦𝑑𝑦) (∫ 𝑔1(𝑥)

∞

0
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑥)    

             = 𝐿(𝑓0). 𝐿(𝑔0) + 𝐿(𝑓0). 𝑖𝐿(𝑔1) + 𝑖𝐿(𝑓1). 𝐿(𝑔0) + 𝑖𝐿(𝑓1). 𝑖𝐿(𝑔1) +

𝑗𝐿(𝑓2). 𝐿(𝑔0) + 𝑗𝐿(𝑓2). 𝑖𝐿(𝑔1) + 𝑘𝐿(𝑓3). 𝐿(𝑔0) + 𝑘𝐿(𝑓3). 𝑖𝐿(𝑔1) 
              = 𝐿(𝑓0). 𝐿(𝑔0) + 𝑖𝐿(𝑓0). 𝐿(𝑔1) + 𝑖𝐿(𝑓1). 𝐿(𝑔0) − 𝐿(𝑓1). 𝐿(𝑔1) +

                       𝑗𝐿(𝑓2). 𝐿(𝑔0) − 𝑘𝐿(𝑓2). 𝐿(𝑔1) + 𝑘𝐿(𝑓3). 𝐿(𝑔0) − 𝑗𝐿(𝑓3). 𝐿(𝑔1)  
            = 𝐿(𝑓0). 𝐿(𝑔0) − 𝐿(𝑓1). 𝐿(𝑔1) + 𝑖(𝐿(𝑓0). 𝐿(𝑔1) + 𝐿(𝑓1). 𝐿(𝑔0)) +

                    𝑗(𝐿(𝑓2). 𝐿(𝑔0) − 𝐿(𝑓3). 𝐿(𝑔1)) + 𝑘(𝐿(𝑓3). 𝐿(𝑔0) − 𝐿(𝑓2). 𝐿(𝑔1))  

 كما أن: 

    𝐿{𝑓}(𝑠). 𝐿{𝑔}(𝑠) = ∫ [𝑓0(𝑡) + 𝑓1(𝑡)𝑖 + 𝑓2(𝑡)𝑗 + 𝑓3(𝑡)𝑘]𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡. ∫ [𝑔0(𝑡) +
∞

0

∞

0

𝑔1(𝑡)𝑖]𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡                                   
   = (∫ [𝑓0(𝑡)]𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 + 𝑖 ∫ [𝑓1(𝑡)]𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 +

∞

0

∞

0

                 𝑗 ∫ [𝑓2(𝑡)]𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 +
∞

0
 𝑘 ∫ [𝑓3(𝑡)]𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0
). (∫ [𝑔0(𝑡)]𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 +

∞

0

                ∫ [𝑔1(𝑡)𝑖]𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0
)  

  = 𝐿(𝑓0). 𝐿(𝑔0) − 𝐿(𝑓1). 𝐿(𝑔1) + 𝑖(𝐿(𝑓0). 𝐿(𝑔1) + 𝐿(𝑓1). 𝐿(𝑔0)) +

𝑗(𝐿(𝑓2). 𝐿(𝑔0) − 𝐿(𝑓3). 𝐿(𝑔1)) + 𝑘(𝐿(𝑓3). 𝐿(𝑔0) − 𝐿(𝑓2). 𝐿(𝑔1))                                                                        
□ 
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𝐿{𝑓 في الحالة الخاصة عندما : (1)نتيجة ∗ 𝑔}(𝑠) = 𝐿{𝑓}(𝑠). 𝐿{𝑔}(𝑠)   بأخذ تحويل
 لابلاس العكسي للطرفين نجد

𝐿−1[𝐿{𝑓}(𝑠). 𝐿{𝑔}(𝑠)] = {𝑓 ∗ 𝑔}(𝑡)                          

 )إيجاد حلول لمعادلات تفاضلية عادية كواترنيونية باستخدام تحويل لابلاس الكواترنيوني( :تطبيق

 مع الشرط الابتدائي لها: لنوجد حل المعادلة التفاضلية التالية (:3مثال)

                        𝑦′(𝑡) + 𝑦(𝑡)𝑗 = 0      ; 𝑦(0) = 1 + 𝑖  

 لنطبق تحويل لابلاس الكواترنيوني الأيمن على الطرفين فنجد: الحل:

𝐿(𝑦)𝑠 − (1 + 𝑖) + 𝐿(𝑦)𝑗 = 0 
                                       𝐿(𝑦)(𝑠 + 𝑗) = 1 + 𝑖  

                                        𝐿(𝑦) = (1 + 𝑖).
1

𝑠+𝑗
  

 والآن بتطبيق تحويل لابلاس الكواترنيوني العكسي فنجد

                                                    𝑦(𝑡) = (1 + 𝑖)𝑒−𝑗𝑡  

𝑦(0)وللتأكد من الحل نجد أن الشرط الابتدائي محقق  = (1 + 𝑖)𝑒−𝑗0 = 1 + 𝑖 

𝑦′(𝑡)كما أن  = (1 + 𝑖)(−𝑗)𝑒−𝑗𝑡   وبالتعويض بالمعادلة نجد أنها محققة حيث 

 
⇒ (1 + 𝑖)(−𝑗)𝑒−𝑗𝑡 + (1 + 𝑖)𝑒−𝑗𝑡𝑗 = (1 + 𝑖)(−𝑗)𝑒−𝑗𝑡 + (1 + 𝑖)(𝑗)𝑒−𝑗𝑡 = 0 

′′𝑦                (:4) مثال  − 𝑦 = 0    ; 𝑦(0) = 𝑖 , 𝑦′(0) = 𝑗 

 نطبق تحويل لابلاس الكواترنيوني على طرفي المعادلة فنجد:    الحل:

                                               𝐿(𝑦)𝑠2 − 𝑖(𝑠) − 𝑗 − 𝐿(𝑦) = 0 
                                         𝐿(𝑦)(𝑠2 − 1) = 𝑖𝑠 + 𝑗  

                                           𝐿(𝑦) =
𝑖𝑠+𝑗

𝑠2−1
  



 سلسلة العلوم الأساسية         مجلة جامعة حمص                                   
 أنس خلوف      د.إبراهيم إبراهيم                    2025عام  11العدد  47المجلد   

 
151 

 

 وبالاعتماد على تفريق الكسور نجد:
𝑖𝑠 + 𝑗

𝑠2 − 1
=

𝐴

𝑠 − 1
+

𝐵

𝑠 + 1
 

𝑖𝑠 + 𝑗 = 𝐴(𝑠 + 1) + 𝐵(𝑠 − 1) 
              𝑖𝑠 + 𝑗 = (𝐴 + 𝐵)𝑠 + (𝐴 − 𝐵)         

 
⇒ 𝐴 =

𝑖+𝑗

2
  , 𝐵 =

𝑖−𝑗

2
 

                               𝐿(𝑦) =
𝑖+𝑗

2

1

𝑠+1
+

𝑖−𝑗

2

1

𝑠+1
  

 وبتطبيق لابلاس الكواترنيوني العكسي على الطرفين فنجد:

𝑦(𝑡) =
𝑖 + 𝑗

2
𝑒𝑡 +

𝑖 − 𝑗

2
𝑒−𝑡 

𝑦′(𝑡)            (:5مثال) + 𝑖𝑦(𝑡) = 𝑒2𝑗𝑡   ; 𝑦(0) = 0   

 بتطبيق تحويل لابلاس الكواترنيوني على طرفي المعادلة فنجد:  الحل:

                                      𝐿(𝑦)𝑠 − 𝑦(0) + 𝑖𝐿(𝑦) =
1

𝑠−2𝑗
  

𝐿(𝑦)𝑠             وتصبح المعادلة بالشكل              − 𝐿(𝑦)𝑖 =
1

𝑠−2𝑗
  

𝐿(𝑦)(𝑠                                             ومنه − 𝑖) =
1

𝑠−2𝑗
 

𝐿(𝑦) =
1

𝑠−2𝑗
.

1

(𝑠−𝑖)
                                           

 وبتطبيق تحويل لابلاس الكواترنيوني العكسي على الطرفين فنجد:

𝑦(𝑡) = 𝐿−1 [
1

𝑠 − 2𝑗
.

1

(𝑠 − 𝑖)
] = 𝑒2𝑗𝑡 ∗ 𝑒𝑖𝑡 = ∫ 𝑒2𝑗(𝑡−𝑥). 𝑒𝑖𝑥𝑑𝑥

𝑡

0
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ما في الكواترنيون سنحول التابع المكامل إلى تابع بدلالة التوابع المثلية ك وكون العلاقة غير تبديلية
 يلي:

𝑒2𝑗(𝑡−𝑥). 𝑒𝑖𝑥 = [cos(2𝑡 − 2𝑥) + 𝑗𝑠𝑖𝑛(2𝑡 − 2𝑥)]. [cos(𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥)] 
   = cos(2𝑡 − 2𝑥) cos(𝑥) + 𝑖 cos(2𝑡 − 2𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑗𝑠𝑖𝑛(2𝑡 −

2𝑥) cos(𝑥) −         𝑘𝑠𝑖𝑛(2𝑡 − 2𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝑥)          

             = cos(2𝑡−𝑥)+cos(2𝑡−3𝑥)

2
+ 𝑖

sin(2𝑡−𝑥)−sin(2𝑡−3𝑥)

2
   +

𝑗
sin(2𝑡−𝑥)+sin(2𝑡−3𝑥)

2
+     𝑘

cos(2𝑡−𝑥)−cos(2𝑡−3𝑥)

2
             

 وبمكاملة التابع السابق فنجد أن

 𝑦(𝑡) = (−
1

2
sin(2𝑡 − 𝑥) −

1

6
sin(2𝑡 − 3𝑥))

0

𝑡

+ 𝑖 (
1

2
cos(2𝑡 − 𝑥) −

1

6
cos(2𝑡 − 3𝑥))

0

𝑡

  + 𝑗 (
1

2
cos(2𝑡 − 𝑥) +

1

6
cos(2𝑡 − 3𝑥))

0

𝑡

   +

𝑘 (−
1

2
sin(2𝑡 − 𝑥) −

1

6
sin(2𝑡 − 3𝑥))

0

𝑡

                              

 وبالتعويض والاختصار نحصل على الحل بالشكل 

𝑦(𝑡) = (−
1

3
𝑠𝑖𝑛𝑡 +

2

3
𝑠𝑖𝑛2𝑡) + 𝑖 (

1

3
𝑐𝑜𝑠𝑡 −

1

3
𝑐𝑜𝑠2𝑡) + 𝑗 (

2

3
𝑐𝑜𝑠𝑡 −

2

3
𝑐𝑜𝑠2𝑡)

+ 𝑘(−
2

3
𝑠𝑖𝑛𝑡 +

1

3
𝑠𝑖𝑛2𝑡) 

 الاستنتاجات والتوصيات: -5
بلاس إلى ي وتحويل لابحثنا تطوير وتعميم كل من تحويل فورييه الكسر استطعنا من خلال   

كما استطعنا تطبيق هذين التحويلين في حل العديد  ,محددةوصيغ وفق شروط  الكواترنيون
من المعادلات التفاضلية الكواترنيونة وهو ما يعزز أهمية التحويلات الكواترنيونية التي تم 

 تقديمها.
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