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 استقرار حل جملة معادلات تكاملية تفاضلية من مرتبة
 كسرية باستخدام تابع ليبانوف التربيعي

 2د. سامح العرجه      1ايمان احمد حسين

 

 ملخص

بة من مرت قدمنا من خلال هذا البحث طريقة فعالة لدراسة استقرار حل جملة معادلات تفاضلية
حيث أنه في البداية ذكرنا مبرهنات و تعاريف أساسية في الاستقرار  ،كسرية وهي طريقة ليبانوف

ات ثمّ تطرقنا إلى عرض متراجح ،إلى تعاريف و مفاهيم أساسية في الاشتقاق الكسري ةبالإضاف
أساسية لدراسة استقرار حل جملة معادلات تفاضلية من مرتبة كسرية وهي تعتبر أداة مهمة في 

البحث من دراسة استقرار جمل المعادلات التفاضلية الكسرية الخطية ثمّ وانطلقنا في هذا  ،الدراسة
ا بدراسة بعد ذلك قمنالتفاضلية الكسرية غير الخطية و  انتقلنا إلى دراسة استقرار جمل المعادلات

التفاضلية الكسرية موضحين المعايير اللازمة لكل دراسة على -جمل المعادلات التكامليةاستقرار 
                                                                    ومن ثمّ دعمنا هذه الدراسات بأمثلة توضيحية.              ،حدا

 

 لقيم الذاتية.ا ،الاستقرار ،تابع ليبانوف التربيعي ،التكامل الكسريالتفاضل و  كلمات مفتاحية: 
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Stability of A Class of Fractional-Order  

Systems Using Quadratic Lyapunov 

Functions 

 

Abstrat 

Through this research, we presented an effective method for studying the 
stability of solution of fractional differential systems, which is Lyapunov 
method. 

Whereas at the beginning we mentioned theorems and basic definitions of 
stability in addition to definitions and basic concepts of fractional derivation, 
then we dealt with presenting basic inequalities to study the stability of 
solution of fractional differential systems, which is an important tool in the 
study. We started from studying the stability of linear fractional differential 
systems, then we moved on the studying the stability of nonlinear fractional 
differential systems. After that, we studied the stability of the fractional 
integro differential systems, explaining the necessary criteria for each study 
separately. Then we supported these studies with illustrative examples. 
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 :قدمةم-1

 ،التكامل الكسري موضوع رياضي قديم يرجع تاريخه إلى القرن السابع عشرإنّ حساب التفاضل و 
 ،سنوات عديدةلإلا أنه لم يتم استخدامه في الفيزياء والهندسة طويلا   له تاريخا  وعلى الرغم من أنّ 

ساسي التكامل الكسري بشكل أقرون تطورت نظرية حساب التفاضل و حيث أنه لمدة تزيد عن ثلاثة 
كمجال نظري للرياضيات فقط. وفي العقود القليلة الماضية أشار الكثير من الباحثين إلى أنّ العديد 

بالاعتماد  يمكن وصفها بدقة [12] ومعالجة الإشارات [6] وهندسة التحكم [15] الفيزياءمن مجالات 
 على حساب التفاضل والتكامل الكسري. 

الكثير  التفاضلية الكسرية يتم استخدامها لنمذجة-التكاملية المعادلات التفاضلية الكسرية والمعادلات
تمّ  ،معادلات الانتشار وغير ذلك ،اللزوجة ،من المسائل العملية مثل الموجات الكهرومغناطيسية

اسة ومن ثمّ تمّ التطرق إلى در إيلاء اهتمام كبير لدراسة حلول هذا النوع من المعادلات التفاضلية 
 كون هذه الحلول مستقرة أم غير مستقرة. 

من خلال عدد كبير من الدراسات المخصصة للأنظمة الديناميكية الكسرية تمّ التوصل إلى أنّ كون 
اعها وهناك عدة طرائق يتم اتب ،يعد مؤشرا  مهما  لأنظمة التحكمهذه الأنظمة مستقرة على نطاق واسع 

رية المعادلات في نظنذكر منها طريقة ليبانوف الثانية.  لدراسة استقرار الجمل التفاضلية الكسرية
التفاضلية الكسرية تعتبر توابع ليبانوف توابع عددية يمكن من استخدامها لإثبات استقرار حل معادلة 

 تفاضلية.

. Li [5]تمديد طريقة ليبانوف المباشرة لدراسة استقرار الجمل التفاضلية الكسرية من قبل العالم  تمّ 
لفكرة أنّ شرط الاستقرار يوضع بالاعتماد على تابع ليبانوف إنّ طريقة ليباتوف الكسرية تعميم 
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كسرية  بوالمشتق الكسري لهذا التابع. إنّ قاعدة ليبنز غير صحيحة من أجل المشتقات من مرات
لذلك لا توجد طريقة عامة لحساب المشتقات الكسرية لتابع ليبانوف. مؤخرا  تمّ إجراء بعض  [12]

حيثُ تمّ وضع  [1]التعديلات على طريقة ليبانوف المباشرة من أجل الجمل التفاضلية الكسرية 
تمّ التوصل و من أجل مسألة دراسة استقرار حل جملة معادلات كسرية  صيغة تربيعية لتابع ليبانوف

إلى نتائج لدراسة استقرار حل جمل المعادلات التفاضلية الكسرية مشابهة لنتائج دراسة استقرار حل 
 .n [10]جملة معادلات تفاضلية من مرتبة

 :أهمية البحث-2
ت جملة معادلاحل جملة معادلات تفاضلية كسرية و نظرا  للدراسات المتزايدة في مجال استقرار 

للصعوبات البالغة التي تعترض الباحثين في تقدير كون حل الجمل و تفاضلية كسرية -تكاملية
 ،فعالة للحصول على الاستقرارمن خلال هذا البحث طريقة عملية و المدروسة مسنقرا  أم لا نقدّم 

 ون تابع ليبانوف يوفّر قالبا  عمليا  لمثل هذه الدراسات.ك

 مشكلة البحث:-3
تأتي مشكلة البحث لتوضح الاستخدام الواسع لتابع ليبانوف في دراسة الاستقرار ضمن المجالات 

 هندسية( نظم التحكم وغير ذلك.-فيزيائية)تطبيقية ال

 مواد البحث:-4

  تعاريف أساسية:

:ليبانوف عبارة عن تابع مستمر:تابع (: 1)تعريف   nV    يمتلك مشتقات مستمرة من
 المرتبة الأولى.

يكون التابع (: 2) تعريف ,V x t  :موجب تحديدا  إذا كان 

  , 0V x t  0 من أجلx   و , 0V x t   0من أجلx  

يكون التابع(: 3) تعريف ,V x t إذا كان: تحديدا   موجب شبه 
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  , 0V x t  0 من أجلx   و , 0V x t   0من أجلx  

 [14] في الاستقرار: طرائق ليبانوف

مثلة الملدراسة استقرار حل الجملة المدروسة ندرس استقرار حل الجملة الخطية الطريقة الأولى: 
 لثوابت الجملة المدروسة )أي الدراسة هنا تتم كما في حالة الجمل الخطية(.

تعتمد هذه الطريقة على إيجاد تابع محدد موجب مشتقه أصغر من الصفر يدعى الطريقة الثانية: 
صلح تتابع ليبانوف إن وجود مثل هذا التابع يعني تماما  استقرار حل الجملة المدروسة. هذه الطريقة 

 لدراسة استقرار حل الجملة التفاضلية الخطية وغير الخطية.

 كونها أكثر فاعلية. سوف نعتمد في دراستنا على الطريقة الثانية

 [1] :(مبرهنة ليبانوف الأساسية في الاستقرار( )1مبرهنة )

ليكن لدينا تابع ليبانوف  ,V x t  مشتقه و ,V x t :فإذا تحقق 

(1:  ,V x t و  تحديدا   موجب تابع , 0V x t   مستقرفالحل الصفري للجملة المدروسة. 

(2 : ,V x t و  تحديدا   موجب تابع   , 0V x t لمدروسة مستقر فالحل الصفري للجملة ا
 استقرارا  تقاربيا .

 والسؤال الذي يطرح نفسه الآن: كيف يمكننا إيجاد تابع ليبانوف؟

يمكن إيجاد تابع ليبانوف بالاعتماد على الصيغة التربيعية التالية:  , ( ) ( ) ( )TV t x t x t px t 

حيث  0, , ( ) nt x t    أما بالنسبة للمصفوفةp  ّفهي مصفوفة موجبة متناظرة وأن
n np . 

يكون التابع (: 1)نتيجة  , ( )V t x t  إذا وفقط إذا كان كانت المصفوفة  تحديدا   موجبp موجبة 
 .تحديدا  
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يكون التابع (: 2)نتيجة  , ( )V t x t إذا وفقط إذا كانت المصفوفة  تحديدا   موجب شبهp شبه 
 .تحديدا   موجبة

)إذا وفقط إذا كانت  تحديدا   موجبة تكون pالمصفوفة (: 1)ملاحظة  ) 0i p   حيث( )i p 
 . pالقيم الذاتية للمصفوفة 

)إذا وفقط إذا كانت  تحديدا   موجبة تكون شبه pالمصفوفة (: 2)ملاحظة  ) 0i p . 

 . pة المبرهنة القادمة توضح لنا طريقة إيجاد المصفوف

nلتكن (: 2مبرهنة ) nA  عندئذ القضايا الآتية متكافئة : 

 جزئها الحقيقي سالب.  Aجميع القيم الذاتية للمصفوفة  -( 1)

0TQمن أجل كل مصفوفة  -( 2) Q   0يوجد حل وحيدTp p   :لمعادلة ليبانوف الآتية  

 0TA p pA Q   

الإثبات: لنفرض أنّ الشرط الأول محقق ولنعرّف: 
0

TA t Atp e Qe dt



  

 عندئذ: 

0
0

T T TT T t t t t t tp p e Qe e Qe dt e Qe Q




                 
    

limحيث:  0
T t t

t
e Qe 


 

1وحيد أيضا  ولنثبت ذلك: نفرض جدلا  أنه يوجد حلين لمعادلة ليبانوف وهذا الحل  2,p p  :بحيث 

1 1

2 2

0

0

T

T

p p Q

p p Q

   

   
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          نحصل على  بطرح المعادلة الثانية من المعادلة الأولى

   1 2 1 2 0T p p p p      

 وبالتالي: 

 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

0 ( ) ( )

( ) ( )

( )

T

T T

T

t T t

t T t t t

t t

e p p p p e

e p p e e p p e

d
e p p e

dt

 

   

 

       

     

 

 

1أنّ المقدار هذا يعني ب 2( )
T t te p p e   0هو مقدار ثابت ومن أجلt  نحصل على   

 1 2 1 2

T t te p p e p p    

tبأخذ نهاية الطرفين عندما    ّ1نحصل على أن 2 1 2 0p p p p    

نقول عن التابع المستمر  [5] (:4تعريف )   : 0, 0,t   أنه ينتمي إلى الصفK  إذا كان
متزايد تماما  ويحقق  0 0 . 

 n التكامل من المرتبةعلاقات تمكننا من حساب التفاضل و تعرفنا في الدراسات السابقة على 
التكامل من مرتبة تعاريف تمكننا من حساب التفاضل و يلي  نقدّم فيماو   . 

 يعرّف التكامل الكسري بالعلاقة: [4] (:5)تعريف 

 
 

  
0

11
; 1

t

t

t d n nt


   





      


 

0tحيث  t ،  t  ،دالة اختيارية قابلة للمكاملة  ؤثر التكامل الكسري،م 

    1

0

expt t dt


    دالة غاما و exp  الدالة الأسية. .
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 بالعلاقة:  الكسري يعرف ليوفيل-ريمان مشتق  [11] (:6تعريف )

 
 

  
0

11
; 1

tn
nRL

n

t

d
D t t d n n

n dt

    


 
      

   

لتكن  [10] (:7تعريف ) 0 ,t t T ،0T  ، 0: ,t T  ،دالة قابلة للمفاضلة 

 يعرف كما يلي  مشتق كابتو الكسري للتابع 

 
 

   
0

( ) 11
; 1

t
n n

t

D t t d n n
n

    


 
      

   

 لتكن لدينا جملة المعادلات التفاضلية الكسرية غير الخطية من الشكل:  [3,5] (:1) تمهيدية 

   ( ) ( ) , ; 0,1D x t x t g t x     

ليكن و  ,V t x  تابع ليبانوف الموافق والتوابعi  1,2,3حيثi  هي توابع من الصف K

  عندئذ إذا كان:

     

   

1 2

3

1) ,

2) ,

x V t x x

D V t x x

 



 

 
 

0xفإنّ الحل الصفري    .للجملة المدوسة يكون مستقر تقاربيا 

TVمن أجل الصيغة التربيعية لتابع ليبانوف  [8] (:2) تمهيدية x p x :تتحقق المتراجحة 

   
2 2

min max

Tp x x p x p x   

 min p القيمة الذاتية الصغرى للمصفوفة :p 

 max p القيمة الذاتية العظمى للمصفوفة :p 

 نذكر في هذا السياق مبرهنة تعتبر الركيزة الأساسية للدراسة.و 
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)من أجل المتجه  2]8,[ (:3مبرهنة ) ) nx t   والقابل للاشتقاق بمساقطه التابعية تتحقق
 التالية: المتراجحة

          ( ) ( ) 2 ( ) ( )D x t p x t x t p D x t   (1) 
 

  0; 0,1 , t t   n np  .عبارة عن مصفوفة ثابتة موجبة بكل عناصرها 

pالإثبات: دون المساس بعمومية المسألة سوف نعتبر هنا بأنّ:     عندئذ تصبح العلاقة 1 
 بالشكل:

 ( ) ( ) 2 ( ) ( )D x t x t x t D x t     

       2( ) 2 ( ) ( )D x t x t D x t    2  
 ( مكافئ لإثبات 2إن إثبات )

      21
( ) ( ) ( ) 0 ; 0,1

2
x t D x t D x t       3  

 ( نضع:7باستخدام التعريف )

   
0

1 ( )
( ) ; 1

1

t

t

x
D x t d n

t








 
 
  

 

 كما أنّ: 

   
0

21 1 ( ) ( )
( )

2 1

t

t

x x
D x t d

t





 


 

  

 

إذا  العلاقة  3 :تصبح بالشكل 

      
   

0

( ) ( )1
( ) 0

1

t

t

x t x
x d

t



 

 




  
   

 4  
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)وبفرض أنّ:  ) ( ) ( )y x t x    :ّوالذي يقتضي بأن( ) ( )
( )

dy dx
y

d d

 


 
    

إذا  العلاقة 4 :تكتب بالشكل 

           
   

0

1 ( ) ( )
0

1

t

t

y y
d

t


 


 




  
   5  

 

بمكاملة العلاقة 5  :ّبالتجزئة حيث تفرض أن 

 
 

 
 

2

1

1
( ) ( ) ,

2

1
,

1 1

du y y d u y

v t dv t
 

  


 

 

  

 

   
   

 

 ( يمكن كتابتها بالشكل5إذا  العلاقة )

 

بأخذ نهاية طرفي العلاقة 6  عندماt   

        

2 2 22 2 ( ) ( )( ) ( )( ) 1 1
lim lim lim

2 (1 ) 2 12 1t t t

x x t x t xx t xy

tt t
   



      

     
       

 

 باستخدام قاعدة أوبيتال 

     

 

 

2 2

1

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )1 1
lim lim 0

2 1 2 1t t

x x t x t x x t x x x t

t t
  

 

   
 

       
     

 

         
0

22 2

0

2 1

0

( ) ( )
0

2 12 1 2 1

t

t
t

yy y
d

t t t t
 



  


   




   
      

             
   6  
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إذا  العلاقة 6 :تكتب بالشكل 

         

      
0

2 2

0

1

0

( )
0

2 12 1

t

t

y y
d

t t t
 

 


 


 
    

   7  

 

 وبهذا يتم المطلوب. (7) إذا  العلاقة صحيحة

 هذه المبرهنة نذكروكنتيجة على 

)من أجل المتجه  [11] (:3نتيجة ) ) nx t   والقابل للاشتقاق بمساقطه التابعية عندها تتحقق
 المتراجحة التالية:

   ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ; 0,1T TD x t p x t x t p D x t    

0t t   حيثn np  .عبارة عن مصفوفة ثابتة موجبة بكل عناصرها 

 المبرهنة القادمة توضح لنا الشروط الواجب تحققها لكي يكون حل الجملة المدروسة مستقرا  

 بفرض أنه لدينا الجملة الخطية التالية:  [11] (:4مبرهنة )

          ( ) ( )D x t x t     8  
 

حيث  , 0,1n n   عبارة عن مصفوفة عناصرها ثابتة 1 2, ,....., ,
T n

nx x x x   

Reجميع عناصرها تحقق  إذا كانت المصفوفة  ( ) 0    والمصفوفةp  هي حل للمعادلة
Tp p     حيث  المصفوفة الواحدية عندها الحل الصفري للجملة 8 . مستقر تقاربيا 

 بالصيغة التربيعية: الإثبات: لنأخذ تابع ليبانوف , ( ) ; 0,T n nV t x t x px p p    
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 ( نكتب:3( والنتيجة )3الآن لدينا بحسب المبرهنة )

 

 

   
2

, ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

, ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

, ( ) ( ) ( ) ( )

T T

T T T

T T T

D V t x t x t pD x t x t p x t

D V t x t x t p x t x t p x t

D V t x t x t p p x t x x x

 





  

    

       

 

 بأخذ:

     
2 2 2

min 1 max 2 3( ) , ( ) ,p x x p x x x x       

نحصل على الاستقرار التقاربي لحل الجملة ( 1) ( والتمهيدية2بالاعتماد على التمهيدية ) 8. 

ذا ما أردنا تعميم النتيجة التي ت ( من أجل الجمل الغير خطية من 4مّ التوصل إليها في المبرهنة )وا 
 الشكل:

         ( ) ( ) , ( )D x t x t t x t        9  
 

حيث    1 2, ,....., , 0,1 ,
T n n n

nx x x x       أما من أجل التابع , ( )t x t 
 حيث

 0 , n nt     تابع غير خطي بالمتجهx  والزمنt وأنّ التابع , ( )t x t  يحقق
 , ( ) 0t x t  

0لنفرض الآن بأنه يوجد عدد    بحيث   0, ( ) ; , ,nt x t x x t t     

فإننا سنذكر شروط جديدة يجب تحققها للحصول على استقرار الحل للجملة المدروسة وذلك من 
 خلال المبرهنة التالية.
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لنأخذ الجملة  [8] (:5)مبرهنة  9  بحيث المصفوفة تحقق أن  الثابتةRe ( ) 0    ذا وا 
Tp التي تمثل حل المعادلة pكانت المصفوفة  p   تحقق  max1 2 ( ) 0p   عندها

الحل الصفري للجملة  9  ّمستقر تقاربيا  وحيث أن .هي المصفوفة الواحدية 

 الإثبات: لنفرض تابع ليبانوف بالصيغة التربيعية  , ( ) ; 0,T n nV t x t x px p p     

 ( نكتب:3( والنتيجة )3بحسب المبرهنة )

     , ( ) 2 ( ) ( ) 2 , ( )
TT T TD V t x t x t pD x t x p p x x p t x t        

 
 

 الآن وباستخدام متراجحة كوشي شفارتز

     max, ( ) , ( ) ( ) , ( )Tx p t x t x p t x t x p t x t     

 
2

max max max, ( ) ( ) ( ) ( )T Tx p t x t x p x p x p x x         

    max, ( ) 2 ( )
TT TD V t x t x p p x p x x      

 
 

   
2

max max, ( ) 2 ( ) 1 2 ( )T TD V t x t x x p x x p x        

max1بأخذ  2 ( )p :حسب الفرض و  

       
2 2 2

1 min 2 max 3 max( ) , ( ) , 1 2 ( )x p x x p x x p x         

لجملة ي لالصفر  حللنجد أنه من أجل تابع ليبانوف المفروض نحصل على الاستقرار التقاربي ل
 المدروسة.

 الآن لو كانت لدينا الجملة:

        ( ) ( ) , ( )D x t x t t x t       10  
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   1 2, ,....., , 0,1 ,
T n n n

nx x x x       أما من أجل التابع , ( )t x t  حيث 

 0 , n nt     تابع غير خطي بالمتجهx  والزمنt وأنّ التابع , ( )t x t  يحقق
 , ( ) 0t x t  

0لنفرض الآن بأنه يوجد عدد    بحيث   0, ( ) ; , ,nt x t x x t t     

 ( يمكن وضع المبرهنة التالية:2) ( والتمهيدية1) باستخدام التمهيديةو 

لنأخذ الجملة  (:6مبرهنة ) 10  بحيث المصفوفةأنّ  الثابتة تحققRe ( ) 0    ذا كانت وا 
Tpالتي تمثل حل المعادلة  pالمصفوفة  p    تحقق

 
max1 2 ( ) 0p t 




 

 
    

عندها الحل الصفري للجملة   10 . يكون مستقر تقاربيا 

 الإثبات: لنفرض تابع ليبانوف بالصيغة التريعية , ( ) ; 0,T n nV t x t x px p p     

 ( نكتب:3( والنتيجة )3بحسب المبرهنة )

     , ( 2 2 , ( )
TT T TD V t x t x pD x x p p x x p t x t         

 
 

 وباستخدام متراجحة كوشي شفارتز

   , ( ) , (T Tx p t x t x p t x t      

 لكن

 
 

   
 

   
1 1

0 0

1 1
, ( , ( ) , ( )

t t

t x t t x d t x d
         

 

 
       

   

 
 

 
 

 
1

00

1 1 1 1
tt

t x d x t x t
       

    

   
      
    

 
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 
 

 
 

2

max

1
, ( )

1

, ( ) ( )
1

T

T

x p t x t x p x t

x p t x t x p t

 

 









   
 

  
 

 

 
 

max, ( ) ( )
1

T Tx p t x t x x p t 



   

 
 

 
 

 
 

max

2

max

, ( ) 2 ( )
1

2
, ( ) 1 ( )

1

T TD V t x t x x x x p t

D V t x t p t x

 

 











   
 

 
      

 

لدينا حسب الفرض 
 

max1 2 ( ) 0p t 



 

 
    

 وبأخذ  

     
 

2 2 2

1 min 2 max 3 max

2
( ) , ( ) , 1 ( )

1
x p x x p x x p t x

     


 
       

 

 أنّ الحل الصفري للجملة المدروسة مستقر تقاربيا .نجد أنه من أجل تابع ليبانوف المفروض 

 نقدم أمثلة توضيحية حول ما تم ذكره. يوفيما يل

 بفرض أنه لدينا جملة المعادلات التفاضلية الكسرية:(: 1) مثال

 ( ) ( ) , ( ) ; 0 1D x t x t t x t       

 حيث أنّ: 

   1 2 1 2

1 41 1
( ) ( ), ( ) , , ( ) sin ( ), sin ( ) ,

0 32 2

T
T

x t x t x t t x t x t x t
  

       
   

 

 هنا لدينا:
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  2 2 2 2

1 2 1 2

1 1 1 1
, ( ) sin ( ) sin ( ) ( ) ( ) ( )

4 4 2 2
t x t x t x t x t x t x t      

1إذا  ثابت ليبشتز 

2
  

T;تحقق  pكما أنّ المصفوفة الموجبة  p p Q Q       

1 2 1 2

3 4 3 4

1 0 1 4

4 3 0 3

p p p p

p p p p

       
        

       
 

1 2 1 1 2

1 3 3 4 3 3 4

4 3

4 3 4 3 4 3

p p p p p

p p p p p p p

      
     

      
 

1 1 2

1 3 3 4

2 4 4 1 0

4 4 8 6 0 1

p p p

p p p p

     
       

 

1

1 3

3 4

2 1

4 4 0

8 6 0

p

p p

p p

  

  

  

 

1 2

max

3 4

1 1

52 2
( )

1 5 6

2 6

p p
p p

p p


 
  

      
   

  

 

                              لدينا
max

1 5 1
1 2 ( ) 1 2 0

2 6 6
p

 
      

 
 

 (5)إذا  حل الجملة المدروسة مستقر تقاربيا  حسب المبرهنة 

 بفرض أنه لدينا جملة المعادلات التكاملية التفاضلية الكسرية: (: 2مثال )

 ( ) ( ) , ( ) ; 0 1D x t x t t x t        

 باعتبار أنّ 



 سلسلة العلوم الأساسية       مجلة جامعة حمص                                       
 ايمان احمد حسين        د. سامح العرجه                  2025عام  12العدد  47المجلد       

27 
 

     1 2 1 2

3 1
( ) ( ), ( ) , , ( ) sin ( ),sin ( ) ,

1 2

T T
x t x t x t t x t x t x t

 
      

 
 

 هنا لدينا 

  2 2 2 2

1 2 1 2, ( ) sin ( ) sin ( ) ( ) ( ) ( )t x t x t x t x t x t x t      

1إذا  ثابت ليبشتز    

T;تحقق   pلنوجد الآن مصفوفة موجبة  p p Q Q       

1 2 1 2

3 4 3 4

3 1 3 1 1 0

1 2 1 2 0 1

p p p p

p p p p

          
         

          
 

1 2 1 21 3 2 4

3 4 3 41 2 2 4

3 23 3 1 0

3 22 2 0 1

p p p pp p p p

p p p pp p p p

          
             

 

1 بالحل نحصل على أنّ  4 2 31 0p p p p     

1 0

0 1
p

 
   

 
 

 وبالتالي 

 
2

, ( ) 0TV t x t x x x   
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تطعنا الأساسية في الاستقرار كون أننا اسمبرهنة الإذا  الحل الصفري للجملة المدروسة مستقر حسب  
الموجب  إيجاد تابع ليبانوف , ( )V t x t   ومشتقه السالب , ( ) 0D V t x t

  

 ( 6بالاعتماد على المبرهنة )يمكن التوصل إلى نفس النتيجة 

حيث أنّ 
max

1 1
0, , , 1, ( ) 1

16 2
t p  

 
    
 

 

 وبالتالي

 
 max

1 1 1
1 2 ( ) 1 2 1 1 0

1 1 4

2 2

p t 



  

 
      

     
 

 

 إذا  الحل الصفري للجملة المدروسة مستقر.
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 من خلال البحث المقدم حصلنا على النتائج التالية:التوصيات والاستنتاجات: 

 تفاضلية من مرتبة كسرية مستقرة وذلك باستخدام -إمكانية جعل جملة معادلات تكاملية
 الصيغة التربيعية لتابع ليبانوف.

  على استقرار الجملة المدروسة تكون أسهل فيما لو استخدمنا إنّ الشروط اللازمة للحصول
 تابع ليبانوف في الإثبات.

  في دراساتنا القادمة سوف نتعمق في توضيح وشرح الأهمية النظرية والتطبيقية لتابع ليبانوف
 ودوره في استقرار الجمل الديناميكية.

  التطبيقات الفيزيائية.في الأبحاث القادمة سنوضّح أهمية الاشتقاق الكسري في  
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