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 في بعد واحد الحل العددي لمعادلة التوصيل الحراري
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 ملخص  

عشوائية لاشبكات التتناول هذه المقالة الحل العددي لمعادلة التوصيل الحراري باستخدام أسلوب 
عددية ق الائحيث يهدف البحث إلى تطوير منهجية الفروق المنتهية كإحدى الطر  .SM-RGمُسَمَّىال

النقاط بشكل  على توزيع SM-RG خوارزميةالفعَّالة لحل المعادلات التفاضلية الجزئية. وتعتمد 
عشوائي ضمن الشبكة، مع إدخال تحسينات على معادلات الفروق لتعزيز الاستقرار العددي ورفع 

 مستوى الدقة.

لمراحل  على معادلة الحرارة أحادية البعد، مع عرض SM-RG خوارزميةتطبيق  الدراسة تضمنت
لنتائج أن ا أظهرتتعديل معادلة الفروق ومعالجة الشروط الحدية والابتدائية.  حيث يتمالتنفيذ، 
ا أن الطريقة المتبعة في هذعِلماً  .ل نسبة الخطأوتقل حلوللل أعلى دقةتُحقق  SM-RG خوارزمية

 البحث غير فعالة من أجل المناطق غير البسيطة وغير المنظمة

 ،تهيةطريقة الفروق المن ،في بعد واحد ةالحرار معادلة  ،معادلة تفاضلية جزئية الكلمات المفتاحية:
  .SM-RG خوارزمية ،CNطريقة 

 .دمشق جامعة العلوم، كلية الرياضيات، قسم في تدريسية هيئة عضو (1)
 ، جامعة دمشق، كلية العلوم، قسم الرياضيات.ماجستير ( طالب2)
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Abstract 
This paper presents a numerical solution of the heat conduction equation 
using a random grid approach called the SM-RG algorithm. The research 
aims to develop a finite difference scheme as one of the effective 
numerical methods for solving partial differential equations. The SM-RG 
algorithm relies on random point distribution within the computational 
grid while incorporating improvements to the difference equations to 

enhance numerical stability and increase accuracy. 

The study involves applying the SM-RG algorithm to a one-dimensional 
heat equation, detailing the implementation stages, including modification 
of the difference equation and treatment of boundary and initial 
conditions. The results demonstrated that the SM-RG algorithm yields 
higher solution accuracy and reduces the error rate.it should be noted that 
the method employed in this study is ineffective for non-simple and 
irregular regions. 

Keywords: partial differential equation, the 1D Heat equation, Finite 
difference method, CN method, SM-RG algorithm. 
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 مقدمة

المعادلات التفاضلية الجزئية في العديد من فروع العلوم والتكنولوجيا، مثل نظرية  برزت أهمية
شكل تُ  .، المرونة، ميكانيكا الموائع، انتقال الحرارة، الصوتيات، ميكانيكا الكم وغيرهايةالكهرومغناطيس

 ،حدية ائيةقيم ابتد تُعرف بمسألة حدية مسألةشروط و ابتدائية  هذه المعادلات عند اقترانها بشروط
إلا  ،دديعأو  تحليلي بشكل يد من الدراسات التي تبحث عن حل المعادلات التفاضليةظهرت العد

 قليدية.أمراً صعباً باستخدام الطرائق التحليلية الت يعد الوصول إلى حل دقيق للمعادلات التفاضلية أن
الفروق المنتهية كإحدى الطرائق العددية الفعالة التي تُستخدم لحل هذه  طريقةمن هنا برزت 

عددية تعتمد  بدوال بتقريب المشتقات في المعادلات التفاضلية طريقةالالمعادلات، حيثُ تقوم هذه 
حساب الحلول بشكل تقريبي  ى شبكة من النقاط، حيثُ يمكنعلى تقسيم المجال المدروس إل

 طريقةالتي تهدف إلى تطوير  SM-RG خوارزميةمدَ في هذا البحث دراسة ، ولقد اعتُ [1]ودقيق
   على معادلة الحرارة في بعد واحد. SM-RGخوارزمية وتطبيق  الفروق المنتهية.

 هدف البحث: 

لحل معادلة الحرارة في بعد واحد باستخدام طريقة الفروق المنتهية على  SM-RGخوارزمية تطبيق 
  .شبكات عشوائية
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 :Finite Difference methodالمنتهية الفروق  طريقة 1. 

سواء  ،إحدى الطرائق العددية المستخدمة في حل المعادلات التفاضلية المنتهيةالفروق  طريقةتُعد 
دام تقات باستخعلى تقريب المش طريقةال. تعتمد هذه [2]عادية أو جزئيةالمعادلات التفاضلية كانت 

لتي ا تعود الجذور الرياضية لهذه الطريقة إلى متسلسلة تايلور،. [3]محددةفروق قيم الدالة عند نقاط 
وخاصة مع تطور الأبحاث العلمية و  .[3] شكلت الأساس النظري لتطوير التقريب العددي للمشتقات

إلا  ،سنوات طويلة حل هذه المعادلات بشكل تحليليلالعلماء  حاولمجال المعادلات التفاضلية في 
لانطلاق وكانت هذه نقطة ا صادفوا نماذج من المعادلات التفاضلية يتعذر حلها بشكل تحليلي أنهم

الفروق  ة ومنها طريقةعدديال بالطرائقالعلمي في مسار جديد يبحث في حل المعادلات التفاضلية 
اً تطور  نتهيةالفروق الم طريقة شهدتر الحواسيب و ظه مع. و المنتهية التي تتميز بسهولة تطبيقها

ن . وفي نهاية القرن العشرين وبداية القر التفاضلية معادلاتالفي حل  فعالةأداة  نوعياً وأصبحت
يثُ تم ح الفروق المنتهية طريقة تطور الحوسبة الرقمية في تعزيز مكانةأسهم  الحادي والعشرين

. [4]دةالمعقالنمذجة الرياضية للظواهر العلمية مع طرائق عددية أُخرى لتحسين أدائها في  دمجها
ن الطريقة هذا يعني أ) بسيطة ومنتظمةالفروق المنتهية عندما تكون منطقة الدراسة  طريقةتُستخدم 

ة حيثُ يتم تقسيم منطقة المسألة المدروس (غير فعالة من أجل المناطق غير البسيطة وغير المنتظمة
ملة وبعد ذلك نحصل على ج الدوال العدديةإلى شبكة منتظمة واستبدال المشتقات بما يقابلها من 

د عد نقوم بزيادةزيادة دقة الشبكة من أجل و ائق المباشرة. من المعادلات الخطية نحلها بالطر 
ريقة لحلها نلجأ إلى الطرائق العددية مثل طد عدد المعادلات الجبرية الخطية، التقسيمات وبالتالي يزدا

 غاوس سيدل.

 The One-Dimensional Heat Equation:[5] معادلة الحرارة في بعد واحد 2.

دائية ثم سنقوم بصياغة مسائل القيم الابت ،نبدأ هذه الفقرة باستنتاج معادلة الحرارة في بعد واحد 
 والشروط الحدية.، والتي تتضمن معادلة الحرارة والشرط الابتدائي الحدية
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 أساسية: فيزيائية مبادئثلاث أولًا نُذكِر ب

 درجة حرارة أعلى إلى درجة حرارة أقل. . تتدفق الحرارة من1

 . كمية الحرارة في جسم ما تتناسب مع كتلته ودرجة حرارته.2

يتناسب مع تلك المساحة ومع معدل تغير درجة الحرارة بالنسبةِ . معدل تدفق الحرارة عبر سطح ما 3
 للمسافة العمودية على تلك المساحة.

 ثانياً: استنتاج معادلة الحرارة

ب أن الجوانولنفترض (. 𝑐𝑚2بوحدة ) 𝑆قضيب متجانس ذو مقطع عرضي منتظم نابفرض لدي
 بحيث تكون خطوط تدفق الحرارة متوازية وعمودية على المقطع العرضيمغطاة بمادة عازلة للحرارة 

𝑆 كنقطة مبدأ واتجاه التدفق كاتجاه المحور نطرفيال. لنأخذ أحد𝑥 (  ولتكن1الشكل )𝜌  هي الكثافة
𝑐𝑎𝑙هي السعة الحرارية النوعية بوحدة ) 𝑠و  (𝑔/𝑐𝑚3) بوحدة 𝑔 𝑑𝑒𝑔⁄ التوصيل الحراري  𝑘و  ( 

𝑐𝑎𝑙بوحدة ) 𝑐𝑚 deg 𝑠𝑒𝑐⁄ .) 

  

 

 (: التدفق الحراري1الشكل) 
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,𝑢(𝑥لنفترض أن 𝑡) تمثل درجة الحرارة عند مسافة𝑥  ةنقطالمن𝑂إذا كان .∆𝑢 ي درجة هو التغير ف
 ( كمية الحرارة في هذه الشريحة2فإنه وفق المبدأ ) ،من القضيب 𝑥∆شريحة بسماكةالحرارة ضمن 

(𝑠𝑙𝑎𝑏) :تُعطى بالعلاقة 

𝑠𝑙𝑎𝑏 = 𝑠𝜌𝑆 ∆𝑥 ∆𝑢 

يُعطى بالفرق بين معدل  ،𝑠𝜌𝑆 ∆𝑥 ∆𝑢𝑡أيوبالتالي فإن معدل زيادة الحرارة في هذه الشريحة 
 تدفق الحرارة الداخل والخارج: 

𝑠𝜌𝑆 ∆𝑥 ∆𝑢𝑡 = 𝑅1 − 𝑅2          (4) 

هما على التوالي معدل تدفق الحرارة الداخل والخارج من الشريحة بوحدة  𝑅1 و 𝑅2حيثُ أن
(𝑐𝑎𝑙 𝑠𝑒𝑐⁄ (. وبما أن معدل انتشار الحرارة )أي كمية الحرارة التي تنتقل عبر مساحة مقطع

 بقانون فورييه: يُعطى3) )للمبدأ وفقاً  في وحدة الزمن 𝑥عند الإحداثي 𝑆 عرضي

𝑞 = −𝑘𝑢𝑥𝑆 

 ، من هذا ينتج أن:هو ثابت يعتمد على مادة الجسم ويُعرف باسم التوصيل الحراري 𝑘حيث

𝑅1 = −𝑘𝑆 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

𝑥
        𝑎𝑛𝑑          𝑅2 = −𝑘𝑆(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)𝑥+∆𝑥  

 :( نحصل على4بالتعويض في ) ،(1تظهر الإشارة السالبة كنتيجة للمبدأ )

𝑠𝜌𝑆 ∆𝑥 
∂𝑢

∂t
= −𝑘𝑆 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

𝑥
+  𝑘𝑆(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)𝑥+∆𝑥 

⟹
∂𝑢

∂t
=

𝑘

𝑠𝜌
{

(
𝜕𝑢
𝜕𝑥

)𝑥+∆𝑥 − (
𝜕𝑢
𝜕𝑥

)𝑥

∆𝑥
} 
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𝑐2)إلى الحدنرمز  =
𝑘

𝑠𝜌
وبأخذ ، (𝑐𝑚2/𝑠𝑒𝑐المعروف باسم معامل الانتشار الحراري بوحدة )، (

𝑥∆النهاية عندما →  نحصل على معادلة توصيل الحرارة في قضيب متجانس: 0

∂𝑢

∂t
= 𝑐2

∂2𝑢

∂𝑥2
 ,      0 < x < α , 𝑡 > 0 , 𝑐 > 0                    (5) 

 :أو بالشكل

𝑢𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥  ,      0 < x < α , 𝑡 > 0 , 𝑐 > 0             

عادلة ، وهي ممعادلة الحرارة أو معادلة الانتشار الحراري أو معادلة التوصيل الحراريوتسمى أيضا 
ير تصف التوصيل الحراري، أو تغ، الثانية من النمط المكافئلمرتبة من اتفاضلية جزئية خطية 

𝑢يجب أن تحقق الدلةوحيد حرارة حل وحتى يكون لمعادلة ال .الحرارة في الأجسام = 𝑢(𝑥, 𝑡) 
𝑡عندما بفرض أنهُ  .المسألة طبيعةشروط ابتدائية وشروط حدية تتعلق ب = يتم إعطاء درجة حرارة  0

 أي: 𝑓(𝑥)تساوي

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),                 0 < 𝑥 < α                                   (6) 

 وهذا يُعرف بالشرط الابتدائي.

 وعند إعطاء قيمة الدالة على حدود المنطقة المدروسة نحصل على الشروط الحدية:

𝑢(0, 𝑡) = 𝑇1    ,         𝑢(α, 𝑡) = 𝑇2     , 𝑡 > 0                       (7)   

ولحل هذه المسألة  ،( مسألة القيم الابتدائية الحدية7( و )6( عند اقترانها بالشروط )5تُشكل العلاقة )
 . SM-RG خوارزميةوالتي يتفرع منها  ،الفروق المنتهية طريقةنستخدم 

 Approximate Finite Difference :[6]تقريبات الفروق المنتهية3.
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ا الفروق المنتهية على تقريب المشتقات في المعادلة التفاضلية بناءً على قيم الدالة نفسه طريقةتعتمد 
 .عند نقاط منفصلة

 صيغ الفروق المنتهية:

  الفروق التقدميةForward differences)) 

 لمشتقات من المرتبة الأولى:ا         

𝑢𝑥 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

𝑖,𝑗
=

𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗

∆𝑥
+ 𝑜(∆𝑥) ≈

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖,𝑗

∆𝑥
=

𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗

ℎ
 

𝑢𝑡 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
)

𝑖,𝑗
=

𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗

∆𝑡
+ 𝑜(∆𝑡) ≈

𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗

∆𝑡
=

𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗

𝑘
 

 الثانية: لمشتقات من المرتبةا        

𝑢𝑥𝑥 = (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
)

𝑖,𝑗
=

𝑢𝑖+2,𝑗 − 2𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗

(∆𝑥)2
+ 𝑜(∆𝑥)

≈
𝑢𝑖+2,𝑗 − 2𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗

(∆𝑥)2
 

=
𝑢𝑖+2,𝑗 − 2𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗

ℎ2
 

𝑢𝑡𝑡 = (
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
)

𝑖,𝑗
=

𝑢𝑖,𝑗+2 − 2𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗

(∆𝑡)2
+ 𝑜(∆𝑡) ≈

𝑢𝑖,𝑗+2 − 2𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗

(∆𝑡)2
 

=
𝑢𝑖,𝑗+2 − 2𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗

𝑘2
 

 

  الفروق التراجعيةBackward differences)) 
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 لمشتقات من المرتبة الأولى:ا         

𝑢𝑥 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

𝑖,𝑗
=

𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

∆𝑥
+ 𝑜(∆𝑥) ≈

𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

∆𝑥
=

𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

ℎ
 

𝑢𝑡 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
)

𝑖,𝑗
=

𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1

∆𝑡
+ 𝑜(∆𝑡) ≈

𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1

∆𝑡
=

𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1

𝑘
 

 الثانية: لمشتقات من المرتبةا         

𝑢𝑥𝑥 = (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
)

𝑖,𝑗
=

𝑢𝑖,𝑗 − 2𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖−2,𝑗

(∆𝑥)2
+ 𝑜(∆𝑥)

≈
𝑢𝑖,𝑗 − 2𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖−2,𝑗

(∆𝑥)2
 

=
𝑢𝑖,𝑗 − 2𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖−2,𝑗

ℎ2
 

𝑢𝑡𝑡 = (
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
)

𝑖,𝑗
=

𝑢𝑖,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗−1 + 𝑢𝑖,𝑗−2

(∆𝑡)2
+ 𝑜(∆𝑡) ≈

𝑢𝑖,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗−1 + 𝑢𝑖,𝑗−2

(∆𝑡)2
 

=
𝑢𝑖,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗−1 + 𝑢𝑖,𝑗−2

𝑘2
 

 

 ( الفروق المركزيةCentral differences) 

 المشتقات من المرتبة الأولى:         

𝑢𝑥 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

𝑖,𝑗
=

𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

2(∆𝑥)
+ 𝑜((∆𝑥)2) ≈

𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

2(∆𝑥)

=
𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

2ℎ
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𝑢𝑡 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
)

𝑖,𝑗
=

𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗−1

2(∆𝑡)
+ 𝑜((∆𝑡)2) ≈

𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗−1

2(∆𝑡)

=
𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗−1

2𝑘
 

 المشتقات من المرتبة الثانية:         

𝑢𝑥𝑥 = (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
)

𝑖,𝑗
=

𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

(∆𝑥)2
+ 𝑜((∆𝑥)2)

≈
𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

(∆𝑥)2
 

=
𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗

ℎ2
 

𝑢𝑡𝑡 = (
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
)

𝑖,𝑗
=

𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1

(∆𝑡)2
+ 𝑜(∆𝑡) ≈

𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1

(∆𝑡)2
 

=
𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1

𝑘2
 

 Sanaullah Mastoi-Random Grids .[7] (SM-RG)خوارزمية 4 .

 ثم طور  ،2020عام  Sanaullah Mastoi الباحث لأول مرة من قبل SM خوارزميةتم تقديم 

Sanaullah  ًالخوارزمية من خلال إنشاء شبكات مولدة عشوائيا RG (Random Grids)  و ذلك
أن  Sanaullah Mastoiلتحسين طريقة الفروق المنتهية. حيثُ أظهرت النتائج التي حصل عليها 

تطبيق طريقة الفروق المنتهية على شبكات مولدة عشوائياً تحقق تقارباً أسرع وتُحسن دقة الحلول 
  الشبكة.( التوزيع العشوائي لنقاط 2للمسائل المطروحة من خلال تقليل الخطأ، يوضح الشكل )
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 العشوائي لنقاط الشبكة ع: التوزي(2الشكل )

 : SM-RG خوارزمية 5.

أو على  [8] عشوائية على المحاور الاحداثيةنقاط  توزيعب تتلخص SM-RG خوارزميةإن فكرة 
 .عند قيمة ما المنتهية الفروقطرائق  طريقة منها، ثم نطبق احدإ

 :SM-RGخوارزمية خطوات 

 حداثية.عشوائي على المحاور الإنقاط بشكل توزيع ال  
  الفروق المنتهية. طرائقمن  مستقرة طريقةاختيار 

 وفق إحدى الحالات التالية: المُختارة للطريقة معادلة الفروق تعديل 

1. 𝑘𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝑘𝑗−1, 𝑘𝑗+1)    ,     ℎ𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(ℎ𝑖−1, ℎ𝑖+1)     

[8-11] 

    [8-11]  𝑘𝑎𝑣𝑔 = 𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒(𝑘𝑗−1, 𝑘𝑗+1)       ,     ℎ𝑚𝑖𝑛 =

𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒(ℎ𝑖−1, ℎ𝑖+1)      2. 

[8-11]      𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚(𝑘𝑗−1, 𝑘𝑗+1)   ,    ℎ𝑚𝑎𝑥 =

𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚(ℎ𝑖−1, ℎ𝑖+1)    3. 
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 [12]: تطبيق عددي6. 

 بفرض لدينا مسألة التوصيل الحراري التالية: :مسألة

                
𝜕𝑇

𝜕𝑡 
=

𝜕2𝑇

𝜕2𝑥
   ;    𝑡 > 0     ,   0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

𝑇(𝑥, 𝑡 = 0) = 𝑥 + sin (𝜋𝑥) 

                         𝑇(𝑥 = 0 , 𝑡) = 0  ,   𝑇(𝑥 = 1 , 𝑡) = 1 

𝑎إن هذه المعادلة هي معادلة الحرارة في بعد واحد حيثُ أن الحل:  = 1 

 محور الفواصل: أخذ متجه عقد منتظم على ن

𝑥 = {0 ,
1

3
 ,

2

3
 , 1}  ;   ℎ =

1

3
                            

𝑡 = {0 , 0.01   , 0.1 ,1 }  ;   𝑘 = { 0.01   , 0.09 ,0.9 } 

 يوجد أربع نقاط داخلية موضحة بالشكل التالي:

 

 

 

 

 

 لدينا من الشرط الحدي الأول: 

𝑇(𝑥 = 0 , 𝑡) = 0 ⟹ 𝑇1,𝑗 = 0 ; 𝑗 = 2: 3 

(3,2) (2,2) 

(3,3) (2,3) 

𝑥 
1 2

3
 1

3
 0 

0.01 

0.1 

𝑡 

1 
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 لدينا من الشرط الحدي الثاني:

   𝑇(𝑥 = 1 , 𝑡) = 1 ⟹ 𝑇4,𝑗 = 1 ; 𝑗 = 2: 3 

 لدينا من الشرط الابتدائي:

𝑇(𝑥, 𝑡 = 0) = 𝑥 + sin(𝜋𝑥)  ⟹ 𝑇𝑖,1 =  𝑥𝑖 + sin(𝜋𝑥𝑖) ; 𝑖 = 1: 4 

⟹ 𝑇1,1 = 0   ,     𝑇2,1 =
2 + 3√3

6
   ,     𝑇3,1 =

4 + 3√3

6
    ,     𝑇4,1 = 1  

 [12] بالشكل:الفروق المنتهية لطريقة كرنك نيكلسون تُعطى  معادلةنعلم أن 

−𝜆𝑇𝑖+1,𝑗+1 + 2(1 + 𝜆)𝑇𝑖,𝑗+1 − 𝜆𝑇𝑖−1,𝑗+1

= 𝜆𝑇𝑖+1,𝑗 + 2(1 − 𝜆)𝑇𝑖,𝑗 + 𝜆𝑇𝑖−1,𝑗   ; 𝜆 =
𝑎𝑘

ℎ2
  

 :𝑚𝑖𝑛حالةفي  SM-RG خوارزميةالسابقة حسب  لنعدل المعادلة

−𝜆
𝑚𝑖𝑛

𝑇𝑖+1,𝑗+1 + 2(1 + 𝜆
𝑚𝑖𝑛

)𝑇𝑖,𝑗+1 − 𝜆
𝑚𝑖𝑛

𝑇𝑖−1,𝑗+1

= 𝜆
𝑚𝑖𝑛

𝑇𝑖+1,𝑗 + 2(1 − 𝜆
𝑚𝑖𝑛

)𝑇𝑖,𝑗 + 𝜆
𝑚𝑖𝑛

𝑇𝑖−1,𝑗   ; 𝜆
𝑚𝑖𝑛

=
𝑎𝑘𝑚𝑖𝑛

ℎ2
  

𝜆
𝑚𝑖𝑛

 ℎ 𝑘𝑚𝑖𝑛 (𝑖, 𝑗) 

0.09 1

3
 

0.01 (2,2) 

0.09 1

3
 

0.01 (3,2) 

0.81 1

3
 

0.09 (2,3) 
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0.81 1

3
 

0.09 (3,3) 

 

𝑗 من أجل = 1 : 

−𝜆
𝑚𝑖𝑛

𝑇𝑖+1,2 + 2(1 + 𝜆
𝑚𝑖𝑛

)𝑇𝑖,2 − 𝜆
𝑚𝑖𝑛

𝑇𝑖−1,2

= 𝜆
𝑚𝑖𝑛

𝑇𝑖+1,1 + 2(1 − 𝜆
𝑚𝑖𝑛

)𝑇𝑖,1 + 𝜆
𝑚𝑖𝑛

𝑇𝑖−1,1 

𝑖عندما = 2 : 

−0.09𝑇3,2 + 2.18𝑇2,2 − 0.09𝑇1,2 = 0.09𝑇3,1 + 1.82𝑇2,1 + 0.09𝑇1,1 

 وبالاستفادة من الشروط:
−0.09𝑇3,2 + 2.18𝑇2,2 = 2.320775188                                (1) 

𝑖عندما = 3: 

−0.09𝑇4,2 + 2.81𝑇3,2 − 0.09𝑇2,2 = 0.09𝑇4,1 + 1.82𝑇3,1 + 0.09𝑇2,1 

 وبالاستفادة من الشروط:
2.81𝑇3,2 − 0.09𝑇2,2 = 3.077441855                                (2) 

 :(2( و)1بالحل المشترك لجملة المعادلتين )

𝑇3,2 = 1.458106151   ,   𝑇2,2 = 1.124772817 

𝑗 من أجل = 2 , 𝑖 = 2 : 

−0.81𝑇3,3 + 3.62𝑇2,3 − 0.81𝑇1,3 = 0.81𝑇3,2 + 0.38𝑇2,2 + 0.81𝑇1,2 
⇒   −0.81𝑇3,3 + 3.62𝑇2,3 = 1.608479653                            (3) 

𝑗  من أجل = 2 , 𝑖 = 3: 

−0.81𝑇4,3 + 3.62𝑇3,3 − 0.81𝑇2,3 = 0.81𝑇4,2 + 0.38𝑇3,2 + 0.81𝑇2,2 
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⇒    3.62𝑇3,3 − 0.81𝑇2,3 = 3.085146319                             (4) 

 :(4( و)3بالحل المشترك لجملة المعادلتين )

𝑇3,3 = 1.00183143    ,     𝑇2,3 = 0.6684980971 

 : 𝑚𝑖𝑛 في حالة لحساب الخطأ

|𝑟1| = 2.320775188  + 0.09𝑇3,2 − 2.18𝑇2,2 = 5.3 × 10−10 

|𝑟2| = 3.077441855 − 2.81𝑇3,2 + 0.09𝑇2,2 = −6.5 × 10−10 

𝑒1 = √r1
2 + r2

2 = 8.386894539 × 10−10 

|𝑟3| = 1.608479653 + 0.81𝑇3,3 − 3.62𝑇2,3 = 1.56 × 10−10 

|𝑟4| = 3.085146319 − 3.62𝑇3,3 + 0.81𝑇2,3 = −7.1243 × 10−8 

𝑒2 = √r3
2 + r4

2 = 7.12431708 × 10−8 

 وبالتالي فإن الخطأ الأعظمي هو:

𝑒𝑚𝑎𝑥 = max(𝑒1, 𝑒2) = 7.12431708 × 10−8 

 

 :𝐴𝑣𝑔لنحل المسألة في حالة

 

𝜆
𝑎𝑣𝑔

 ℎ 𝑘𝑎𝑣𝑔 (𝑖, 𝑗) 

0.45 1

3
 

0.05 (2,2) 
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0.45 1

3
 

0.05 (3,2) 

4.455 1

3
 

0.495 (2,3) 

4.455 1

3
 

0.495 (3,3) 

 

 :𝐴𝑣𝑔 في حالة SM-RGحسب خوارزمية معادلة الفروق المنتهية لطريقة كرنك نيكلسون لنعدل 

𝑗من أجل = 1: 

−𝜆
𝑎𝑣𝑔

𝑇𝑖+1,2 + 2 (1 + 𝜆
𝑎𝑣𝑔

) 𝑇𝑖,2 − 𝜆
𝑎𝑣𝑔

𝑇𝑖−1,2

= 𝜆
𝑎𝑣𝑔

𝑇𝑖+1,1 + 2 (1 − 𝜆
𝑎𝑣𝑔

) 𝑇𝑖,1 + 𝜆
𝑎𝑣𝑔

𝑇𝑖−1,1 

𝑖عندما = 2: 

−0.45𝑇3,2 + 2.9𝑇2,2 − 0.45𝑇1,2 = 0.45𝑇3,1 + 1.1𝑇2,1 + 0.45𝑇1,1 

 وبالاستفادة من الشروط:
−0.45𝑇3,2 + 2.9𝑇2,2 = 2.009006043                              (1) 

𝑖عندما = 3: 

−0.45𝑇4,2 + 2.9𝑇3,2 − 0.45𝑇2,2 = 0.45𝑇4,1 + 1.1𝑇3,1 + 0.45𝑇2,1 

 وبالاستفادة من الشروط:
2.9𝑇3,2 − 0.45𝑇2,2 = 3.125672709                                (2) 

 :(2( و)1بالحل المشترك لجملة المعادلتين )

𝑇3,2 = 1.214560289   ,   𝑇2,2 = 0.8812269563 
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𝑗من أجل = 2   

−𝜆
𝑎𝑣𝑔

𝑇𝑖+1,3 + 2 (1 + 𝜆
𝑎𝑣𝑔

) 𝑇𝑖,3 − 𝜆
𝑎𝑣𝑔

𝑇𝑖−1,3

= 𝜆
𝑎𝑣𝑔

𝑇𝑖+1,2 + 2 (1 − 𝜆
𝑎𝑣𝑔

) 𝑇𝑖,2 + 𝜆
𝑎𝑣𝑔

𝑇𝑖−1,2 

𝑖عندما = 2: 

−4.455𝑇3,3 + 10.91𝑇2,3 − 4.455𝑇1,3 = 4.455𝑇3,2 − 6.91𝑇2,2 + 4.455𝑇1,2 

 وبالاستفادة من الشروط:
⇒   −4.455𝑇3,3 + 10.91𝑇2,3 = −0.6784121805                           (3) 

𝑖من أجل = 3: 

−4.455𝑇4,3 + 10.91𝑇3,3 − 4.455𝑇2,3 = 4.455𝑇4,2 − 6.91𝑇3,2 + 4.455𝑇2,2 

 وبالاستفادة من الشروط:
⇒    10.91𝑇3,3 − 4.455𝑇2,3 = 4.443254493                             (4) 

 :(4( و)3بالحل المشترك لجملة المعادلتين )

𝑇3,3 = 0.4582888445    ,     𝑇2,3 = 0.124555107 

 :𝐴𝑣𝑔في حالة لحساب الخطأ

|𝑟1| = −0.45𝑇3,2 + 2.9𝑇2,2 − 2.009006043 = 2.2 × 10−10 

|𝑟2| = 2.9𝑇3,2 − 0.45𝑇2,2 − 3.125672709 = 1.235 × 10−9 

𝑒1 = √r1
2 + r2

2 = 1.254442107 × 10−9 

|𝑟3| = −4.455𝑇3,3 + 10.91𝑇2,3 + 0.6784121805 = 1.05 × 10−11 

|𝑟4| = 10.91𝑇3,3 − 4.455𝑇2,3 − 4.443254493 = 3.265 × 10−10 
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𝑒2 = √r3
2 + r4

2 = 3.266687925 × 10−10 

 وبالتالي فإن الخطأ الأعظمي هو:

𝑒𝑚𝑎𝑥 = max(𝑒1, 𝑒2) = 1.254442107 × 10−9 

 

 

 :𝑚𝑎𝑥لنحل المسألة في حالة

 

𝜆
𝑚𝑎𝑥

 ℎ 𝑘𝑚𝑎𝑥 (𝑖, 𝑗) 

0.81 1

3
 

0.09 (2,2) 

0.81 1

3
 

0.09 (3,2) 

8.1 1

3
 

0.9 (2,3) 

8.1 1

3
 

0.9 (3,3) 

 

 :𝑚𝑎𝑥 في حالة SM-RGحسب خوارزمية معادلة الفروق المنتهية لطريقة كرنك نيكلسون لنعدل 

𝑗من أجل = 1: 

−𝜆
𝑚𝑎𝑥

𝑇𝑖+1,2 + 2(1 + 𝜆
𝑚𝑎𝑥

)𝑇𝑖,2 − 𝜆
𝑚𝑎𝑥

𝑇𝑖−1,2

= 𝜆
𝑚𝑎𝑥

𝑇𝑖+1,1 + 2(1 − 𝜆
𝑚𝑎𝑥

)𝑇𝑖,1 + 𝜆
𝑚𝑎𝑥

𝑇𝑖−1,1 
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𝑖عندما = 2: 

−0.81𝑇3,2 + 3.62𝑇2,2 − 0.81𝑇1,2 = 0.81𝑇3,1 + 0.38𝑇2,1 + 0.81𝑇1,1 

 وبالاستفادة من الشروط:

−0.81𝑇3,2 + 3.62𝑇2,2 = 1.697236879                                      (1) 

𝑖عندما = 3: 

−0.81𝑇4,2 + 3.62𝑇3,2 − 0.81𝑇2,2 = 0.81𝑇4,1 + 0.38𝑇3,1 + 0.81𝑇2,1 

 وبالاستفادة من الشروط:

3.62𝑇3,2 − 0.81𝑇2,2 = 3.173903564                                          (2) 

 :(2( و)1بالحل المشترك لجملة المعادلتين )

𝑇3,2 = 1.033417637   ,   𝑇2,2 = 0.7000842998 

𝑗من أجل = 2   

−𝜆
𝑚𝑎𝑥

𝑇𝑖+1,3 + 2(1 + 𝜆
𝑚𝑎𝑥

)𝑇𝑖,3 − 𝜆
𝑚𝑎𝑥

𝑇𝑖−1,3

= 𝜆
𝑚𝑎𝑥

𝑇𝑖+1,2 + 2(1 − 𝜆
𝑚𝑎𝑥

)𝑇𝑖,2 + 𝜆
𝑚𝑎𝑥

𝑇𝑖−1,2 

𝑖عندما = 2: 

−8.1𝑇3,3 + 18.2𝑇2,3 − 8.1𝑇1,3 = 8.1𝑇3,2 − 14.2𝑇2,2 + 8.1𝑇1,2 

 وبالاستفادة من الشروط:
⇒   −8.1𝑇3,3 + 18.2𝑇2,3 = −1.570514197                           (3) 

𝑖من أجل = 3: 

−8.1𝑇4,3 + 18.2𝑇3,3 − 8.1𝑇2,3 = 8.1𝑇4,2 − 14.2𝑇3,2 + 8.1𝑇2,2 
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 وبالاستفادة من الشروط:
⇒    18.2𝑇3,3 − 8.1𝑇2,3 = 7.196152383                            (4) 

 :(4( و)3بالحل المشترك لجملة المعادلتين )

𝑇3,3 = 0.4451636049    ,     𝑇2,3 = 0.1118302749 

 :𝑚𝑎𝑥لحساب الخطأ في حالة

|𝑟1| = −0.81𝑇3,2 + 3.62𝑇2,2 − 1.697236879 = 3.06 × 10−10 

|𝑟2| = 3.62𝑇3,2 − 0.81𝑇2,2 − 3.173903564 = 8.98 × 10−10 

𝑒1 = √r1
2 + r2

2 = 9.487043797 × 10−10 

|𝑟3| = −8.1𝑇3,3 + 18.2𝑇2,3 + 1.570514197 = 4.9 × 10−10 

|𝑟4| = 18.2𝑇3,3 − 8.1𝑇2,3 − 7.196152383 = 5.1 × 10−10 

𝑒2 = √r3
2 + r4

2 = 7.072481884 × 10−10 

 وبالتالي فإن الخطأ الأعظمي هو:

𝑒𝑚𝑎𝑥 = max(𝑒1, 𝑒2) = 9.487043797 × 10−10 

 

 

 نحل المسألة في حالة شبكة منتظمة:وأخيراً ل

 نأخذ متجه عقد منتظم على المحور الفواصل ومحور التراتيب: 

𝑥 = {0 ,
1

3
 ,

2

3
 , 1}  ;   ℎ =

1

3
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𝑡 = {0 ,
1

3
 ,

2

3
 , 1}  ;   𝑘 =

1

3
                            

−𝜆𝑇𝑖+1,𝑗+1 + 2(1 + 𝜆)𝑇𝑖,𝑗+1 − 𝜆𝑇𝑖−1,𝑗+1

= 𝜆𝑇𝑖+1,𝑗 + 2(1 − 𝜆)𝑇𝑖,𝑗 + 𝜆𝑇𝑖−1,𝑗   ; 𝜆 =
𝑎𝑘

ℎ2
  

𝜆بما أن متجه العقد منتظم على كِلا المحورين فإن:  =
𝑎𝑘

ℎ2
= 3 

𝑗من أجل = 1: 

−𝜆𝑇𝑖+1,2 + 2(1 + 𝜆)𝑇𝑖,2 − 𝜆𝑇𝑖−1,2 = 𝜆𝑇𝑖+1,1 + 2(1 − 𝜆)𝑇𝑖,1 + 𝜆𝑇𝑖−1,1 

𝑖عندما = 2: 

−3𝑇3,2 + 8𝑇2,2 − 3𝑇1,2 = 3𝑇3,1 − 4𝑇2,1 + 3𝑇1,1 

 وبالاستفادة من الشروط:

−3𝑇3,2 + 8𝑇2,2 =
4 − 3√3

6
                                   (1) 

𝑖عندما = 3: 

−3𝑇4,2 + 8𝑇3,2 − 3𝑇2,2 = 3𝑇4,1 − 4𝑇3,1 + 3𝑇2,1 

 وبالاستفادة من الشروط:

8𝑇3,2 − 3𝑇2,2 =  
26 − 3√3

6
                                         (2) 

 :(2( و)1بالحل المشترك لجملة المعادلتين )

𝑇3,2 = 0.4936415859   ,   𝑇2,2 = 0.1601282526 
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𝑗من أجل = 2   

−𝜆𝑇𝑖+1,3 + 2(1 + 𝜆)𝑇𝑖,3 − 𝜆𝑇𝑖−1,3 = 𝜆𝑇𝑖+1,2 + 2(1 − 𝜆)𝑇𝑖,2 + 𝜆𝑇𝑖−1,2 

𝑖عندما = 2: 

−3𝑇3,3 + 8𝑇2,3 − 3𝑇1,3 = 3𝑇3,2 − 4𝑇2,2 + 3𝑇1,2 

 وبالاستفادة من الشروط:
⇒   −3𝑇3,3 + 8𝑇2,3 = 0.8404117473                          (3) 

𝑖من أجل = 3: 

−3𝑇4,3 + 8𝑇3,3 − 3𝑇2,3 = 3𝑇4,2 − 4𝑇3,2 + 3𝑇2,2 

 وبالاستفادة من الشروط:
⇒    8𝑇3,3 − 3𝑇2,3 = 4.505818414                            (4) 

 :(4( و)3بالحل المشترك لجملة المعادلتين )

𝑇3,3 = 0.7012324101    ,     𝑇2,3 = 0.3680136222 

 :𝑚𝑎𝑥لحساب الخطأ في حالة

|𝑟1| = −3𝑇3,2 + 8𝑇2,2 −
4 − 3√3

6
= 5.399997822 × 10−4 

|𝑟2| = 8𝑇3,2 − 3𝑇2,2 −  
26 − 3√3

6
= 1.439999851 × 10−3 

𝑒1 = √r1
2 + r2

2 = 1.537920458 × 10−3 

|𝑟3| = −3𝑇3,3 + 8𝑇2,3 − 0.8404117473 = 0 

|𝑟4| = 8𝑇3,3 − 3𝑇2,3 − 4.505818414 = 2 × 10−10 
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𝑒2 = √r3
2 + r4

2 = 2 × 10−10 

 وبالتالي فإن الخطأ الأعظمي هو:

𝑒𝑚𝑎𝑥 = max(𝑒1, 𝑒2) = 1.537920458 × 10−3 

 :النتائج ومناقشتها .7

في بُعد واحد مع شروط حدية من نوع  العددي لمعادلة الحرارةتعتمد هذه الدراسة على الحل  
التي تُعتبر تعديل لطريقة الفروق المنتهية SM-RG باستخدام خوارزمية ديرخليه وشرط ابتدائي

 وتتميز عنها:

 .التوزيع العشوائي لنقاط الشبكة  
 .تعديل المعاملات في معادلة الفروق 

 تحليل النتائج العددية:أ. 

 العشوائية الشبكة أظهرت النتائج عند استخدام(SM-RG)  في
, 𝑚𝑖𝑛)حالات 𝑎𝑣𝑔 , 𝑚𝑎𝑥 )  أخطاءً أصغر من الأخطاء الناتجة عن طرائق الفروق

الناتجة  تراكم الأخطاءط يقلل من والسبب يعود إلى أن التوزيع العشوائي للنقاالمنتهية، 
 .عن الانتظام في الشبكات المنتظمة

  تحكم في انتشار الخطأ.ى اللإيؤدي تعديل معاملات معادلة الفروق المرونة في  
  جل المناطق غير البسيطة وغير المنتظمة.أالطريقة غير فعالة من 

 . الاستنتاجات والتوصيات8
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حيث تمكنا من إيجاد حلول عددية لمعادلة الحرارة  SM-RGفي هذه الدراسة بتحليل لخوارزمية قمنا 
 SM-RGالنتائج أن خوارزمية  ظهرتأ من نوع ديرخليه. شرط ابتدائي وشروط حدية التفاضلية مع

دد المسارات تعل مُقارنةً بالشبكات المنتظمة لمعادلة الحرارة وهذا يفتح المجالأعلى للحلول  دقة تُحقق
 ، ومن أبرزها:العملالبحثية لتوسيع نطاق هذا 

 )أنظمة التحكم البيئي )التكييف والتبريد. 

  والاقتصادية.النمذجة المالية 
 .ديناميكا الموائع الحسابية 
 .النمذجة العددية للظواهر العلمية المعقدة 

مما يفتح آفاق ائق عددية أُخرى ق دمجها مع طر عن طري SM-RGكما يمكن تعميم خوارزمية 
  .العددية والكفاءة في المحاكاةجديدة لتحسين الدقة 
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