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 الملخص
 

ستتلال  وتعدد الابمفهوم  التوليد مفهومولدة لزمرة تبديلية، وارتباط م مجموعات  يعدُّ البحث عن 
أنواع الاستتتتتتتتتلال  من اللهتتتتتتتايا الهامة ،ي نثرية الزمر، حيث تتتستتتتتتتتت الزمرة التبديلية التي تمل  

 هذه الورقة قمنا بدراستتتتتتتتتةمجموعة مولدة خصتتتتتتتتاةصتتتتتتتتا  هامة تميزها عن الزمر التي لا تما لها. ،ي 
زمرة الأعداد  ،يوذل  استتتتتتتتتتتتتتلال  Sومفهوم المجموعات المولدة الصتتتتتتتتتتتتدرل لزمرة تبديلية مفهوم

لدة صتتتتتتتتتتتتتدرل ، تما قمنا بإيجاد مجموعات مو و،ي الزمر الدوارة المنتهية nالصتتتتتتتتتتتتتحيحة بالملا  
،هتتتتتتتتتتال  عن إيجاد  حرا  لها، حيث إن هذه المجموعات لا تشتتتتتتتتتتت  أستتتتتتتتتتتاستتتتتتتتتتتا  للزمر التبديلية الحرة 

 .الأعداد الصحيحةصدرل لزمرة مجموعات مولدة 

 
 
 

مجموعة مولدة صتتتتدرل، مجموعة مستتتتتتللة، مجموعة مستتتتتتللة خطيا ، مجموعة الكلمات المفتاحية.
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A Study of Minimal Generating Sets of an Abelian Group 
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Abstract 

 
The aim of this paper is to study minimal generating sets of an abelian 

group and S  independent sets, in addition to examining the effect of the 
concept of independence, in its various forms, on the generating set of 
the abelian group, since an abelian group that has a generating set has 
important properties that distinguish it from non-isomorphic ones. We also 
studied minimal generating sets of ( , )n   and finite cyclic groups. 
Additionally, we found minimal generating sets of free abelian groups; 
however, these sets don’t form a free basis. Finally, we determine minimal 
generating sets of ( , ) . 
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 مقدمــــة.
منها من  غير خاليةتعد مستألة التعبير عن عناصر بنية جبرية بدلالة عناصر مجموعة جزةية 

 ر تبير ،ي الرياهيات عموما  و،ي الجبر على وجه الخصوص، ويعد وذات أ هامةالمستاة  ال
لبنى من ا الزمرة والحللة وغيرهات المولدة لمختلف البنى الجبريةالبحث عن أصدر المجموعات 

من أبرز [، 4و] [3[ و]2[ و]1،ي ] P. Ruzickaو M. Hrbek، والتي درستت من قب الجبرية
[ 4]،ي  P. Ruzickaو M. Hrbekقام  2015في عام ،، الدراستات وأحد ها ،ي هذا المجا 

 تزمر الفت  والزمر عديمة الفت  بدراستة المجموعات المولدة الصدرل لأنواع من الزمر التبديلية
 بأنواعهلإشارة إلى أن مفهوم الاستتلال  جدر اتحيث  ،استتلال Sمفهوم وذل  من خال  طرح 

، ة المختلفةالمولدة للبنى الجبري ،ي توصيف المجموعات لعت دورا  هاما  توحالاته الخاصة ه اتتعميمو 
وبشت  خاص ،ي الزمر التبديلية، وقد قمنا ،ي هذه الملالة بدراستة  ال ة أنواع من المجموعات وهي 

بينا ، حيث مستتللةS والمجموعة المستتللة خطيا  بالإها،ة إلى المجموعة التستتللة المجموعة الم
العالقة بين هذه المجموعات تما قمنا بدراستة المجموعات المولدة همن حالات الاستتلال  الستابلة 

قمنا  ، حيثمستتللةS حستت تعريفها وبشت  خاص المجموعة المولدة الصدرل والتي تتون
لتتون  nبتوصيف طبيعة العالقة بين عناصر مجموعة جزةية من زمرة الأعداد الصحيحة بالملا 

، أتبر مجموعة مولدة صدرل لها، ،هال  عن تحديد قدرة لهذه الزمرة مولدة صدرلمجموعة 
بناء  على  nبالإها،ة إلى تعين المجموعات المولدة الصدرل للزمرة الدوارة المنتهية والتي مرتبتها 

،هال  عن ذل  قمنا بإيجاد مجموعات ، nالتما   بين هذه الزمرة وزمرة الأعداد الصحيحة بالملا  
ديلية الحرة انطالقا  من أستا  حر لها وذل  بطريلتين مختلفتين حيث إنَّ مولدة صدرل للزمرة التب

، ،هال  عن العديد من لزمرةحرا  ل ا  المجموعة المولدة الصدرل ،ي هذه الحالة لا تشت  أستاست
 المبرهنات والنتاةج الهامة المرتبطة بمفهوم المجموعة المولدة لزمرة والمجموعات المستتللة بأنواعها.
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 أساسية. برهناتتعاريف وم -1
نعرض ،ي هذه الفلرة بعض المفاهيم الأستتتتتتتتاستتتتتتتتية المتعللة بالزمر والمجموعات المولدة لزمرة، 

 والبداية مع التعريف الآتي:

 [.3تعريف. ]
)لتتن , )G   َّزمرة ولنفرض أنS  جزةيتتتة غير ختتتاليتتتة منمجموعتتتةG ، عن نلو  عنتتتدةتتتذ
 .نفستتتتها Gهي  Sتحوي Gزمرة جزةية منر تانت أصتتتد إذا Gإنها مولدة للزمرة Sالمجموعة

G،إننا نعبر ذل  بالشت  Gمولدة للزمرة Sإذا تانت المجموعة S. 

 [.3تعريف. ]
)لتتن  , )G    نلو  عن الزمرةزمرة، عنتتتتدةتتتتذG  ي تإنهتتتتا منتهيتتتتة التوليتتتتد إذا وجتتتتد،G 

لاا ،إن الزمرةهامولدة ل منتهية غير خالية مجموعة جزةية  غير منتهية التوليد. G، وا 

 [.3. ]11..مبرهنة
)لتتن  , )G    َّزمرة ولنفرض أنS   مجموعتتتتة جزةيتتتتة غير ختتتتاليتتتتة منGدةتتتتذ ،تتتتإنَّ ، عنتتتت
G S إذا و،لط إذا تان ت  عنصتتتتر x G عناصتتتتر مجموعة جزةية منتهية  يتتت بدلالة

 .Sعناصر المجموعة  من

 [.3. ]تعريف
)لتتن  , )G   نلو  عن الزمرةزمرة، عندةذ G عنصر إنها دوارة إذا وجدa G  َّيحلق أن 

{ }G a َّونلو  ،ي هذه الحالة إن ،G زمرة دوارة مولدة بالعنصتتتتتتتتتتتتتترa   ونتتت اختصتتتتتتتتتتتتتتارا
G a. 

 [.3. ]2.1.مبرهنة
)لتتن  , )G   مرتبتهازمرة دوارة n  ومولدة بالعنصتتتتتتتتتتتتتترa  َّولنفرض أنk Z ، عندةذ

kG،إنَّ  a  إذا و،لط إذا تان gcd , 1n k . 
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 [.6. ]3.1.مبرهنة
a زمرة و Gلتتن  G عنصتتتتتتتتتتتتتتر مرتبتتته n َّولنفرض أن ،, ,k r s Z تتإنَّ  عنتتدةتتذ، 

 :اللهايا الآتية صحيحة
1-  ,gc n kk d

aa . 

2- 
 gcd ,

k n
ao

n k
. 

3- r sa a  عندما و،لط عندما   gcd , gcd ,n r n s. 

 [.6,3. ]4.1مبرهنة.
لتتن  

1

n

i i
G


ن زمرة تتو لالشتتترط الازم والتا،ي ، عندةذ ،إنَّ منتهيةالدوارة الزمر أستتتترة من ال 

1الجداء المباشتتتتر  2 ... nG G G    دوارة هو أن تتون :1iG و :1jG أولية ،يما  ا  أعداد
iلأج  ت  بينها وذل   j  َّ1 حيث إن ,i j n . 

 [.3. ]5.1مبرهنة.
) تنتل , )   1ولنفرض أنَّ زمرة الأعداد الصتتحيحة 2, ,..., kn n n صتتحيحة موجبة ا  أعداد 
1وأنَّ  2gcd( , ,..., )kn n n d 1،إنَّ  عندةذ 2, ,..., kn n n d . 

 [.6,3. ]6.1.مبرهنة
G نفرض أنَّ لو ، دوارةزمرة  Gلتتن  a:عندةذ اللهيتان الآتيتان صحيحتان ،  

Gغير منتهية ،إن  Gإذا تانت -1  Z. 
nG،إن  nمنتهية من المرتبة Gإذا تانت -2 Z. 

 [.6,4,3. ]7.1.مبرهنة
)لتتن  , )G  ولنفرض أنَّ زمرة تبتتتديليتتتة ،( ) { ; ( ) }G x G o x    ، َّعنتتتدةتتتذ ،تتتإن 
) المجموعة )G  تشت  زمرة جزةية من الزمرةG. 
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 [.6,4,3تعريف. ]
)لتتن  , )G   الجزةيتتة الزمرة تتتدعىزمرة تبتتديليتتة، عنتتدةتتذ ( )G  الجزةيتتة من  بزمرة الفتتت

ذا تتتانتتت Gالزمرة  )، وا  )G G   َّعنتتدةتتذ نلو  إنG  ذا تتتان ، و زمرة ،تتت ا  G e  
 .()عديمة الفت  أنها زمرة ،ت  حرة Gنلو  عن الزمرة 

 [.6,3تعريف. ]
)لتتن  , )G    ،1لنفرض أنزمرة تبتتتتديليتتتتة{ }n

i iX x    من الزمرة مجموعتتتتة جزةيتتتتةG 
لأج  أي مجموعة إذا تان  قلةمستإنها  X المجموعة عننلو  عندةذ عناصرها مدايرة للصفر، 

}1جزةية  }n

i i    1وتحلق 0n

i i ix   0ينتج أنi ix    1لأج  ت i n . 
 .إذا لم تتن مستتللة مرتبطةإنها  Xونلو  عن المجموعة

 [.6,3تعريف. ]
)لتتن  , )G    ،لنفرض أنزمرة تبتتتتديليتتتتةX   من الزمرة مجموعتتتتة جزةيتتتتة غير ختتتتاليتتتتةG 

ت ت  مجموعة إنها مستتتتتتتتتتللة إذا تان Xعناصتتتتتتتترها مدايرة للصتتتتتتتتفر، عندةذ نلو  عن المجموعة 
 إنها مرتبطة إذا لم تتن مستتللة. Xونلو  عن المجموعة منها مستتللة. ومنتهية خالية غيرجزةية 

 [.3. ]8.1.برهنةم
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG ، عندةذ تتون
 مستتللة إذا و،لط إذا تانت X المجموعة

x X
X x


. 

 [.3تعريف. ]
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبتتتديليتتتةX  من مجموعتتتة جزةيتتتة غير ختتتاليتتتة ومنتهيتتتةG 

Gتان إذا G للزمرة أستتتتتتتتتاستتتتتتتتتا   Xلو  إنَّ عندةذ ن ،عناصتتتتتتتترها مدايرة للصتتتتتتتتفر X  وتانت
 مستتللة. Xالمجموعة 
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 [.3تعريف.]
)لتتن  , )G    ،لنفرض أنزمرة تبتتتتديليتتتتة 

1

n

i i
X x


   من الزمرة مجموعتتتتة جزةيتتتتةG 

لأج  أي مجموعة جزةية إذا تان  مستتتتتتتتتتتللة خطيا   X عندةذ نلو  إنَّ المجموعة 
1

n

i i



 

1وتحلق  0n

i i ix   0ينتج أنi    1لأجتت  تتت i n . ونلو  عن المجموعتتة X 
 .خطيا   إذا لم تتن مستتللة إنها مرتبطة خطيا  

 [.3تعريف.]

)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG  عندةذ نلو ،
إنها مستتتتتتتتتتتتتتتتللة خطيا  إذا تانت ت  مجموعة جزةية غير خالية ومنتهية منها  Xعن المجموعة 
 إنها مرتبطة خطيا  إذا لم تتن مستتللة خطيا . Xونلو  عن المجموعة مستتللة خطيا .

 
 .1.9.مبرهنة

)لتتن  , )G  لنفرض أنو ، عتتديمتتة الفتتت  زمرة تبتتديليتتةX  من مجموعتتة جزةيتتة غير ختتاليتتة
G المجموعة  تتون، عندةذ عناصتتتتتتترها مدايرة للصتتتتتتتفرX مستتتتتتتتتللة  تتان و،لط إذا مستتتتتتتتتللة إذا

 خطيا .

 واهح. البرهان.

 .1.10.مبرهنة
)لتتن , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  منمجموعة جزةية غير خالية G،  عندةذ اللهايا

 الآتية صحيحة:
0إذا تان  -1 X  إنَّ المجموعة،X . تتون مرتبطة خطيا 
 مستتللة. ،إنها تتونمستتللة خطيا   X إذا تانت -2
 مرتبطة.هية مجموعة جزةية غير خالية ومنت حوت إذا و،لط إذامرتبطة  Xتتون  -3
 حوت مجموعتتة جزةيتتة غير ختتاليتتة ومنتهيتتة مرتبطتتة إذا و،لط إذامرتبطتتة خطيتتا   X تتون -4

 .خطيا  
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 .مرتبطة ،إنها تتون مرتبطة خطيا   X تانت إذا -5

 البرهان.
 واهح. -1
مدايرة للصتتتفر،  X،إنَّ عناصتتتر المجموعة  مستتتتتللة خطيا  عندةذ Xلنفرض أنَّ المجموعة  -2

1أيتتتتتتا  تتتتتتتانتتتتتتت العنتتتتتتاصتتتتتتتتتتتتتتر  من جهتتتتتتة أخرل 1{ } ,{ }n n

i i i ix X   Z   َّوالتي تحلق أن 

1

0
n

i i

i

x


  َّ0 ،تتتإنi    1لأجتتت  تتتت i n   َّ0وبتتتالتتتتالي ،تتتإنi iv    لأجتتت  تتتت

1 i n   وهذا يبين أنَّ المجموعة ،X مستتللة. 
 واهح.  -4 -3
مجموعتتتتة جزةيتتتتة منتهيتتتتة ولتتن   Xعنتتتتدةتتتتذ توجتتتتد ،ي مرتبطتتتتة  Xلنفرض أنَّ المجموعتتتتة  -5

1{ }n

i ix X  1 بالتالي توجد العناصتتتتتتتتتتتتتترو  ،مرتبطة{ }n

i i  Z  َّتحلق أن 
1

0
n

i i

i

x


 

1عندةذ يوجد  i n   َّ0 يحلق أنi iv   َّ0وبالتالي ،إنi وهذا يبين أنَّ المجموعة ، 
1{ }n

i ix    وبالتالي ،إنَّ  ،مرتبطة خطيا X   مرتبطة خطيا. 

 نتيجة.
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبتتديليتتةX  من مجموعتتة جزةيتتة غير ختتاليتتة ومنتهيتتةG 

مستتللة ،لي  بالهرورة أن تتون مستتللة  Xالمجموعة  تانت إذا ، عندةذعناصرها مدايرة للصفر
ذاو  خطيا ،  .خطيا  ،لي  بالهرورة أن تتون مرتبطة مرتبطة Xالمجموعة  تانت ا 

 [.6,4,3تعريف. ]
)لتتن  , )G   ،عندةذ نلو  عن الزمرة زمرة تبديليةG  إذا وجد ،ي إنها حرةG  مجموعة

،ي هذه الحالة أستاستا  حرا   Xالمجموعة  ، وندعومستتللة خطيا  ومولدة لها Xجزةية غير خالية 
 .Gللزمرة 
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 نتيجة.
)لتتن  , )G   ،عندةذ إذا تان زمرة حرةX  أستتتتتتتتاستتتتتتتتا  حرا  للزمرةG  هو أستتتتتتتتا  لها، لتن،

 العت  غير صحيح بالهرورة.

 .[6,3]. 11.1.مبرهنة
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنو زمرة تبتتديليتتةX  من مجموعتتة جزةيتتة غير ختتاليتتةGدةتتذ ، عنتت

xإذا و،لط إذا تان ت  عنصتتتتر Gللزمرة  ا  حر  ا  أستتتتتاستتتتت Xالمجموعة تشتتتتت   G  يتتت بدلالة
 وبطريلة وحيدة. Xعناصر مجموعة جزةية منتهية من عناصر المجموعة 

 [.6,3. ]12.1.مبرهنة
)لتتن  , )G   ،الزمرة  تتونعندةذ زمرة تبديليةG تانت مجموعا  مباشتتتتتتتترا   و،لط إذا حرة إذا

 منها.لزمر  جزةية دوارة غير منتهية 

 .[6,3]. 13.1مبرهنة.
)لتتن  , )G   ،ولنفرض أنَّ زمرة تبديلية حرة,X Y  مختلفين لها، عندةذ حرين أستتتتتتتتتاستتتتتتتتتين

)،إنَّ  ) ( )card X card Y. 

 ملاحظة.
)لتتن  , )G   ،ولنفرض أنَّ زمرة تبتتديليتتة,X Y   أستتتتتتتتتتتتتتتتاستتتتتتتتتتتتتتتين مختلفين لهتتا، عنتتدةتتذ لي

)بالهرورة أن يتون  ) ( )card X card Y هال  عن ذل  إذا تان، ،X  أستاستا   للزمرةG ،
xأيا  تان عندةذ  G  َّإن،x  يتتت بدلالة عناصتتتتتتتتتتتتتتر مجموعة جزةية منتهية من عناصتتتتتتتتتتتتتتر

 لتن لي  بالهرورة أن تتون هذه التتابة وحيدة. Xالمجموعة 

 .1.14.مبرهنة
)لتتن  , )G  ولنفرض أنَّ زمرة تبديلية حرة ، X  أستاستا  حرا  للزمرةG عندةذ أيا  تان ،

x, العنصرين y X  َّإن، ,x y y x . 
 

 واهح. البرهان.
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 .المجموعة المولدة الصغرى لزمرة تبديلية -2
نعرض ،ي هذه الفلرة مفهوم المجموعة المولدة الصدرل لزمرة تبديلية وأهم المبرهنات المتعللة 

 :توص  لها، والبداية مع التعريف الآتيالبهذا المفهوم، ،هال  عن النتاةج التي تم 

 [.5,1تعريف. ]
)لتتن , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG  عندةذ نلو ،

إذا تان مستتللة Sإنها  Xعن  \x X x  وذل  أيا  تانx X. 

 .2.1مبرهنة.
)لتتن , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG َّعندةذ ،إن ، 

X  تتونS إذا و،لط إذا تانت ت  مجموعة جزةية غير خالية ومنتهية منها مستتتتتتتتتتتتتتتتللةS

 .مستتللة

 واهح. البرهان.

 .2.2مبرهنة.
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG ، عندةذ تتون

 اللهيتان الآتيتان متتا،ةتين:
 مستتللة.S هي Xالمجموعة  -1

 أيتا  تتانتت -2   
1 1

,
n n

i ii i
x X

 
 Z  َّوالتي تحلق أن

1

0
n

i i

i

x


  َّ1 ،تإنi   

1لأج  ت   i n . 

 البرهان.
(2) (1).  َّلنفرض أن X هي Sوأنَّ  مستتتتتتتتتتتتتتتتللة 

1

n

i i
x X


،  لتتن 

1

n

i i



Z 

 تحلق أنَّ 
 

1

0i

n

i

i

x


    1أنتتته يوجتتتد دليتتت   ولنفرض جتتتدلا j n   1 إنَّ  بحيتتتثj   ،
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}\ نجد أنَّ عندةذ  }j jx X x  المجموعة يناقض تون وهذاX  هيSومنه مستتتتتتتتتتتتتتتتللة ،
1iبالتالي الفرض الجدلي خاطئ و      1لأج  ت i n . 

(1) (2). 

 عنصتتتتتر مستتتتتتتللة وبالتالي يوجدSليستتتتتتت  X لنفرض جدلا  أنَّ و  محللة، (2)لنفرض أنَّ 
x X  َّبحيث إن  \x X x  1وجد يومنه 1{ } ,{ }n n

i i i ix X   Z أنَّ  بحيث 

 

1

i

n

i

i

x x


  وبالتالي: 

    

1 1

( 0)
n n

i

i

i i i

i

x xx x 
 

      

Sهي  Xالمجموعتتتة بتتتالتتتتالي الفرض الجتتتدلي ختتتاطئ و ومنتتته  .(2) وهتتتذا ينتتتاقض الفرض

 مستتللة.

 نتيجة.
)لتتن , )G   ،لنفرض أنَّ زمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG َّعندةذ ،إن ،

X  تتونS إذا و،لط إذا تحلق الشرط:مستتللة 

xأيتتتتا  تتتتتان  X  1 وتتتتتانتتتتت العنتتتتاصتتتتتتتتتتتتتتر 1{ } ,{ }n n

i i i ix X   Z   َّالتي تحلق أن 

 

1

i

n

i

i

x x


  َّ1،إن{ }n

i ix x . 

 .2.3مبرهنة.
)لتتن , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG عندةذ إذا تانت ،

 مستتللة.Sمستتللة ،إنها تتون  Xالمجموعة 

 البرهان.
جدلا   لنفرضوبالتالي ،إن جميع عناصرها مدايرة للصفر،  مستتللة Xأنَّ المجموعة  لنفرض

xوبالتالي يوجد مستتتتللةSليستتتت  Xأنَّ المجموعة  X  َّبحيث إن\{ }x X x  ومنه
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يتتتتتتوجتتتتتتتد    
1 1

, \{ }
n n

i ii i
Xx x

 
 Z  نَّ إ بتتتتتتحتتتتتتيتتتتتتتث  

1

j

n

j

j

x x


   وبتتتتتتتالتتتتتتتتتتتتتتالتتتتتي

1

0
n

j j

j

x x


   ، إنَّ المجموعة بماX 0 ،إنَّ  مستتتتتتتتتتتللةj jx    1لت j n   و

0x  0 ومنهx  المجموعة بالتالي الفرض الجدلي خاطئ و . ومنه وهذا تناقضX  هي
S.مستتللة 

 نتيجة.
)لتتن , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةGإنَّ  ، عندةذ،: 

 مستتللة.Sمستتللة خطيا  ،إنها تتون  Xإذا تانت المجموعة  -1
 مستتللة.مستتللة ،لي  بالهرورة أن تتون Sهي  Xإذا تانت المجموعة  -2
0إذا تان  -3 X  إنَّ المجموعة،X ليستت S.مستتللة 
gأيا  تان  -4 G المجموعة ،إن { }g هي S.مستتللة 

 [.3,2,1تعريف. ]
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG  عندةذ نلو ،

Gتان و مستتللة S إذا تانت Gللزمرة  مجموعة مولدة صغرى Xإنَّ  X. 

 .2.4مبرهنة.
)لتتن  , )G   لنفرض أن، (حرة)زمرة تبديليةX   للزمرة( )أستاستا  حرا   أستاستاG عندةذ ،إن ،

X  مجموعة مولدة صدرل للزمرةG. 

 والنتيجة الأخيرة. .2.3 ينتج مباشرة عن المبرهنة. البرهان.

 نتيجة.
)لتتن  , )G   ،)لنفرض أنزمرة تبديلية )حرةX  منمجموعة جزةية غير خاليةG عندةذ ،

:  ،إنَّ
 .G،إنها تتون مولدة صدرل للزمرة  Gأستاستا  )أستاستا  حرا ( للزمرة  Xإذا تانت  -1
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أستاستا  )أستاستا  حرا ( ،لي  بالهرورة أن تتون G مولدة صدرل للزمرة مجموعة  X إذا تانت -2
 .Gللزمرة 

.1مثال.  

)إنَّ  , )  نَّ حرةزمرة تشتتتتتتتت  أستتتتتتتتاستتتتتتتتا  حرا  لها وبالتالي ،هي مجموعة  {1}المجموعة  ، وا 
من جهة أخرل نالحث أنَّ المجموعة ، مولدة صتتتدرل 6,10,15  تشتتتت  مجموعة مولدة صتتتدرل 

xأيا  تان  نالحث أنه ، ،هال  عن ذل ولا تشت  أستاستا  حرا  لها  :  ،إنَّ
( )10 ( )15 ( 4 )6

( )10 ( )15 ( )6

x x x x

x x x x

   

   
 

 .2مثال.
الزمرة  نعلم أنَّ  15 ,U   رل مجموعة مولدة صد {7,8} ، إنَّ زمرة تبديلية غير دوارةهي

هي تشت  أستاستا  للزمرة وبالتالي  {7,11}إنَّ من جهة أخرل أستاستا  لها، ليستت لتنها  15Uللزمرة 
 .لهامجموعة مولدة صدرل 

 نتيجة.
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX مجموعة مولدة صتتتتتتتتتتتتتتدرل للزمرة Gأيا  دةذ ، عن

xتان  G  َّإن،x  يتتت بدلالة عناصتتتتر مجموعة جزةية منتهية من عناصتتتتر المجموعةX 
 .لتن لي  بالهرورة أن تتون هذه التتابة وحيدة

 .2.5مبرهنة.
)لتتن  , )G   َّزمرة تبتتديليتتة، ولنفرض أنX  مجموعتتة جزةيتتة غير ختتاليتتة منG عنتتدةتتذ ،

هو أن تتون Gمجموعة مولدة صتتتتتتتدرل للزمرة  Xالشتتتتتتترط الالزم والتا،ي حتى تتون المجوعة 
X  مولدة للزمرة مجموعةG مولدة للزمرة ،علية وأن لا تحوي مجموعة جزةيةG. 

 .البرهان
( ) تتنلX  مجموعة جزةية غير خالية منG،  َّولنفرض أنX  مجموعة مولدة صتتتتتتتتتتتتتتدرل
1X. لنفرض جتتدلا  أنتته توجتتد مجموعتتة جزةيتتةGللزمرة  X  َّ1تحلق أنX G عنتتدةتتذ ،
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xعنصتتتتتتتتتتتتتتر يوجتتتتد X   َّ1بحيتتتتث إنx X 1، عنتتتتدةتتتتذ \{ }x X X x  َّأي إن ،
\{ }x X x  وهذا يبين أنَّ المجموعةX  ليستتتتتتتت مولدة صتتتتتتدرل للزمرةG لأنها ليستتتتتتتت ،

S َّ1مستتتتتللة وهذا تناقض، وبالتالي الفرض الجدلي خاطئ، أي إنX  ليستتتتت مولدة للزمرةG ،
 .Gمولدة للزمرة  ،عليةلا تحوي أي مجموعة جزةية  Xوبالتالي المجموعة 

( ) تتنلX  مجموعة جزةية غير خالية منG،  َّولنفرض أنX  مجموعة مولدة للزمرةG 
x، وبتتتتتتالتتتتتتتالي أيتتتتتتا  تتتتتتتانGتولتتتتتتد الزمرة  ولا تحوي أي مجموعتتتتتتة جزةيتتتتتتة ،عليتتتتتتة X   َّتتتتتتإن،

\{ }x X x وبالتالي المجموعةX هيSمستتتتللة، وبالتالي المجموعةX  مولدة صتتدرل
 .Gللزمرة 

 .2.6مبرهنة.
)لتتن  , ) , ( , )G G   َّزمرتين تبديليتين، ولنفرض أن :f G G يا ، عندةذ إذا تما ال  زمر

)،إن  Gمجموعة مولدة صتتتتتتتتتتدرل للزمرة  X تانت )f X لزمرةهي مجموعة مولدة صتتتتتتتتتتدرل ل 
 G. 

 .البرهان
f: ليتن G G تما ال  زمريا  من الزمرة  G  إلى الزمرة  Gنفرض أنَّ ول X  مجموعة

Gبما أنَّ  عندةذ، Gللزمرة مولدة صدرل X  َّإن،( )G f X. 

)لنفرض جدلا  أنَّ المجموعة  )f X  ليستتSعنصر يوجد عندةذ ،إنه مستتللة
 y Xf  َّيحلق أن( ) /{ }y f X y عناصر وجدوبالتالي ت 

1 1{ } ,{ } ( ) /{ }n n

i i i iy f X y   Z إنَّ  حيث 
1

in

i

i

y y





،  يوجد تما أنه

1{ } ,n

i ix X x X    َّتحلق أن( )i iy f x   1لأج  ت  وذل i n   أنَّ و
( )y f x ، و:  بالتالي ،إنَّ

   
11 1

)( ) (
i in n n

i

i

i i

i

i

i

y f x y f x f x

 


 

 
     

 
  
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 :وهذا يتا،ئ أنَّ 

1

0
n

i

i

if x x


 
   
 

 

 ،تإنَّ   زمريتا  متا ال  ت fوبمتا أنَّ 
1

0
n

i

i

ix x


    وبتالتتالي
1

i

n

i

i

x x


  َّوبمتا أنX هي

S1،إنَّ  مستتتتتتتتتتتتللة{ }n

i ix x   َّ1وبالتالي ،إن{ }n

i iy y  وبالتالي ،إنَّ الفرض ناقض وهذا ت
المجموعة الجدلي خاطئ و  f X هي Sأي إنَّ مستتتتتتتللة ، f X  مجموعة مولدة صتتتتتدرل

 .G  للزمرة 

 .2.7مبرهنة.
)لتتن  , ) , ( , )G G   َّزمرتين تبديليتين، ولنفرض أن X  مجموعة مولدة صتتتتتتتتتتتتتتدرل للزمرة

G   َّوأنY   متتتتجتتتتمتتتتوعتتتتتتتة متتتتولتتتتتتتدة صتتتتتتتتتتتتتتتتتتدتتتترل لتتتتلتتتتزمتتتترةG عتتتتنتتتتتتتدةتتتتتتتذ ،تتتتتتتإن التتتتمتتتتجتتتتمتتتتوعتتتتتتتة ،
   {0} {0}Z X Y   زمرة الجداء المباشرمولدة صدرل ل G G. 

 .لبرهانا
Gمولتتتتتتتدة للزمرة   Zواهتتتتتتتتتتتتتتح أنَّ المجموعتتتتتتتة  G ليتن .( , )x y Z   َّحيتتتتتتتث إن

,x X y Y    َّعتتتتنتتتتتتتدةتتتتتتتذ طتتتتتتتالتتتتمتتتتتتتا أن,X Y   متتتتجتتتتمتتتتوعتتتتتتتاتS َّمستتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتلتتتتلتتتتتتتة ،تتتتتتتإن
\{ } , \{ }x X x y Y y :وبالتالي ، 

   ( ,0) {0} \{( ,0)} ,(0, ) {0} \{(0, )}x X x y Y y    
)ومنه ،إنَّ  , ) \{( , )}x y Z x y وبالتالي ،Z  هي مجموعةS.مستتللة 
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 .عات المولدة الصغرى لبعض الزمر التبديلية الشهيرةالمجمو  -3

،ي هذه الفلرة ستتتتتتتنلوم بدراستتتتتتتة وجود المجموعات المولدة الصتتتتتتدرل لزمرة الأعداد الصتتتتتتحيحة 
مجموعات مولدة صتتدرل للزمر التبديلية دراستتتة وجود ، ،هتتال  عن هتتمن عدة حالات nبالملا  

الحرة بحيث لا تشتتتتت  أستتتتتاستتتتتا حرا  لها، بالإهتتتتا،ة لعدد من المبرهنات والنتاةج الهامة، والبداية مع 
 :المبرهنة الآتية

 .3.1مبرهنة.
)عددا  صحيحا  موجبا ، ولنفرض أنَّ  nو عددا  أوليا  p ليتن , )np

Z  زمرة الأعداد الصحيحة 
npمجموعة مولدة صدرل للزمرة  X، ولنفرض أنَّ npبالملا 

Z  إنَّ عندةذ،( ) 1Card X 

. 

 .البرهان
npليتن

x Z وأولي مع  عنصرا  مدايرا  للصفرp إنَّ ، عندةذ، np
Z x هال  عن، ،

}ذل  المجموعة  }x هيSإنَّ  مستتللة وبالتالي، { }x  مجموعة مولدة صدرل للزمرةnp
Z. 

npللزمرة مجموعة مولدة صدرل  Xأنَّ  جدلا   لنفرض
Z  َّوأن( ) 1Card X   َّعندةذ ،إن

0 X ،:ونميز حالتين 

}0،إنَّ عندةذ  0xوليتن  pأولي مع  Xإذا تان أحد عناصر المجموعة  الحالة الأولى: }x 
npمجموعة مولدة صدرل للزمرة 

Z  وهذا يناقض تون المجموعةX  مولدة صدرل للزمرةnp
Z

. 

هو اللاستم المشتر   dولنفرض أنَّ  pليستت أولية مع  Xت  عناصر المجموعة  الحالة الثانية:
np، وبالتالي ،إنَّ Xالأتبر لعناصر المجموعة 

X d Z  َّمن جهة أخرل إن ،p  يلستم
d  وبالتاليnp

X d Z  ، تون المجموعة وهذا يتناقض معX  صدرل مجموعة مولدة
npللزمرة 

Z. 
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)،إنَّ  pZمجموعة مولدة صدرل للزمرة  Xمما ستبق نجد أنَّه إذا تانت ) 1Card X . 

 نتيجة.
)عددا  صحيحا  موجبا ، ولنفرض أنَّ  nو عددا  أوليا  p ليتن , )np

Z   زمرة الأعداد الصحيحة
}المجموعة  تتون ، عندةذnpبالملا  }a  مولدة صدرل للزمرةnp

Z تان  و،لط إذا إذاnp
a Z 

 .pأوليا  مع 

 .3.2مبرهنة.
p, ليتن qن وأوليا نعددا,n m َّعددان صحيحان موجبان، ولنفرض أن( , )n mp q

Z   زمرة
nالأعداد الصحيحة بالملا  mp q َّولنفرض أن ،X  مجموعة مولدة صدرل للزمرةn mp q

Z  عندةذ
 :اللهايا الآتية صحيحة

1- ( ) 2Card X . 
,تن لت -2 n mp q

a b Z عندةذ تتون المجموعة ،{ , }a b مولدة صدرل للزمرة n mp q
Z و،لط  إذا

a,تان إذا  b  ليستا أوليان معp q وgcd( , )d a b  أوليpq. 
,تنتل -3 n mp q

a b Z ، َّولنفرض أن( ) , ( )n mo a p o b q  المجموعة عندةذ تتون
 ,X a b مولدة صدرل للزمرة n mp q

Z. 

 .البرهان
nليتن -1 mp q

x Z   مع  ا  أوليعنصراpq َّعندةذ ،إن ، n mp q
Z x  هال  عن ذل، ،

}المجموعة  }x هيS َّمستتللة وبالتالي ،إن{ }x  مجموعة مولدة صدرل للزمرةn mp q
Z. 

nنعلم أنَّ  m n mp q p q
Z Z Z   وبالتالي يوجد: n m n mp q p q

f Z Z Z  تما ال  زمريا  من
n الزمرة mp q

Z Z  إلى الزمرةn mp q
Z ، َّولنفرض أن,X Y مجموعات مولدة صدرل للزمر

,n mp q
Z Z عندةذعلى الترتيت ، ( ) ( ) 1Card X Card Y  3.1. وذل  حستت المبرهنة ،

تما أنَّ    {0} {0}Z X Y    مولدة صدرل للزمرةn mp q
Z Z المبرهنة  وذل  حستت
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) نالحث أنَّ و ، 2.6 ) 2Card Z ، لمجموعة،إنَّ ا 52.حستت المبرهنة  ومنه( )f Z مولدة
nصدرل للزمرة mp q

Z ، َّن )وا  ( )) 2Card f Z . 

nلنفرض جدلا  أنَّ الزمرة  mp q
Z  تمل  مجموعة مولدة صدرل

1X  َّتحلق أن 

1( ) 2Card X   وبالتالي ،إنَّ الزمرةn mp q
Z Z  1تمل  مجموعة مولدة صدرلZ  َّتحلق أن 

1( ) 2Card Z   َّوذل  لأن n m n mp q p q
Z Z Z ، وهذا غير ممتن وبالتالي إذا تانت 

1X 
n مجموعة مولدة صدرل للزمرة mp q

Z  َّ1،إن( ) 2Card X . 

2-    المجموعة لنفرض أن{ , }a b مولدة صدرل للزمرة n mp q
Z عندةذ تتون المجموعة ،

{ , }a bمولدة للزمرة n mp q
Z  َّوبالتالي ،إنgcd( , )d a b أولي معpq،  لنفرض جدلا  أن واحد

a,على الأق  من  b  أولي معpq  وليتنa  عندةذ n mp q
b a Z   وبالتالي المجموعة

{ , }a b  ليستتS مستتللة، وبالتالي,a b  أوليان معpq. 
   ليتن, n mp q

a b Z  أنَّ لنفرض و ,a b  ليستا أوليان معpqوgcd( , )d a b  أولي
pq عندةذ ،{ , }n mp q

Z a b d  لنفرض جدلا  أنَّ المجموعة ،{ , }a b  ليستتS مستتللة
}ولنفرض أنَّ  }a b  َّومنه ،إن: 

{ } { } { , } n mp q
a b a b Z   

}المجموعة وهذا تناقض، ومنه ،إنَّ  pqأولي مع bوهذا يعني أنَّ  , }a b هيS مستتللة، وهذا
}المجموعة  يبين أنَّ  , }a b  مولدة صدرل للزمرةn mp q

Z. 

)لنفرض أنَّ  -3 ) , ( )n mo a p o b q  َّبما أن . { , } :1a b  تلب  اللستتتتتتتتتتتتمة على ت  من
,n mp q   َّتتتتإن،{ , }n mp q

Z a b َّمن جهتتتتة أخرل بمتتتتا أن . gcd ( ), ( ) 1o a o b    َّتتتتإن،
{ } { } {0}a b  َّوهتذا يبين أن ،{ } { }n mp q

Z a b   ومنته ،تإنَّ المجموعتة{ , }a b 
}، ،إن المجموعة 2.3المبرهنة.مستتتتتتتتتللة، وحستتتتتتتتت  , }a b  هيSمما ستتتتتتتتبق نجد أنَّ مستتتتتتتتتللة ،

}المجموعة  , }a b  مولدة صدرل للزمرةn mp q
Z. 
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 .3.3مبرهنة.
, لتتن ,p q rأعدادا  أولية مختلفة و, ,n m t  َّأعدادا  صحيحة موجبة، ولنفرض أن

( , )n m tp q r
Z   زمرة الأعداد الصحيحة بالملاn m tp q r َّولنفرض أن ،X  مجموعة مولدة
nصدرل للزمرة  m tp q r

Z :عندةذ اللهايا الآتية صحيحة 
1- ( ) 3Card X . 
,ليتن  -2 n m tp q r

a b Z عندةذ تتون المجموعة ،{ , }a b مولدة صدرل للزمرة n m tp q r
Z  إذا

a,و،لط إذا تان  b  ليستا أوليان معpqrوgcd( , )d a b  أوليpqr. 
,ليتن -3 , n m tp q r

a b c Zعندةذ إذا تان ،( ) , ( ) , ( )n m to a p o b q o c r    إن،
المجموعة , ,X a b c مولدة صدرل للزمرةn m tp q r

Z. 

  البرهان.
nنعلم أنَّ  -1 m t n m tp q r p q r

Z Z Z   وبالتالي يوجد: n m t n m tp q r p q r
Z Zf Z    تما ال  زمريا

nمن الزمرة  m tp q r
Z Z  إلى الزمرةn m tp q r

Z َّولنفرض أن ،,X Y  مجموعات مولدة صدرل
n,للزمر m tp q r

Z Z  على الترتيت، عندةذ( ) 1Card Y   و ،3.1وذل  حستت المبرهنة
( ) 2Card X  1، وبالتالي ،إنَّ 3.2وذل  حستت المبرهنة( ) 3Card X . 

2-    لنفرض أن المجموعة{ , }a b مولدة صدرل للزمرة n m tp q r
Z عندةذ تتون المجموعة ،

{ , }a b  مولدة للزمرةn m tp q r
Z  وبالتالي ،إنgcd( , )d a b  أوليpqr َّلنفرض جدلا  أن ،

a,واحد على الأق  من  b أولي معpqr وليتنa عندةذn m tp q r
b a Z   وبالتالي

a,المجموعة b  ليستتS مستتللة، وبالتالي,a b  أوليان معpqr. 

   ليتن, n m tp q r
a b Z  َّولنفرض أن,a b  ليستا أوليان معpqr وgcd( , )d a b 

}، عندةذ pqrأولي  , }n m tp q r
Z a b d  لنفرض جدلا  أنَّ المجموعة ،{ , }a b  ليستت

S َّمستتللة ولنفرض أن{ }a b  َّومنه ،إن: 
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{ } { } { , } n m tp q r
a b a b Z   

}المجموعة  وهذا تناقض، ومنه ،إنَّ  pqrأولي مع bوهذا يعني أنَّ  , }a b هيS ،مستتللة
}وبالتالي تتون المجموعة  , }a b  مولدة صدرل للزمرة مجموعةn m tp q r

Z. 

)لنفرض أنا  -3 ) , ( ) , ( )n m to a p o b q o c r   َّبما أن . { , , } :1a b c  تلب  اللستمة
,على ت  من  ,n m tp q r  َّإن،{ , , }n m tp q r

Z a b c َّمن جهة أخرل بما أن .
 gcd ( ), ( ), ( ) 1o a o b o c   َّإن،{ } { } { } {0}a b c  َّوهذا يبين أن ،

{ } { } { }n m tp q r
Z a b c    ومنه ،إنَّ المجموعة{ , , }a b c  مستتللة، وحستت

}، ،إن المجموعة 2.3المبرهنة. , , }a b c  هيS مستتللة، مما ستبق نجد أنَّ المجموعة{ , , }a b c 
nمولدة صدرل للزمرة  m tp q r

Z. 

 .3.4مبرهنة.
)لتتن , )nZ    زمرة الأعداد الصحيحة بالملاn  َّحيث إنn  يلب  اللستمة على عددين

عندةذ اللهايا الآتية . nZجزةية من الزمرة مجموعة X، ولنفرض أنَّ أوليين مختلفين على الأق 
 صحيحة:

إذا تانت  -1 1 2,X x x عندةذ تتون المجموعةX  مولدة صدرل إذا و،لط إذا تان
1 2gcd( , )x x d  أولي معn 1و 2,x x  ليستت أولية معn. 

إذا تانت  -2 1 2, ,..., mX x x x  َّ2حيث إنm  َّولنفرض أن ،ix X  َّحيث إن
1 i n 1،  وأن 1 1gcd( ,..., , ,..., )i i m ix x x x d  عندةذ تتون المجموعة ،X  مولدة

1صدرل إذا و،لط إذا تان  2gcd( , ,..., )mx x x d  أولي معn 1و 2, ,..., mx x x  ليستت
1لت   ixلا يلستم idوتان  nأولية مع  i n . 

 البرهان.
1-   لنفرض أن المجموعةX  مولدة صدرل للزمرةnZ 1، عندةذ تتون المجموعة 2{ , }x x 

1وبالتالي ،إن  nZمولدة للزمرة  2gcd( , )d x x  أوليn  لنفرض جدلا  أنَّ واحد على الأق ،
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من 
1 2,x x   أولي معn وليتن

1x 1عندةذ 2 nx x Z  وبالتالي المجموعة ,a b 
مستتللة، وبالتالي Sليستت

1 2,x x  أوليان معn. 
   1ليتن 2, nx x Z  َّ1ولنفرض أن 2,x x  ليستا أوليان معn 1و 2gcd( , )d x x  أولي
nZ، عندةذ  nمع  d لنفرض جدلا  أنَّ المجموعة ،

1 2{ , }x x ليستتS مستتللة ولنفرض
1أنَّ  2{ }x x  َّ1ومنه ،إن 2 1 2{ } { } { , } nx x x x Z    َّوهذا يعني أن

2x  أولي
1، ومنه ،إنَّ وهذا تناقض nمع  2,x x هيS 1مستتللة، وبالتالي تتون المجموعة 2{ , }x x 

 .nZمولدة صدرل للزمرة 

2-  لنفرض أن المجموعةX  مولدة صدرل للزمرةnZ َّولنفرض جدلا  أن ،d  لي  أولي
nZو بما أنَّ  nمع  X d   وهذا غير ممتن ومنهd   أولي معn من جهة أخرل ،

n،إن   nأوليا  مع  ixوليتن  Xإذا تان أحد عناصر المجموعة  iZ x  وهذا يناقض
 مستتللة.Sهي X تون المجموعة 
iومنه  ixيلستم idلنفرض جدلا  أنَّ  ix d وبالتالي i ix X x  وهذا يناقض تون

1لت   ixلا يلستم idمستتللة وSهي  Xالمجموعة i n . 

    أنَّ بماd أولي معn َّإن، ،nX d Z  ت  عناصر  بما أنَّ ، من جهة أخرل
لنفرض جدلا  أنَّ ، nZلا تحوي عنصرا  مولد للزمرة  X،إنَّ  n ليستت أولية مع Xالمجموعة 
ix مستتللة أي إنه يوجدSليستت Xالمجموعة  X َّبحيث إن i ix X x  َّومنه ،إن

i ix dيوجد  ، عندةذZ  بحيثi ix d  وهذا يناقض تونid  لا يلستمix ،
 Xوبالتالي المجموعة  مستتللةS هي Xوبالتالي الفرض الجدلي خاطئ، أي إنَّ المجموعة

 .nZصدرل للزمرة مجموعة مولدة 
 

،ي حالة تان  nZالمجموعات المولدة الصدرل للزمرة  أنَّ  نالحثمن المبرهنات الستابلة، 
2n  ،ة الصدرل مولد مجموعةأتبر قدرة ممتنة ل ،ي المبرهنة الآتية نبين ليستت متستاوية اللدرة

2nحيث  nZللزمرة  : 
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 .3.5مبرهنة.
Z)لتتن الزمرة  , )n    زمرة الأعداد الصحيحة بالملاn وX  مجموعة جزةية من الزمرة

nZ1.  ولنفرض أن 2

1 2 ... t

tn p p p
 

 1 إنَّ  حيث 2, ,..., tp p p و أعداد أولية مختلفة
1 2, ,..., t   ، إذا تانت المجموعة عندةذ أعداد صحيحة موجبة تماماX  مولدة صدرل للزمرة

nZ  إن،( )card X t. 

 البرهان. 
نَّ  nZمولدة صدرل للزمرة  X لنفرض أن المجموعة 1 وا  2

1 2 ... t

tn p p p
 

 إنَّ  حيث 
1 2, ,..., tp p p 1و أعداد أولية مختلفة 2, ,..., t   ، ستنورد البرهان  أعداد صحيحة موجبة تماما

 :tبالاستتلراء حستت 

t{1,2,3}نجد أنَّ المبرهنة صحيحة لأج   3.3، 3.2، 3.1حستت المبرهنات  . 

1t ج لألنفرض أن المبرهنة صحيحة  -   11، أي لنفرض أنه لأج 2

1 2 1... t

tn p p p
  

  إنه،
 :،إنَّ  nZمولدة صدرل للزمرة  Xإذا تانت المجموعة

( ) 1card X t  

1لأج   - 2

1 2 ... t

tn p p p
 

 ، َّنعلم أن: 
11

1 1... t t
t t

n P P p
Z Z Z  



  
 :وبالتالي يوجد

11
1 1...

:
t t

t t
nP P p

f Z Z Z  


 

11تما ال  زمريا  من الزمرة 
1 1... t t

t tP P p
Z Z  



  إلى الزمرةnZ َّ1، ولنفرض أن,X Y  مجموعات
مولدة صدرل للزمر

11
1 1...

,
t t

t tP P p
Z Z  



)على الترتيت، عندةذ   ) 1Card Y   وذل  حستت
)1و ،3.1المبرهنة  ) 1Card X t  وبالتالي ،إنَّ الاستتلراةي وذل  حستت الفرض ،
( )Card X t. 

 .3مثال.
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لتتن  16 ,Z   416زمرة الأعداد الصحيحة بالملا 2 ، وبالتالي أي مجموعة مولدة
صدرل للزمرة 

16Z .تتون مؤلفة ،لط من عنصر واحد 

 .4مثال.
لتتن  210 ,Z   210زمرة الأعداد الصحيحة بالملا 2 3 5 7    ، وبالتالي أي

مجموعة مولدة صدرل للزمرة 
210Z   تتون مؤلفة ،لط من أربع عناصر على الأت ر، ،على ستبي

 الم ا ، ت  مجموعة من المجموعات الآتية:

   

     1 2

70,42,30,105 10,21,35

105,2 22,33 13

X Y

Z Z E

 

  

 

تتون مجموعة مولدة صدرل للزمرة  210 ,Z ونالحث أنه لأج  المجموعة ،X :  أنَّ
(70) 3, (42) 5, (30) 7, (105) 2o o o o    

المجموعة أما  35,21,15,45 ، ليستت مولدة صدرل لأن لتنها هي مولدة
gcd(21,15,35) 1  45يلستم. 

 .5مثال.
لتتن  60 ,Z   260زمرة الأعداد الصحيحة بالملا 2 3 5   َّت  مجموعة من . إن 
 :المجموعات

 15,20,12X  ، 12,5Y   ، 35,21Z  

: X، ونالحث أنه لأج  المجموعة 60Zمولدة صدرل للزمرة  مجموعة هي  أنَّ
(15) 4, (20) 3, (12) 5o o o   
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.3.6مبرهنة.  

2nزمرة دوارة منتهية مرتبتها Gلتتن   مولدة بالعنصرa G:  ، ولنفرض أنَّ
 1 2, ,..., mX x x x 

مجموعة مولدة صدرل للزمرة
nZ عندةذ  ،إنَّ المجموعة ، 1 2, ,..., mx x x

a a a  مولدة صدرل
 .Gللزمرة

 البرهان.
بما أنَّ    :1 :1nZ G إنه يوجد، : nf Z G   تما ال  زمريا  من الزمرةnZ  إلى

)، معر،ا  بالشت  :Gالزمرة  ) rf r a   وذل  لتnr Z ، ولنفرض أنا
 1 2, ,..., mX x x x مجموعة مولدة صدرل للزمرةnZ َّوبما أن ،( ) ( )f X f X 

1 يتون 2

1 2( , ,..., ) , ,..., mx x x

mf x x x a a a،   ولما تانت المجموعةX  مجموعة مولدة
،إن المجموعة   nZصدرل للزمرة  1 2, ,..., mx x x

a a a مولدة صدرل للزمرةG  و ذل  حستت
 .2.5المبرهنة 

 .3.7مبرهنة.
)لتتن  , )  زمرة الأعداد الصحيحة، ولتتن 1 2, ,..., mX x x x  مجموعة من الأعداد

1الصحيحة الموجبة تماما ، ولنفرض أنَّ  2gcd( , ,..., ) 1mx x x   َّوأن
1 2 1 1gcd( , ,..., , ,..., ) 1i i m ix x x x x d      لأجix X  َّ1حيث إن i m  ،

عندةذ  تتون المجموعة  1 2, ,..., mX x x x  مولدة صدرل للزمرة( , ). 

 البرهان.
1بما أنا  2gcd( , ,..., ) 1mx x x   َّإن،XZ ،  ولنفرض جدلا  أنَّ المجموعةX 

ix مستتللة عندةذ  يوجدSليستت  X يحلق أنا i ix X x  َّ1حيث إن i m  ،
iومنه ،إنَّ  ix dيوجد ، عندةذZ  بحيثi ix d   بالتالي

1 2gcd( , ,..., ) 1m ix x x d   1هذا يناقض تونid الفرض الجدلي خاطئ  أي  ، وبالتالي
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صدرل للزمرة مجموعة مولدة  X، مما ستبق نجد أن المجموعة مستتللةSهي مجموعة   Xإن
Z. 

 .3.7مبرهنة.
p,وليتن  Xالمجموعة علىزمرة تبديلية حرة  Gلتتن  q  عددين أوليين مختلفين. عندةذ

Z،إنا  pX qX  مجموعة مولدة صدرل للزمرةG. 

 .البرهان
p,بما أنَّ  q عددين ،إنه يوجد عددين أوليين مختلفين ,    َّ1بحيث إنp q  

x، وبالتالي أيا  تان  X   َّإن،( ) ( )x px qx   َّالمجموعة ، ومنه نجد أنZ  مولدة
 .Gللزمرة

1تان أيا   2,x x X  َّإن،
1 2px qx و

1 2qx px  وذل  لأنَّ المجموعةX  مستتللة
zمستتللة عندةذ ،إنه يوجد عنصرSليستت  Zخطيا ، لنفرض جدلا  أنَّ المجموعة Z  يحلق

}/أنَّ  }z Z z عناصر:مجموعات جزةية منتهية من ال وجدوبالتالي ت 

{ } ,{ }i i I i i Iz Z    

إنَّ  حيث
i i

i I

z z


 و{ }i i Iz z  ، تما أنه يوجد, ix X x X  :  بحيث إنَّ

, ;i i iz x z x i I     

نَّ  ,وا  { , } ;i p q i I     َّبما أن ،/{ }z Z z  َّإن،{ }i i Ix x :وبالتالي ، 

( ) 0i i i

i I

x x  


   

,0مستتللة خطيا ، ،إنَّ  Xوبما أنَّ  0 ;i i i I       َّ0وهذا يتا،ئ أنp   أو
0q   َّوهذا غير ممتن، وبالتالي ،إنَّ الفرض الجدلي خاطئ أي إن /{ }z Z z  المجموعةو

Z هيS مستتللة. ومما ستبق نجد أنَّ المجموعةZ  مجموعة مولدة صدرل للزمرةG. 
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.6مثال.  

2)ج  الزمرة لأ , )  َّالمجموعة نعلم أن  2 2,3 العددين لأج  ا  حرا  لها،تشت  أستاست 
 ،إنَّ  4,6 .هي مجموعة مولدة صدرل 

 .3.8مبرهنة.
لتتن  ,G    زمرة تبديلية حرة على المجموعةX ولتتن .

1 2, ,..., kp p p أعداد أولية 

لنفرض أن . و م نى م نى ،يما بينها
1

k

i

i

n p


 إن المجموعة،: 

1

;
k

i i

n
M x x X

p

 
  

 
 

 .Gهي مجموعة مولدة صدرل للزمرة

 .البرهان

 لنفرض أنَّ 
1

k

i

i

n p


 المجموعة  ولنعرفN  بالشت: 

1

k

i

i i

n
N n

p


 
  
 

 

 من الواهح أن 1 2gcd , ,..., 1kn n n   1بالتالي يوجد,..., k  Z  بحيث
1

1
k

i i

i

n




. 
yلأج  ت  من جهة أخرل ،إنه  G توجد عناصر{ } ,{ }j j J J j Jx X     تحلق

أنَّ 
j J

j jy x


:وبالتالي ، 

1 1

1
k k

i i i j i J

i i j J

y y n y n x  
  

 
    

 
  

y ،إنا  ومنه M َّالمجموعة، وهذا يبين أنM مولدة للزمرة التبديلية الحرةG. 
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مستتللة، عندةذ ودون المستا  بعمومية المستألة Sليستت  Mلنفرض جدلا  أنَّ المجموعة
1nلنفرض  أنه لأج   N يوجد عنصرz X  َّ1بحيث إن 1\{ }n z M n z وبالتالي ،

 توجد مجموعات جزةية منتهية:

   
11

1\{ },
i ki k

i j i jj J j J
n x M n z 

  

 
  

:  تحلق أنَّ

 1

,1

i j i j

j J i k

n z n x
  

  

 وهنا نميز الحالتين:

}إذا تان  أولًا. }j j Jz x  َّعندةذ ،إن ، 1

,1

0i j i j

j J i k

n z n x
  

   وبما أن ،

1مستتللة خطيا  ،إنَّ  Xالمجموعة 0n  .وهذا تناقض 

}إذا تان  ثانياً. }j j Jz x  َّعندةذ ،إن ، 1

,1

i j i j

j J i k

n z n x
  

  : تتتت بالشت 

    1

,1 ,1

0

j

i j i j i j i

j J i k j J i k
x z

n x n z n z 
     



    

 وبالتالي:

  1

,1 ,1

[ ] 0

j

i j i j i j i

j J i k j J i k
x z

n x n n z 
     



 
   
 

  

 :مستتللة خطيا  ،إنَّ  Xوبما أن المجموعة

1

,1

[ ] 0i j i

j J i k

n n
  

  

: وبالتالي  ،إنَّ
 

1

,1

i j i

j J i k

n n
  

  
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ولما تان  1gcd ,..., 1kn n   إن، 2 3 1gcd , ,..., 1kn n n p  ،نَّ وهذا تناقض لأ
1p 

 عدد أولي.
نجد  مما ستبق. و مستتللةSهي  Mوبالتالي المجموعة الفرض الجدلي خاطئ مما ستبق نجد أنَّ 

 .Gللزمرة  هي مجموعة مولدة صدرل Mأن 
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