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 :إشراف
 رضوانور الدكتورة رانية جنيد          الدكتورة ن

 
 ثـحـبص الــخـلـم

 
 

ببعض الأنواع الأخرى من الساحات بدراسة ساحات بروفير وعلاقتها  قمنا في هذا البحث    
وقد توصلنا إلى أن الشرط اللازم والكافي كي تكون  ،التقديريةالساحات  وخاصة ،الصحيحة

 .الساحة الصحيحة ساحة بروفير موضعية هو أن تكون هذه الساحة ساحة تقديرية
ين من العلاقة ب انطلاقا  و  ،رقواعد غروبنر فوق ساحات بروفي دراسةعملنا في هذا البحث على 

 اتوصلنا إلى العديد من النتائج أهمها م ،خرى كالساحة التقديريةالأ ساحاتالساحات بروفير و 
لتوصل إلى او  ،الموضعيةحلقة الحدوديات فوق ساحة بروفير  نتماء لمثالية فييتعلق بمسألة الا

الموضعية قاعدة  مولدة لمثالية ما في ساحة بروفيرالشرط اللازم والكافي كي تكون مجموعة 
الساحات التقديرية  في  (𝑩𝒖𝒄𝒉𝒃𝒆𝒓𝒈𝒆𝒓)وارزميةخإمكانية تطبيق نر، كما توصلنا إلى غروب

 .والنيوثرية من أجل حساب قواعد غروبنر في ساحات بروفير الموضعية
 
 :ةـيـاحـتـفـمـات الـمـلـكـال

 .، قواعد غروبنر، ساحة بروفيرالساحة التقديرية المتقطعة ،الساحة التقديرية
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Abstract 

 

In this research, we studied Prufer domains and their relationship with 

some other types of integer domains, especially Valuation domains. We 

concluded that the necessary and sufficient condition for an integer 

domain to be a local Prufer domain is that it be a Valuation domain. 

In this research, we worked on studying Grobner bases over Prufer 

domains based on the relationship between Prufer domains and other 

domains, such as the Valuation domain. We reached many results the 

most important of them is the one which is related to the ideal 

membership problem in the polynomials ring over the local Prufer 

domain, and reaching to the necessary and sufficient condition for a 

generating set of an ideal to be Grobner basis in the local Prufer domain. 

Furthermore, we concluded that it is possible to apply the Buchberger’s 

algorithm in the Valuation domains in order to compute Grobner bases in 

the local and Noetherian Prufer domains. 

Kay Words: 

Valuation domain, Discrete valuation domain, Prufer domain, Grobner 

bases. 
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 :ــثــحــبـال ـةــدمـــقـم
 

 ،تعد قواعد غروبنر من الأساليب المهمة التي استخدمها الكثير من العلماء في حل المسائل    
 اعد غروبنرقو ، وقد ظهرت لات الرياضيات التطبيقية والبحتةوذلك خلال دراستهم في مختلف مجا

وهي نوع خاص من  ،ليهإوسميت بهذا الاسم نسبة  ،م غروبنرعلى يد العال (𝟏𝟗𝟔𝟓)عام 
 ويعد العالم ،ات بأكثر من متغيرالمجموعات المولدة لمثالية في حلقة الحدودي

(𝑩. 𝑩𝒖𝒄𝒉𝒃𝒆𝒓𝒈𝒆𝒓) من أبرز العلماء الذين قدموا نتائج مهمة فيما يتعلق بقواعد غروبنر، 
وذلك من أجل إيجاد حل لمسألة انتماء حدودية  ،حيث قام بتصميم خوارزمية لإيجاد هذه القواعد

قاعدة غروبنر للمثالية  𝑮حيث إنه إذا كانت  (إلى مثالية في حلقة كثيرات الحدود فوق حقل ما 
𝑰،   كانت الحدودية  عندئذٍ أيا𝒇  من حلقة الحدوديات فوق حقل𝑲 فإن ،𝒇  تنتمي للمثالية𝑰  إذا

، وقد نالت هذه المسألة اهتماما  كبيرا  من ) يساوي الصفر 𝑮بواسطة  𝒇وفقط إذا كان باقي قسمة 
 ،في العديد من الساحات (𝑩𝒖𝒄𝒉𝒃𝒆𝒓𝒈𝒆𝒓) قبل الباحثين الذين عملوا على تعميم خوارزمية

بحث بدراسة هذا القمنا في . من الساحات حات التقديرية وغيرهامثل ساحة المثاليات الرئيسية والسا
ضافة بعض الشروط عليها من أجل حساب قواعد غروبنرو  ،ساحات بروفير ن وذلك انطلاقا  م ،ا 

 سابقا   عليها دراسة قواعد غروبنريرة التي تمت العلاقة بين ساحات بروفير وبعض الساحات الشه
[𝟕], [𝟖], [𝟗]. 

 
 

 :ثــحــبــدف الــه
 

 ،موضعيةال فوق ساحات بروفير ى دراسة أحد تطبيقات قواعد غروبنربحثنا هذا إلنهدف في     
وق حلقة الحدوديات ففي تنتمي لمثالية حدودية ما  إن كانت لها تحديد مامن خلا التي يمكنناو 

ساب قواعد غروبنر في إلى إيجاد خوارزمية من أجل ح أيضا   نهدفو  ،ساحة بروفير الموضعية
 .والنيوثريةالموضعية ساحة بروفير 
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الم م ساحات صحيحةجميع الحلقات التي سنتعامل معها في دراستنا ضمن هذه البحث هي     
 .نذكر خلاف ذلك

 
 :رــيـــروفـبـت احـاــس .1
 

  [𝟓] :1.1 .تعريف
أجل ، إذا كان من (𝑽𝒂𝒍𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒅𝒐𝒎𝒂𝒊𝒏)تقديرية  ساحة 𝑽 الساحة الصحيحة ىتُسم    

𝑩، فإنه إما  𝑽من 𝑨 و𝑩     أي مثاليتين ⊆ 𝑨   أو𝑨 ⊆ 𝑩. 
 
   [𝟓] :1.1 .مهيديةت

 .تكون مثالية رئيسية 𝑽كل مثالية منتهية التوليد في عندئذٍ  ،تقديرية ساحة  𝑽لتكن    
 

 [𝟓] : 1.1ة.مبرهن

 :عندئذ الشروط الآتية متكافئة ،لا نيوثرية وليست حقصحيحة ساحة   𝑽لتكن    
1. 𝑽 ة تقديريةساح. 
 .𝑽تشكل مثالية رئيسية غير صفرية في  𝑽 في القابلة للقلب غير مجموعة العناصر .2
 .غير صفرية وحيدةية أولية فعلية و، وتملك مثالمغلقة بشكل كامل  𝑽ةساحال .3

 
  [𝟐]  :.12 .تعريف

 تقديرية متقطعة ساحة 𝑹الساحة الصحيحة  ىتُسم    
(𝑫𝒊𝒔𝒄𝒓𝒆𝒕𝒆 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒅𝒐𝒎𝒂𝒊𝒏)،  إذا كانت𝑹 وتملك مثالية  ،ساحة مثاليات رئيسية

 أولية غير صفرية وحيدة.
 

 [𝟐] : 2.1مبرهنة.

 عندئذٍ الشروط الآتية متكافئة: ،صحيحة ةساح 𝑹لتكن     
1. 𝑹 ة تقديرية متقطعةساح. 

2. 𝑹   ساحة مثاليات رئيسية وفيها مثالية أعظمية وحيدة𝑷 ≠ 𝟎. 
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3. 𝑹 وحيدة غير صفرية رئيسية تملك مثالية أعظمية .ساحة صحيحة نيوثرية وموضعية.  

4. 𝑹 ك مثالية أولية غير صفرية وحيدة.مل، وتصحيحة نيوثرية ومغلقة بشكل كامل ساحة 
 

 :  . 3.1ةمبرهن
 :ن متكافئانان الآتياعندئذٍ الشرط ،ساحة صحيحة وليست حقلا   𝑹لتكن     
1. 𝑹 تقديرية متقطعة ساحة. 
2. 𝑹 نيوثريةو  تقديرية ساحة. 

 :البرهان
    𝟐 ⟸ ,𝟐)المبرهنة ينتج مباشرة  من 𝟏 𝟏). 

     𝟏 ⟸ ,𝟏)عندئذٍ حسب التمهيدية ،نيوثريةساحة تقديرية و  𝑹لتكن 𝟐 فإن كل مثالية  ،(𝟏
,𝟏)، وحسب المبرهنةساحة مثاليات رئيسية 𝑹ومنه تكون  ،هي مثالية رئيسية 𝑹في   𝑹فإن  ،(𝟏

 .تقديرية متقطعة ساحة 𝑹تكون  ،بالتالي حسب التعريف ،وحيدةتملك مثالية أولية غير صفرية 
 

   [𝟐] :4.1 .ةمبرهن
تقديرية متقطعة إذا وفقط إذا  ساحة 𝑹عندئذٍ  ،وليست حقلا   ساحة صحيحة موضعية 𝑹لتكن     

 .عكوسة 𝑹لـ  غير صفرية كانت كل مثالية كسرية
 

  [𝟓] :3.1 .تعريف
كل مثالية إذا كانت  ،(𝑷𝒓𝒖𝒇𝒆𝒓 𝒅𝒐𝒎𝒂𝒊𝒏)ساحة بروفير 𝑹 الساحة الصحيحة ىتُسم    

  .عكوسة 𝑹في صفرية  منتهية التوليد وغير
 

 :مثال
 ربروفي كل ساحة مثاليات رئيسية هي ساحة. 
  حلقة كثيرات الحدود بمتغير واحد فوق حقل ما𝑲 هي ساحة بروفير. 
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 [𝟓] :5.1 .ةمبرهن
 عكوسة. 𝑹 ــمثالية كسرية منتهية التوليد ل عندئذٍ كلبروفير، ساحة  𝑹إذا كانت     

 :البرهان
𝟎عندئذٍ يوجد عنصر  ،𝑹 ـمثالية كسرية منتهية التوليد لـ 𝑨لتكن      ≠ 𝒅 ∈ 𝑹  بحيث تكون
𝒅𝑨  مثالية في𝑹 ، 

 . منتهية التوليد 𝒅𝑨لنثبت أن المثالية 
,𝒂𝟏عندئذٍ توجد  ،منتهية التوليدمثالية  𝑨ن أبما  … , 𝒂𝒔 ∈ 𝑨 بحيث 𝑨 = 〈𝒂𝟏, … , 𝒂𝒔〉،  ومن
 ثم

∀ 𝒅𝒂 ∈ 𝒅𝑨 ∶ 𝒅𝒂 = 𝒅 ∑ 𝒓𝒊𝒂𝒊

𝒔

𝒊=𝟏

= ∑ 𝒓𝒊𝒅𝒂𝒊

𝒔

𝒊=𝟏

 ;  𝒓𝒊 ∈ 𝑹 

تكون  𝒅𝑨ندئذٍ فإن المثالية ع ،ساحة بروفير 𝑹وبما أن  ،منتهية التوليد 𝒅𝑨ومنه نجد أن المثالية 
𝑩(𝒅𝑨)بحيث  𝑹 ـلـ 𝑩، وبالتالي توجد مثالية كسرية عكوسة = 𝑹،  فيكون𝑨(𝒅𝑩) = 𝑹 ،

 عكوسة. 𝑨ومنه المثالية 
 

   [𝟓] :6.1 .مبرهنة
 :عندئذٍ الشروط الآتية متكافئة ،حةساحة صحي 𝑹إذا كانت     
1.  𝑹 رساحة بروفي. 
 ومولدة بعنصرين عكوسة. 𝑹 كل مثالية غير صفرية من .2
𝑨𝑩إذا كان  .3 = 𝑨𝑪 حيث ،𝑨, 𝑩, 𝑪 مثاليات من  𝑹 و𝑨  مثالية غير صفرية منتهية

 عندئذٍ  ،التوليد
𝑩 = 𝑪. 

 .𝑹من  𝑷، وذلك من أجل أي مثالية أولية فعلية ة تقديريةساح 𝑹𝑷حلقة النسب  .4
5. 𝐀(𝑩 ∩ 𝑪) = 𝑨𝑩 ∩ 𝑨𝑪 وذلك أيا  كانت المثاليات ،𝑨, 𝑩, 𝑪  من𝑹.   
6. (𝑨 + 𝑩)(𝑨 ∩ 𝑩) = 𝑨𝑩  وذلك أيا  كانت المثاليات ،𝑨 , 𝑩  من𝑹. 
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, 𝑨إذا كانت  .7 𝑪  مثاليات من𝑹  حيث𝑪  منتهية التوليد وو مثالية غير صفرية 𝑨 ⊆ 𝑪 ،
𝑨تحقق  𝑹من  𝑩فإنه توجد مثالية  = 𝑩𝑪. 

8. (𝑨 + 𝑩): 𝑪 = 𝑨: 𝑪 + 𝑩: 𝑪  وذلك أيا  كانت المثاليات ،𝑨, 𝑩, 𝑪  من𝑹  حيث𝑪 
 مثالية منتهية التوليد.

9. 𝑪: (𝑨 ∩ 𝑩) = 𝑪: 𝑨 + 𝑪: 𝑩 وذلك أيا  كانت المثاليات ،𝑨, 𝑩, 𝑪  من𝑹  بحيث𝑨, 𝑩 
 .مثاليات منتهية التوليد

10. 𝑨 ∩ (𝑩 + 𝑪) = (𝑨 ∩ 𝑩) + (𝑨 ∩ 𝑪)  وذلك أيا  كانت المثاليات ،𝑨, 𝑩, 𝑪 نم 𝑹. 
 

  [𝟓] :1.1 .نتيجة
 ،ة تقديريةساح 𝑹𝑴ساحة بروفير إذا وفقط إذا كانت  𝑹عندئذٍ  ،ساحة صحيحة 𝑹لتكن     

 .𝑹من  𝑴وذلك من أجل كل مثالية أعظمية 
 
  [𝟓]: 2.1 .مهيديةت

, 𝑨 حلقة و 𝑹لتكن      𝑩  مثاليتين في𝑹،  ٍعندئذ𝑨 = 𝑩  إذا وفقط إذا كان𝑨𝑴 = 𝑩𝑴، 
 .𝑹في  𝑴وذلك من أجل كل مثالية أعظمية 

 
   [𝟔] :7.1 .مبرهنة
وذلك من أجل  ،بروفيرساحة  𝑹𝑴 إذا كانت ساحة بروفير 𝑹 عندئذٍ ، ساحة صحيحة 𝑹لتكن     

 .𝑹في  𝑴كل مثالية أعظمية 
 
 

 :البرهان
,𝑨لتكن      𝑩, 𝑪  مثاليات في𝑹 بحيث 𝑨   منتهية التوليد و 𝑨𝑩 = 𝑨𝑪 ولنثبت أن .𝑩 =

𝑪.  
𝑩𝑹𝑴 أن يكفي أن نبرهن = 𝑪𝑹𝑴 ، من أجل كل مثالية أعظميةوذلك 𝑴 في 𝑹. 
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𝑨𝑩𝑹𝑴 مثالية منتهية التوليد و 𝑨𝑹𝑴 عندئذٍ تكون ،𝑹في  ما مثالية أعظمية 𝑴لتكن  =

𝑨𝑪𝑹𝑴،  ومنه𝑨𝑹𝑴 . 𝑩𝑹𝑴 = 𝑨𝑹𝑴 . 𝑪𝑹𝑴.  
𝑩𝑹𝑴عندئذٍ فإن  ،بروفيرساحة  𝑹𝑴بما أن و  = 𝑪𝑹𝑴، 𝟐)التمهيديةحسب  وبالتالي. 𝟏)، 

𝑩يكون  = 𝑪. 
 

خلال  وذلك من ،احات بروفير الموضعية والحلقات التقديريةسنقوم بدراسة العلاقة بين س    
وفير في لقواعد غروبنر فوق ساحات بر  في دراستنا ا  أساسي ا  والتي سيكون لها دور  ،المبرهنة الآتية

 الفقرة الثالثة من هذا البحث.
 

 :8.1 .مبرهنة
 :انمتكافئ ناالآتي نطاعندئذٍ الشر  ،موضعية ساحة صحيحة 𝑹لتكن     
1. 𝑹 رساحة بروفي . 
2. 𝑹 تقديرية ساحة. 

 :البرهان
    𝟐 ⟸ وذلك من  ،تقديريةساحة  𝑹𝑷 عندئذٍ تكون ،موضعية ساحة بروفير 𝑹 أن لنفرض. 𝟏

 . 𝑷أجل المثالية الأعظمية 
, 𝑨لتكن  𝑩  مثاليات في الحلقة𝑹،  ٍتكون عندئذ 𝑨𝑹𝑷 , 𝑩𝑹𝑷  مثاليات في الحلقة𝑹𝑷،  ولنبين
𝑨أن  ⊆ 𝑩 لنفرض أن .𝑨𝑹𝑷 ⊆ 𝑩𝑹𝑷 . 
𝒂كان  أيا   ∈ 𝑨،  فإن𝒂

𝟏⁄ ∈ 𝑩𝑹𝑷،  عندئذٍ يوجد عنصر𝒓 ∈ 𝑹\𝑷  بحيث𝒓𝒂 ∈ 𝑩، 
𝑪ولتكن  = 〈𝒓〉 المثالية المولدة بالعنصر 𝒓.   

𝑪إذا كانت  ≠ 𝑹،  عندئذٍ فإن𝑪  تكون محتواة في المثالية الأعظمية𝑷، لذلك  ،وهذا غير ممكن
𝑪 = 𝑹،  ٍ𝟏عندئذ ∈ 𝑪،  وهكذا يوجد𝒙 ∈ 𝑹  𝟏بحيث = 𝒙𝒓،  بالتالي𝒂 = 𝒙𝒓𝒂 ∈ 𝑩، 

𝑨ومنه نجد أن  ⊆ 𝑩، أي أن 𝑹  تقديريةساحة. 
    𝟏 ⟸ عندئذٍ حسب  ،𝑹مثالية منتهية التوليد في  𝑨ولتكن  ،ساحة تقديرية 𝑹 أن لنفرض. 𝟐
.𝟏)تمهيديةال  .ساحة بروفير 𝑹ومنه نجد أن  ،وبالتالي عكوسة ،تكون مثالية رئيسية 𝑨فإن  ،(𝟏
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 :رـنـروبــد غــواعــق .2

 
 . الصحيحة النيوثرية على الساحات بدراسة قواعد غروبنر في هذه الفقرة سنقوم    

مالم نذكر خلاف دوما  هي ساحة صحيحة نيوثرية  𝑹 أي حلقة أن في هذه الفقرة نعتبرلذلك س
 .ذلك

 
  [𝟏]  :1.2 .تعريف
,𝑹[𝒙𝟏لتكن      𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏] فوق يراتمتغالمن  عدد منتهٍ حدوديات بحلقة ال 𝑹،  حيث𝒏  عدد

 :عندئذٍ صحيح موجب، 
  ُكل حدودية من الشكل ىسمت: 𝒙𝟏

𝜶𝟏 … 𝒙𝒏
𝜶𝒏;  𝜶𝒊 ∈ ℕ  أحادية حد(𝒎𝒐𝒏𝒐𝒎𝒊𝒂𝒍) 

𝜶حيث  𝑿𝜶نرمز لها اختصارا  سو  ،(𝑷𝒐𝒘𝒆𝒓 𝒑𝒓𝒐𝒅𝒖𝒄𝒕)  ةأو جداء قو  =

(𝜶𝟏, … , 𝜶𝒏) ∈ ℕ𝒏. 
  ُكل حدودية في  ىسمت𝑹[𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏] من الشكل :𝒄𝑿𝜶 ;  𝒄 ∈ 𝑹  حد(𝒕𝒆𝒓𝒎). 
 

,𝑹[𝒙𝟏سنرمز اختصارا  للحلقة      𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏]  بالرمز𝓡. أحاديات نرمز لمجموعة كل كما س
 .𝑻𝒏بالرمز 𝓡 الحلقة الحد في

 
  [𝟏] :2.2 .تعريف
,𝑿𝜶لتكن      𝑿𝜷 ∈ 𝓡  حيث أحاديتي حد𝑿𝜶 = 𝒙𝟏

𝒂𝟏 … 𝒙𝒏
𝒂𝒏    و 𝑿𝜷 =

𝒙𝟏
𝒃𝟏 … 𝒙𝒏

𝒃𝒏،  ٍنقول إن عندئذ 𝑿𝜶 متقس𝑿𝜷  إذا كان𝒂𝒊 ≤ 𝒃𝒊،  من أجل كلوذلك𝒊 =

𝟏, … , 𝒏 ونرمز لذلك بالرمز . :𝑿𝜶|𝑿𝜷 علاقة يقسم تشكل علاقة ترتيب ، ومن الواضح أن
 .𝑻𝒏جزئي على

,𝒂حيث 𝒃𝑿𝜷 يقسم 𝒂𝑿𝜶 نونقول إ     𝒃 ∈ 𝑹،  إذا كان𝑿𝜶|𝑿𝜷   و 𝒂  يقسم𝒃  في𝑹. 
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من الجدير بالذكر و . علاقة ترتيب ثنائيةوفق  𝑻𝒏نحتاج في دراستنا هذه إلى ترتيب عناصر    
 .الترتيب المعجمي هذا في بحثنا سنذكر منها 𝑻𝒏لترتيب الحدود فيهناك عدة أنواع أنه يوجد 

 
  [𝟏] :3.2 .تعريف
  ،𝑻𝒏على ( 𝒍𝒆𝒙𝒊𝒄𝒐𝒈𝒓𝒂𝒑𝒉𝒊𝒄𝒂𝒍 𝒐𝒓𝒅𝒆𝒓 )يعرف الترتيب المعجمي     

𝒙𝟏  أن مع اعتبار > 𝒙𝟐 > ⋯ > 𝒙𝒏من أجلكالتالي : 𝜶 = (𝜶𝟏, … , 𝜶𝒏) , 𝜷 =

(𝜷𝟏, … , 𝜷𝒏) ∈ ℕ𝒏،  ٍيكون عندئذ 𝑿𝜶 <𝒍𝒆𝒙 𝑿𝜷 إذا وفقط إذا كانت 𝜶𝒊 < 𝜷𝒊،  حيث
𝜷𝒊 , 𝜶𝒊  أول مسقطين مختلفين في𝜶 , 𝜷 بدءا  من اليسار. 

 ."𝒍𝒆𝒙"سوف نعبر دائما  عن هذا الترتيب بـ 
  [𝟑] :4.2 .تعريف

𝒇لتكن      ∈ 𝓡،  عندئذٍ الحدودية𝒇 تكتب بالشكل: 𝒇 = ∑ 𝒄𝜶𝑿𝜶 ;  𝒄𝜶 ∈ 𝑹𝜶∈ℕ𝒏 حيث  

𝒄𝜶 ≠ 𝒔𝒖𝒑𝒑(𝒇)المجموعة  ىتُسمو، عدد منته فقط من أجل 𝟎 = {𝑿𝜶;  𝒄𝜶 ≠  𝒇 حامل  {𝟎

(𝒔𝒖𝒑𝒑𝒐𝒓𝒕 𝒐𝒇 𝒇). 

𝒔𝒖𝒑𝒑(𝒇)كما أن  .تكون مجموعة منتهية 𝒔𝒖𝒑𝒑(𝒇)فإن  𝒇نلحظ من أجل أي حدودية  = ∅ 

𝒇إذا وفقط إذا كانت  = 𝟎. 

 
  [𝟏] :5.2 .تعريف
𝟎ولتكن الحدودية  ،𝑻𝒏علاقة ترتيب حدود على  >إذا كانت      ≠ 𝒇 ∈ 𝓡، عندئذٍ إن  

𝒇تكتب بالشكل الآتي: 
                                      𝒇 = ∑ 𝒄𝜶𝑿𝜶 𝜶∈ℕ𝒏 

𝑿𝜶 حيث  ∈ 𝑻𝒏    ,    𝟎 ≠ 𝒄𝜶 ∈ 𝑹. 
 :يف المفاهيم والرموز الآتيةوبالتالي يمكننا تعر 

• 𝒎𝒅𝒆𝒈(𝒇) = 𝜶 ∈ ℕ𝒏 ;  𝑿𝜶 = 𝒎𝒂𝒙 {𝑿𝜶 ∈ 𝑺𝒖𝒑𝒑(𝒇) , 𝒄𝜶 ≠ 𝟎} 
(𝒕𝒉𝒆 𝒎𝒖𝒍𝒕𝒊𝒅𝒆𝒈𝒓𝒆𝒆 𝒐𝒇 𝒇 ). 

• 𝒅𝒆𝒈(𝒇) = |𝒎𝒅𝒆𝒈(𝒇)|   درجة الحدودية𝒇 (𝒕𝒉𝒆 𝒅𝒆𝒈𝒓𝒆𝒆 𝒐𝒇 𝒇 ). 
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• 𝒍𝒑(𝒇) = 𝑿𝒎𝒅𝒆𝒈(𝒇)   جداء القوة الرئيسي في𝒇 
(𝒕𝒉𝒆 𝒍𝒆𝒂𝒅𝒊𝒏𝒈 𝒑𝒐𝒘𝒆𝒓𝒃 𝒑𝒓𝒐𝒅𝒖𝒄𝒕 𝒐𝒇 𝒇). 

• 𝒍𝒄(𝒇) = 𝒂𝒎𝒅𝒆𝒈(𝒇)   المعامل الرئيسي في𝒇 
(𝒕𝒉𝒆 𝒍𝒆𝒂𝒅𝒊𝒏𝒈 𝒄𝒐𝒆𝒇𝒇𝒊𝒄𝒊𝒆𝒏𝒕  𝒐𝒇 𝒇). 

•  𝒍𝒕(𝒇) = 𝒍𝒄(𝒇)𝒍𝒑(𝒇) الحد الرئيسي في𝒇 (𝒕𝒉𝒆 𝒍𝒆𝒂𝒅𝒊𝒏𝒈 𝒕𝒆𝒓𝒎 𝒐𝒇 𝒇). 
 

 [𝟏]: 6.2 .تعريف
 :المجموعة المعرفة بالشكل الآتيعندئذٍ  ،𝓡مجموعة جزئية من الحلقة  𝑬لتكن     

𝑳𝒕(𝑬) = 〈 𝒍𝒕(𝒆) ;  𝒆 ∈ 𝑬 〉 
 𝑬وتسمى مثالية الحد الرئيسي لـ  ،𝓡ثالية في تكون م

(𝒕𝒉𝒆 𝒍𝒆𝒂𝒅𝒊𝒏𝒈 𝒕𝒆𝒓𝒎 𝒊𝒅𝒆𝒂𝒍 𝒐𝒇 𝑬). 
 

  [𝟒]  :7.2 .تعريف
𝟎ن الحدودية إقول ن    ≠ 𝒇 ∈ 𝓡 بواسطة المجموعة  (تختزل) قابلة للاختزال𝑮 ⊆ 𝓡 إذا 
 :كان

𝒍𝒕(𝒇) ∈ 𝑳𝒕(𝑮). 
 

  [𝟏] :8.2 .تعريف
𝑯  و𝓡 حدوديتان من  𝒇 و𝒉لتكن      = {𝒇𝟏, … , 𝒇𝒔 ;  𝒇𝒊 ≠ 𝟎 (𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒔)} مجموعة

 إذا وفقط إذا 𝑯 بواسطة 𝒉إلى  بخطوة واحدة تختزل 𝒇، نقول إنّ 𝓡من جزئية غير خالية 
 :كانت

𝒉 = 𝒇 − (𝒄𝟏𝑿𝟏𝒇𝟏 + ⋯ + 𝒄𝒔𝑿𝒔𝒇𝒔) 
, 𝒄𝟏وذلك من أجل  … , 𝒄𝒔 ∈ 𝑹  جداءات القوة و𝑿𝟏 , … , 𝑿𝒔 حيث 𝒍𝒑(𝒇) = 𝑿𝒊𝒍𝒑(𝒇𝒊)، 

𝒄𝒊عندما  𝒊وذلك من أجل كل  ≠ 𝒍𝒕(𝒇) و 𝟎 = 𝒄𝟏𝑿𝟏𝒍𝒕(𝒇𝟏) + ⋯ + 𝒄𝒔𝑿𝒔𝒍𝒕(𝒇𝒔)، 
𝒇 :ونعبر عن ذلك بالرمز

𝑯
→ 𝒉. 
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  [𝟏] :9.2 .تعريف

𝑯 و𝓡 حدوديتان من  𝒇 و𝒉لتكن      = {𝒇𝟏, … , 𝒇𝒔 ;  𝒇𝒊 ≠ 𝟎 (𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒔)}  مجموعة
 إذا وفقط إذا وجدت 𝑯بواسطة عناصر  𝒉تختزل إلى  𝒇، نقول إنّ 𝓡 جزئية غير خالية من

,𝒉𝟏مجموعة من الحدوديات  … , 𝒉𝒕−𝟏 ∈ 𝓡 بحيث:  
𝒇

𝑯
→ 𝒉𝟏

𝑯
→ 𝒉𝟐

𝑯
→ 𝒉𝟑 … 

𝑯
→ 𝒉𝒕−𝟏

𝑯
→ 𝒉 

𝒇 :عن ذلك بالرمز ونعبر
𝑯
→+ 𝒉،  ٍويكون عندئذ𝒇 − 𝒉 ∈ 〈𝒇𝟏, … , 𝒇𝒔〉. 

 
  [𝟒]  :10.2 .تعريف

𝑮 و 𝓡مثالية في  𝑰 لتكن     = {𝒈𝟏, 𝒈𝟐, … , 𝒈𝒕 ;  𝒈𝒊 ≠ 𝟎 , (𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒕) } ⊆ 𝑰، 
𝑳𝑻(𝑮)إذا وفقط إذا كان  𝑰قاعدة غروبنر للمثالية  𝑮 نقول إن   = 𝑳𝑻(𝑰). 

 
 [𝟏] :1.2 .مبرهنة

𝑮 و 𝓡مثالية غير صفرية في  𝑰لتكن      = {𝒈𝟏, 𝒈𝟐, … , 𝒈𝒕 ;  𝒈𝒊 ≠ 𝟎 , (𝟏 ≤ 𝒊 ≤

𝒕) } ⊆ 𝑰، روط الآتية متكافئةعندئذٍ الش: 
1. 𝑳𝑻(𝑮) = 𝑳𝑻(𝑰)  (𝑮  قاعدة غروبنر للمثالية𝑰 .) 
𝒇من أجل أي حدودية  .2 ∈ 𝓡،  فإن𝒇

𝑮
→+ 𝒇 إذا وفقط إذا كانت 𝟎 ∈ 𝑰. 

𝒇أيا كانت الحدودية  .3 ∈ 𝑰،  ٍفإن عندئذ𝒇 = ∑ 𝒉𝒊𝒈𝒊
𝒎
𝒊=𝟏  :حيث 

  𝒉𝟏, 𝒉𝟐, … , 𝒉𝒎 ∈ 𝓡     و  𝒍𝒑(𝒇) = 𝒎𝒂𝒙𝟏≤𝒊≤𝒎{𝒍𝒑(𝒉𝒊)𝒍𝒑(𝒈𝒊)}. 
 

  [𝟏] :1.2 .نتيجة
𝑰عندئذٍ فإن  ،𝓡في  𝑰قاعدة غروبنر للمثالية  𝑮كانت إذا      = 〈𝑮〉. 
 

من الجدير ولكن  ،ص من المجموعات المولدةهي نوع خا هنا نلاحظ أن قاعدة غروبنر    
 كل مجموعة مولدة هي قاعدة غروبنر. بالذكر أنه ليس بالضرورة أن تكون
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 :ةـيـعـوضـمـر الـيــروفـات بــاحــوق ســر فـنـروبــغ دــواعــق .3

 
 

ة إيجاد وخوارزمي ،خواص قواعد غروبنر فوق ساحات بروفير الموضعية ندرس في هذه الفقرة    
.𝟖)انطلاقا  من المبرهنة  ،قاعدة غروبنر فوق هذا النوع من الساحات أيضا   والمبرهنة  (𝟏

(𝟑. 𝟏). 
 

  :1.3 .تعريف
𝒇 ساحة بروفير موضعية و 𝑹لتكن      ≠ 𝒈  حدوديات غير صفرية في𝓡 ، علاقة  >ولتكن

 :فرض أنوب ،𝓡ترتيب على 
𝐝𝐞𝐠(𝒇) = |𝜶|   ,    𝐝𝐞𝐠(𝒈) = |𝜷| ;  𝜶 = (𝜶𝟏, … , 𝜶𝒏) , 𝜷 = (𝜷𝟏, … , 𝜷𝒏) 

𝜸لتكن و  = (𝜸𝟏, … , 𝜸𝒏) ، حيث𝜸𝒊 = 𝒎𝒂𝒙 (𝜶𝒊 , 𝜷𝒊)،  𝟏وذلك من أجل كل ≤ 𝒊 ≤

𝒏 ،عندئذٍ فإن 
𝑺 − 𝒑𝒐𝒍𝒚𝒏𝒐𝒎𝒊𝒂𝒍 للحدوديتين 𝒈  و  𝒇  ُبالشكلعرف ت: 

  إذا كان𝒍𝒄(𝒈)  يقسم𝒍𝒄(𝒇)، فإن: 
  

𝑺(𝒇, 𝒈) =
𝑿𝜸

𝒍𝒑(𝒇)
𝒇 −

𝒍𝒄(𝒇)

𝒍𝒄(𝒈)

𝑿𝜸

𝒍𝒑(𝒈)
𝒈 

 
  إذا كان𝒍𝒄(𝒇)  يقسم𝒍𝒄(𝒈) و𝒍𝒄(𝒈) لا يقسم 𝒍𝒄(𝒇)، فإن : 

 

. 𝑺(𝒇, 𝒈) =
𝒍𝒄(𝒈)

𝒍𝒄(𝒇)

𝑿𝜸

𝒍𝒑(𝒇)
𝒇 −

𝑿𝜸

𝒍𝒑(𝒈)
𝒈                

 
  :2.3 .تعريف
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عرف خوارزمية القسمة تُ ، عندئذٍ 𝓡علاقة ترتيب على  > وساحة بروفير موضعية  𝑹لتكن     
 :بالشكل 𝓡في 

,𝒇لتكن الحدوديات  𝒇𝟏, … , 𝒇𝒔 ∈ 𝓡،  ٍتوجد حدودية  عندئذ𝒓 ∈ 𝓡 و 𝑯 = {𝒉𝟏, … , 𝒉𝒔} 
 :بحيث يتحقق 𝓡مجموعة جزئية غير خالية من 

𝒇 = 𝒉𝟏𝒇𝟏 + 𝒉𝟐𝒇𝟐 + ⋯ 𝒉𝒔𝒇𝒔 + 𝒓 

𝒎𝒅𝒆𝒈(𝒇)بحيث  ≥ 𝒎𝒅𝒆𝒈(𝒉𝒊𝒇𝒊)إما أن تكون ، و𝒓 = يوجد أي حد من حدود أو لا  𝟎
𝒓  يقبل القسمة على أي من𝒍𝒕(𝒇𝒊)  حيث𝒊 = 𝟏, . . , 𝒔. 

𝒇 :عن ذلك بالرمز وسنعبر ،𝑯بواسطة  𝒇باقي قسمة  𝒓تُسمى الحدودية و 
𝑯
→+ 𝒓. 

 
.𝟐)تعتبر المبرهنتان      .𝟏) و(𝟑 بالنسبة لقواعد غروبنر فوق ن هما المبرهنتان الأساسيتا (𝟑

حيث نناقش في الأولى مسألة انتماء عنصر لمثالية في حلقة  ،ساحات بروفير الموضعية
أما في الثانية فقد أثبتنا أن كل مثالية من حلقة  ،الحدوديات فوق ساحات بروفير الموضعية

ن ولكن قبل الانتقال إلى هاتي الحدوديات فوق ساحات بروفير الموضعية تملك قاعدة غروبنر،
 التمهيدية الآتية: سنقوم بإثبات ،المبرهنتين

 
       : . 1.3ةتمهيدي
𝑰 ولتكن ساحة بروفير موضعية 𝑹لتكن      = 〈𝒂𝜶𝑿𝜶 , 𝜶 ∈ 𝑨 ⊆ ℕ𝒏〉  مثالية في𝓡 ،

𝜶إذا وفقط إذا وجد دليل  𝑰ينتمي للمثالية  𝒃𝑿𝜷عندئذٍ فإن الحد  ∈ 𝑨 بحيث يتحقق: 
𝑿𝜷 يقسم 𝑿𝜶 و 𝒃 يقسم 𝒂𝜶. 

 : البرهان
𝒃𝑿𝜷: لنفرض أن لزوم الشرط    ∈ 𝑰،  ٍفإن عندئذ𝒃𝑿𝜷 يكتب بالشكل: 

𝒃𝑿𝜷 = ∑ 𝒄𝒊𝒂𝜶𝒊
𝑿𝜸𝒊𝑿𝜶𝒊𝒔

𝒊=𝟏  
, 𝒄𝒊حيث  𝒂𝜶𝒊

∈ 𝑹 و𝜸𝒊 ∈ ℕ𝒏   و𝜶𝟏, … , 𝜶𝒔 ∈ 𝑨. 



    مجلة جامعة حمص                                          سلسلة العلوم الأساسية           
 رضوانور ن د.     رانية جنيد د.         منصورموفق مايا                            2025عام  18العدد  47المجلد    

97 

 

𝟏بالتالي من أجل كل  ≤ 𝒊 ≤ 𝒔،  يكون𝜸𝒊 + 𝜶𝒊 = 𝜷    و 𝒃 = ∑ 𝒄𝒊𝒂𝜶𝒊

𝒔
𝒊=𝟏،  ومنه نجد أن

ر عندئذٍ فإن كل العناص ،فير موضعية هي ساحة تقديريةو ، وبما أن كل ساحة بر 𝑿𝜷تقسم  𝑿𝜶𝒊 كل
𝜶𝟏وليكن  ،عندئذٍ يوجد دليل ،"يقسم"تكون متقارنة بالنسبة لعلاقة  𝑹في  ∈ 𝑨، بحيث𝒂𝜶𝟏

  يقسم 
𝒂𝜶𝒊كل العناصر 

 .𝒃بالتالي فهو يقسم  ،
 .: واضحكفاية الشرط    
 

  :1.3 .مبرهنة
مثالية غير صفرية  𝑰ولتكن  ،𝓡علاقة ترتيب على  > ساحة بروفير موضعية و 𝑹لتكن     
𝑮 أن بفرض ،𝓡حدودية في  𝒇 و 𝓡في  = {𝒈𝟏, 𝒈𝟐, … , 𝒈𝒕  } ⊆ 𝑰  قاعدة غروبنر للمثالية

𝑰،  ٍعندئذ: 
𝒓توجد حدودية وحيدة أي  ،وحيد 𝑮بواسطة  𝒇باقي قسمة  .1 ∈ 𝓡 التاليتين تحقق الخاصتين: 

i.  لا يوجــــــــــد أي حــــــــــد فــــــــــي𝒓  يقبــــــــــل القســــــــــمة علــــــــــى أي مــــــــــن𝒍𝒕(𝒈𝒊)،  حيـــــــــــث
𝒊 = 𝟏, . . , 𝒕. 

ii.  توجد حدودية𝒈 ∈ 𝑰  بحيث𝒇 = 𝒈 + 𝒓. 
2. 𝒇

𝑮
→+ 𝒇 إذا وفقط إذا كانت 𝟎 ∈ 𝑰. 

3. 𝑰 = 〈𝒈𝟏, 𝒈𝟐, … , 𝒈𝒕〉. 
 :البرهان
,𝒓توجد حدوديات بحسب خوارزمية القسمة  .1 𝒒𝟏, … , 𝒒𝒕 ∈ 𝓡 نأ بحيث: 

𝒇 = 𝒒𝟏𝒈𝟏 + ⋯ 𝒒𝒕𝒈𝒕 + 𝒓 
 .(𝐢)تحقق الخاصة  𝒓الحدودية و 

𝒒𝟏𝒈𝟏عندئذٍ فإن  ،𝑰قاعدة غروبنر للمثالية  𝑮وبما أن  + ⋯ 𝒒𝒕𝒈𝒕 ∈ 𝑰 ، لنضع𝒈 =

𝒒𝟏𝒈𝟏 + ⋯ 𝒒𝒕𝒈𝒕، عندئذٍ تكون 𝒇 = 𝒈 + 𝒓 ; 𝒈 ∈ 𝑰. 
𝒓̀  توجد حدوديةعندئذٍ  ،ليست وحيدة 𝒓لنفرض جدلا  أن الحدودية  ∈ 𝓡بحيث 𝒓 ≠ 𝒓̀  تحقق و

𝒈̀من ثم توجد حدودية و  ،(𝐢𝐢)و  (𝐢)الخاصتين  ∈ 𝑰 بحيث 𝒇 = 𝒈̀ + 𝒓̀،  بالتالي𝒇 =

𝒈 + 𝒓 = 𝒈̀ + 𝒓̀. 



 قواعد غروبنر فوق ساحات بروفير 

 

98 

 

𝟎 ومن ثم ≠ 𝒓 − 𝒓̀ = 𝒈̀ − 𝒈 ∈ 𝑰،  ٍبما أن عندئذ𝑮  قاعدة غروبنر للمثالية𝑰، حسب  فإنه
𝒍𝒕(𝒓 يكون ،المبرهنة السابقة − 𝒓̀) يقبل القسمة على أحد العناصر 𝒍𝒕(𝒈𝒊) حيث𝒊 =

𝟏, . . , 𝒕 ، ولكن هذا مستحيل نظرا  لعدم وجود أي حد في𝒓 و𝒓̀  يقبل القسمة على أي من
𝒍𝒕(𝒈𝒊)  حيث𝒊 = 𝟏, . . , 𝒕ومنه  ،ناقض مع التعريف، وهذا ت𝒓 = 𝒓̀، أي إن الباقي وحيد. 
𝒇إذا كانت  .2

𝑮
→+ 𝒇عندئذٍ  ،𝟎 ∈ 〈𝒈𝟏, 𝒈𝟐, … , 𝒈𝒕〉 ⊆ 𝑰. 

𝒇وبالعكس إذا كانت  ∈ 𝑰،  ٍنبما أ عندئذ 𝒇 = 𝒇 + 𝒇 كوني ،(𝟏) بحسبو  𝟎
𝑮
→+ 𝟎. 

 .2ينتج مباشرة  من  .3
 

.𝟐)قبل الانتقال إلى المبرهنة      سنقوم بإثبات التمهيدية الآتية: (𝟑
 

   :2.3 .ةتمهيدي
𝑰 لتكنو  ، وليست حقلا   ساحة بروفير موضعية 𝑹لتكن      = 〈𝒂𝜶𝑿𝜶 , 𝜶 ∈ 𝑨 ⊆ ℕ𝒏〉 

, 𝜶𝟏توجد ، عندئذٍ 𝓡مثالية في  … , 𝜶𝒔 ∈ 𝑨 بحيث يتحقق: 𝑰 = 〈𝒂𝜶𝟏
𝑿𝜶𝟏 , … , 𝒂𝜶𝒔

𝑿𝜶𝒔〉. 
 :البرهان
 .𝒏 عدد المتغيرات لحلقة كثيرات الحدود لنبرهن بالاستقراء على    

𝒏من أجل  = عندئذٍ فإن كل  ،فير موضعية هي ساحة تقديريةو بر  كل ساحة بما أن ،𝟏
𝜷عندئذٍ يوجد  ،"يقسم"تكون متقارنة بالنسبة لعلاقة  𝑹العناصر في  ∈ 𝑨  بحيث يكون𝒂𝜷  يقسم

𝒂𝜶،  وذلك من أجل كل𝜶 ∈ 𝑨.  
,𝜸𝟏}لتكن  … , 𝜸𝒌}  مجموعة جزئية أعظمية من𝑨  بحيث يكون𝜸𝟏 < 𝛃 , … , 𝜸𝒌 < 𝜷، 

 عندئذٍ تكون 
𝑰 = 〈𝒂𝜸𝟏

𝑿𝜸𝟏 , … , 𝒂𝜸𝒌
𝑿𝜸𝒌 , 𝒂𝜷𝑿𝜷〉  

𝒏لنفرض أن القضية صحيحة من أجل  − 𝟏.  
,𝑹[𝒙𝟏مثالية في  𝑱ولتكن  … , 𝒙𝒏−𝟏]  مولدة بالحدود𝒂𝜶𝑿𝜶 حيث ب𝛂 ∈ ℕ𝒏−𝟏 و 

𝒂𝜶𝑿𝜶𝒙𝒏
𝒎 ∈ 𝑰  حيث𝒎 ≥  توجد مجموعة منتهية من ،الاستقراء يةحسب فرض ،بالتالي .𝟎

 ولتكن ،𝑱الحدود تولد 
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𝑵 = { 𝒂𝜶𝟏
𝑿𝜶𝟏 , … , 𝒂𝜶𝒓

𝑿𝜶𝒓}، 
𝒂𝜶𝒊عندئذٍ من أجل كل حد 

𝑿𝜶𝒊 ∈ 𝑵 𝟎 يوجد ≤ 𝒎𝒊 ∈ ℕ حيث يكون ب𝒂𝜶𝒊
𝑿𝜶𝒊𝒙𝒏

𝒎𝒊 ∈

𝑰.     
𝒎لتكن  = 𝒎𝒂𝒙{𝒎𝟏 , … , 𝒎𝒓}، 𝟎 ومن ثم من أجل كل ≤ 𝒃 < 𝒎  فإننا سنعرف

 : بالشكل 𝑵𝒃 مجموعةال
𝑵𝒃 = { 𝒂𝜶𝑿𝜶  ∈ 𝑹[𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏−𝟏] }   حيث𝒂𝜶𝑿𝜶𝒙𝒏

𝒃 ∈ 𝑰 
 بالرمز نرمز لهاوس ،𝑵𝒃توجد مجموعة منتهية من الحدود تولد  ،حسب فرضية الاستقراء ،عندئذٍ 
𝑵𝒃𝟏

𝒂𝜶𝑿𝜶𝒙𝒏الحدود كل نرمز لمجموعة ، كما س
𝒃 حيث𝒂𝜶𝑿𝜶 ∈ 𝑵𝒃𝟏

𝑵𝒃𝟏بالرمز 
𝒙𝒏

𝒃. 
 بالتالي المجموعة 

{𝒂𝜶𝟏
𝑿𝜶𝟏𝒙𝒏

𝒎𝟏 , … , 𝒂𝜶𝒓
𝑿𝜶𝒓𝒙𝒏

𝒎𝒓} ∪ ⋃ 𝑵𝒃𝟏
𝒙𝒏

𝒃

𝒎−𝟏

𝒃=𝟎

 

𝑿لأنه أيا  كان الحد  ،𝑰تكون منتهية وتحوي مجموعة تولد  = 𝒂𝜶𝑿𝜶𝒙𝒏
𝒅 ∈ 𝑰،  نجد أنه إذا

𝒅كان  ≥ 𝒎، المجموعة عندئذٍ يوجد حد في {𝒂𝜶𝟏
𝑿𝜶𝟏𝒙𝒏

𝒎𝟏  , … ,  𝒂𝜶𝒓
𝑿𝜶𝒓𝒙𝒏

𝒎𝒓}  يقسم
𝑿 . 

ذا كان  𝟎وا  ≤ 𝒅 < 𝒎، عندئذٍ يوجد حد في𝑵𝒅𝟏
𝒙𝒏

𝒅  يقسم𝑿. 
 

   : 2.3مبرهنة.
مثالية  𝑰لتكن و  ،𝓡علاقة ترتيب على  > و ساحة بروفير موضعية وليست حقلا   𝑹لتكن     

 .𝑮تملك قاعدة غروبنر 𝑰المثالية عندئذٍ فإن           ،𝓡غير صفرية في 
 البرهان :

.𝟏)ة ينتج من التمهيدي     .𝟐)ة والتمهيدي (𝟑 𝟑). 
 

     :3.3 .مبرهنة
ولتكن الحدوديات ، 𝓡علاقة ترتيب على  > وساحة بروفير موضعية  𝑹لتكن     

𝒇𝟏, … , 𝒇𝒔 ∈ 𝓡  بحيث𝒎𝒅𝒆𝒈(𝒇𝒊) = 𝜸 , 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒔،  ٍإذا وجدت عناصر عندئذ
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𝒂𝟏, … , 𝒂𝒔 ∈ 𝑹   بحيث تكون 𝒎𝒅𝒆𝒈(∑ 𝒂𝒊𝒇𝒊
𝒔
𝒊=𝟏 ) < 𝜸 ، عندئذٍ فإن∑ 𝒂𝒊𝒇𝒊

𝒔
𝒊=𝟏  يكتب

, 𝑺(𝒇𝒊 ــكتركيب خطي ل 𝒇𝒋)  بمعاملات من𝑹،  𝟏حيث ≤ 𝒊, 𝒋 ≤ 𝒔 كل ل، و𝑺(𝒇𝒊 , 𝒇𝒋) 
, 𝒎𝒅𝒆𝒈(𝑺(𝒇𝒊 كونت 𝒇𝒋)) < 𝜸. 

 :البرهان
 أن عندئذٍ لنفرض ،تقديرية ساحةبروفير موضعية هي  ساحةبما أن كل     

. 𝒍𝒄(𝒇𝒔)|𝒍𝒄(𝒇𝒔−𝟏)| … | 𝒍𝒄(𝒇𝟏) من أجل كل ،لهذا 𝒊 < 𝒋 فإن: 

𝑺(𝒇𝒊 , 𝒇𝒋 ) = 𝒇𝒊 −
𝒍𝒄(𝒇𝒊)

𝒍𝒄(𝒇𝒋)
𝒇𝒋 

, 𝒎𝒅𝒆𝒈(𝑺(𝒇𝒊وتكون  𝒇𝒋)) < 𝜸. 
 :بالتالي

                ∑ 𝒂𝒊𝒇𝒊
𝒔
𝒊=𝟏 = 𝒂𝟏 (𝒇𝟏 −

𝒍𝒄(𝒇𝟏)

𝒍𝒄(𝒇𝟐)
𝒇𝟐) + (𝒂𝟐 +

𝒍𝒄(𝒇𝟏)

𝒍𝒄(𝒇𝟐)
𝒂𝟏) (𝒇𝟐 −

𝒍𝒄(𝒇𝟐)

𝒍𝒄(𝒇𝟑)
𝒇𝟑)   

+ ⋯ + (𝒂𝒔−𝟏 +
𝒍𝒄(𝒇𝒔−𝟐)

𝒍𝒄(𝒇𝒔−𝟏)
𝒂𝒔−𝟐 + ⋯ +

𝒍𝒄(𝒇𝟏)

𝒍𝒄(𝒇𝒔−𝟏)
𝒂𝟏) (𝒇𝒔−𝟏

−
𝒍𝒄(𝒇𝒔−𝟏)

𝒍𝒄(𝒇𝒔)
𝒇𝒔) 

+(𝒂𝒔 +
𝒍𝒄(𝒇𝒔−𝟏)

𝒍𝒄(𝒇𝒔)
𝒂𝒔−𝟏 + ⋯ +

𝒍𝒄(𝒇𝟏)

𝒍𝒄(𝒇𝒔)
𝒂𝟏)𝒇𝒔 

∑)𝒎𝒅𝒆𝒈بما أن و  𝒂𝒊𝒇𝒊
𝒔
𝒊=𝟏 ) < 𝜸،  عندئذٍ فإن𝒂𝒔 +

𝒍𝒄(𝒇𝒔−𝟏)

𝒍𝒄(𝒇𝒔)
𝒂𝒔−𝟏 + ⋯ +

𝒍𝒄(𝒇𝟏)

𝒍𝒄(𝒇𝒔)
𝒂𝟏 = 𝟎. 

 
مجموعة مولدة لهذه المثالية، ولكن ليس من ذكرنا سابقا  أن كل قاعدة غروبنر لمثالية ما هي     

 لها بشكل عام. ية قاعدة غروبنر الضروري أن تكون كل مجموعة مولدة لمثال
في ساحة  𝑰مولدة لمثالية المجموعة الكي تكون الشرط اللازم والكافي بإيجاد فيما يلي  وسنقوم

 .قاعدة غروبنرهي  𝑹 بروفير موضعية
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 : 4.3 .مبرهنة
𝑰 ساحة بروفير موضعية و 𝑹لتكن      =< 𝒈𝟏, … , 𝒈𝒔 علاقة  >ولتكن  ،𝓡مثالية في  <

𝑮 تكون ، عندئذٍ 𝓡ترتيب على  = {𝒈𝟏, … , 𝒈𝒔 }  قاعدة غروبنر للمثالية𝑰  إذا وفقط إذا كان
𝒊من أجل كل  ≠ 𝒋  باقي قسمة فإن𝑺(𝒈𝒊, 𝒈𝒋)  بواسطة𝑮 يساوي الصفر.  

 :البرهان
، نلاحظ أنه من أجل أي حدوديتين 𝑰قاعدة غروبنر للمثالية  𝑮لتكن  لزوم الشرط:    

𝒈𝒊, 𝒈𝒋 ∈ 𝑰،  حيث𝒊 ≠ 𝒋، فإن 𝑺(𝒈𝒊, 𝒈𝒋) ∈ 〈𝒈𝒊, 𝒈𝒋〉 ⊆ 𝑰 بما أن ، و𝑮  قاعدة غروبنر
.𝟏)عندئذٍ حسب المبرهنة  ،𝑰للمثالية  ,𝑺(𝒈𝒊فإن  ،(𝟑 𝒈𝒋)

𝑮
→+ 𝟎. 

 
𝒇لتكن  كفاية الشرط:     ∈ 𝑰 =< 𝒈𝟏, … , 𝒈𝒔   :عندئذٍ فإن، <

      (∗) 𝒇 = ∑ 𝒉𝒊𝒈𝒊
𝒔
𝒊=𝟏                      

,𝒉𝟏حيث  … , 𝒉𝒔 ∈ 𝓡    و 𝒎𝒅𝒆𝒈(𝒇) ≤ 𝒎𝒂𝒙
𝟏≤𝒊≤𝒔

(𝒉𝒊𝒈𝒊). 
𝒎𝒅𝒆𝒈(𝒇)إذا كانت  = 𝒎𝒂𝒙

𝟏≤𝒊≤𝒔
(𝒉𝒊𝒈𝒊)،  عندئذٍ توجد مجموعة جزئية𝑨 ⊆ {𝟏, … , 𝒔} 

𝒊بحيث إنه من أجل كل  ∈ 𝑨، تكون 𝒎𝒅𝒆𝒈(𝒇) = 𝒎𝒂𝒙
𝟏≤𝒊≤𝒔

(𝒉𝒊𝒈𝒊). 
حيث  𝒉𝒊𝒈𝒊للحدوديات  𝒍𝒄(𝒉𝒊𝒈𝒊)فإن المعاملات الرئيسية  ،ساحة بروفير موضعية 𝑹وبما أن 
𝒊 ∈ 𝑨 وبالتالي يوجد دليل ة بالنسبة لعلاقة يقسمتكون متقارن ،𝒊𝟎 ∈ 𝑨 من أجل كل  إنه بحيث
𝒊 ∈ 𝑨، يكون 𝒍𝒄(𝒉𝒊𝟎

𝒈𝒊𝟎
𝒍𝒕(𝒇)ن أ، ومنه نجد 𝒍𝒄(𝒉𝒊𝒈𝒊)يقسم  ( ∈ 〈𝒍𝒕(𝒈𝒊𝟎

)〉 ⊆

〈𝒍𝒕(𝒈𝟏), … , 𝒍𝒕(𝒈𝒔)〉  إن أي𝑮  قاعدة غروبنر للمثالية هي𝑰. 
𝒎𝒅𝒆𝒈(𝒇)إذا كانت  < 𝒎𝒂𝒙

𝟏≤𝒊≤𝒔
(𝒉𝒊𝒈𝒊)،  درجتها  (∗)عندئذٍ توجد بعض الحدود الرئيسية في

 ،𝒇 أكبر من درجة
𝑺ذلك من خلال إعادة كتابتها بدلالة ه الحدود حسب المبرهنة السابقة و اختصار هذويمكن  −

𝒑𝒐𝒍𝒚𝒏𝒐𝒎𝒊𝒂𝒍،  وبما أن𝑺 − 𝒑𝒐𝒍𝒚𝒏𝒐𝒎𝒊𝒂𝒍  تختزل إلى الصفر بواسطة𝑮،  عندئذٍ يمكن
لها أقل اختصار للحدود  𝒇ومن ثم نحصل على عبارة  ،استبدالها بعبارة تتضمن اختصار أقل

 .ع حتى نصل إلى نفس الحالة الأولىونتاب ،الرئيسية
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 :ةــيــعــوضــمــر الــيــروفــات بــاحــي ســر فــنــروبــد غـواعــاب قــسـحـة لـيـوارزمــخ .4
     
 .انطلاقا  من مجموعة مولدة لها 𝑰لمثالية  فيما يلي خوارزمية لحساب قاعدة غروبنر سنقدم    
 

𝑰 ولتكن ،𝓡 علاقة ترتيب على > ساحة بروفير موضعية و نيوثرية و 𝑹لتكن      =<

𝒈𝟏, … , 𝒈𝒔 .𝟖)على المبرهنة بالاعتمادعندئذٍ  ،𝓡غير صفرية في   مثالية < أنه  نجد ، (𝟏
 .𝓡في الحلقة  𝑰يمكننا تطبيق الخوارزمية الآتية لحساب قاعدة غروبنر من أجل المثالية 

 
               
,𝒈𝟏:  المدخلات                … , 𝒈𝒔 ⊆ 𝓡   ,   𝒈𝒊 ≠ 𝟎 (𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒔) 
,𝒈𝟏〉قاعدة غروبنر للمثالية  𝑮 :المخرجات                … , 𝒈𝒔〉  حيث{𝒈𝟏, … , 𝒈𝒔} ⊆

𝑮 
 :البداية               

𝑮 = {𝒈𝟏, … , 𝒈𝒔} 
 كرر:               

𝑮̀ = 𝑮 
𝒇من أجل كل                 ≠ 𝒈  في 𝑮̀اعمل 

𝑺(𝒇, 𝒈)
 𝑮̀
→+ 𝒉 

𝒉إذا                ≠ 𝑮عندئذٍ  ،𝟎 =  𝑮̀ ∪ {𝒉} 
𝑮حتى                =  𝑮̀. 

 
 

  : 1مثال
𝑰لتكن      = 〈𝒇𝟏, 𝒇𝟐〉  مثالية في الحلقة𝑹[𝒙, 𝒚] حيث 𝑹 = ℤ〈𝟑〉 هي توضعℤ  بالنسبة

𝒇𝟏 و 3للمثالية الأولية المولدة بالعدد  = 𝒚𝟐 − 𝟑 , 𝒇𝟐 = 𝒙𝒚 − الترتيب  >وليكن  ،𝟔
𝒙المعجمي حيث  > 𝒚. 
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 نضعفي البداية  𝑰من أجل حساب قاعدة غروبنر للمثالية 
𝑮 = { 𝒇𝟏, 𝒇𝟐} 

𝐆̀ولتكن  = 𝑮 بالتالي:  

،𝑺(𝒇𝟏, 𝒇𝟐) =
𝒙𝒚𝟐

𝒚𝟐
𝒇𝟏 −

𝒙𝒚𝟐

𝒙𝒚
𝒇𝟐 = 𝒙(𝒚𝟐 − 𝟑) − 𝒚(𝒙𝒚 − 𝟔) = −𝟑𝒙 + 𝟔𝒚 

𝒇𝟑لنضع  𝑮وهي حدودية مختزلة بواسطة  = −𝟑𝒙 + 𝟔𝒚،  ٍعندئذ: 
𝑮 = 𝑮̀ ∪ {𝒇𝟑} = { 𝒇𝟏, 𝒇𝟐, 𝒇𝟑} 

𝐆̀لتكن  = 𝑮 بالتالي  : 
،𝑺(𝒇𝟐, 𝒇𝟑) = −𝟑

𝒙𝒚

𝒙𝒚
𝒇𝟐 −

𝒙𝒚

𝒙
𝒇𝟑 = −𝟑(𝒙𝒚 − 𝟔) − 𝒚(−𝟑𝒙 + 𝟔𝒚)

= −𝟔𝒚𝟐 + 𝟏𝟖
𝒇𝟏
→ 𝟎 

𝑺(𝒇𝟏, 𝒇𝟑) = −𝟑
𝒙𝒚𝟐

𝒚𝟐
𝒇𝟏 −

𝒙𝒚𝟐

𝒙
𝒇𝟑 = −𝟑𝒙(𝒚𝟐 − 𝟑) − 𝒚𝟐(−𝟑𝒙 + 𝟔𝒚)

= 𝟗𝒙 − 𝟔𝒚𝟑 
 𝑺(𝒇𝟏, 𝒇𝟑) = 𝟗𝒙 − 𝟔𝒚𝟑

𝒇𝟑
→ − 𝟔𝒚𝟑 + 𝟏𝟖𝒚

𝒇𝟏
→ 𝟎، 

𝑮تكون المجموعة  ومنه = { 𝒇𝟏, 𝒇𝟐, 𝒇𝟑}  هي قاعدة غروبنر للمثالية𝑰. 
 

 : 2لمثا
𝑰لتكن      = 〈𝒇𝟏, 𝒇𝟐〉 مثالية في الحلقة  𝑹[𝒙, 𝒚]حيث 𝑹 = ℤ〈𝟐〉 هي توضعℤ  بالنسبة

𝒇𝟏 و 2 للمثالية الأولية المولدة بالعدد = 𝒙𝟐 − 𝟐  , 𝒇𝟐 = 𝒙𝒚 − الترتيب  >وليكن ، 𝟒
𝒙المعجمي حيث  > 𝒚. 

 في البداية نضع 𝑰من أجل حساب قاعدة غروبنر للمثالية 
𝑮 = { 𝒇𝟏, 𝒇𝟐} 

𝐆̀ولتكن  = 𝑮 بالتالي: 

،𝑺(𝒇𝟏, 𝒇𝟐) =
𝒙𝟐𝒚

𝒙𝟐
𝒇𝟏 −

𝒙𝟐𝒚

𝒙𝒚
𝒇𝟐 = 𝒚(𝒙𝟐 − 𝟐) − 𝒙(𝒙𝒚 − 𝟒) = 𝟒𝒙 − 𝟐𝒚 

𝒇𝟑لنضع  𝑮وهي حدودية مختزلة بواسطة  = 𝟒𝒙 − 𝟐𝒚،  ٍعندئذ 
𝑮 = 𝑮̀ ∪ {𝒇𝟑} = { 𝒇𝟏, 𝒇𝟐, 𝒇𝟑} 
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𝐆̀لتكن  = 𝑮 بالتالي  : 

،𝑺(𝒇𝟏, 𝒇𝟑) = 𝟒
𝒙𝟐

𝒙𝟐
𝒇𝟏 −

𝒙𝟐

𝒙
𝒇𝟑 = 𝟒(𝒙𝟐 − 𝟐) − 𝒙(𝟒𝒙 − 𝟐𝒚)

= 𝟐𝒙𝒚 − 𝟖
𝒇𝟐
→ 𝟎 

،𝑺(𝒇𝟐, 𝒇𝟑) = 𝟒
𝒙𝒚

𝒙𝒚
𝒇𝟐 −

𝒙𝒚

𝒙
𝒇𝟑 = 𝟒(𝒙𝒚 − 𝟒) − 𝒚(𝟒𝒙 − 𝟐𝒚) = 𝟐𝒚𝟐 − 𝟏𝟔 

𝒇𝟒لنضع  𝑮وهي حدودية مختزلة بواسطة  = 𝟐𝒚𝟐 −  عندئذٍ  ،𝟏𝟔
𝑮 = 𝑮̀ ∪ {𝒇𝟒} = { 𝒇𝟏, 𝒇𝟐, 𝒇𝟑 , 𝒇𝟒}، 

𝐆̀لتكن  = 𝑮 بالتالي: 

𝑺(𝒇𝟏, 𝒇𝟒) = 𝟐
𝒙𝟐𝒚𝟐

𝒙𝟐
𝒇𝟏 −

𝒙𝟐𝒚𝟐

𝒚𝟐
𝒇𝟒 = 𝟐𝒚𝟐(𝒙𝟐 − 𝟐) − 𝒙𝟐(𝟐𝒚𝟐 − 𝟏𝟔)

= 𝟏𝟔𝒙𝟐 − 𝟒𝒚𝟐 
𝑺(𝒇𝟏, 𝒇𝟒) = 𝟏𝟔𝒙𝟐 − 𝟒𝒚𝟐

𝒇𝟏
→ − 𝟒𝒚𝟐 + 𝟑𝟐

𝒇𝟒
→ 𝟎، 

،𝑺(𝒇𝟐, 𝒇𝟒) = 𝟐
𝒙𝒚𝟐

𝒙𝒚
𝒇𝟐 −

𝒙𝒚𝟐

𝒚𝟐
𝒇𝟒 = 𝟐𝒚(𝒙𝒚 − 𝟒) − 𝒙(𝟐𝒚𝟐 − 𝟏𝟔)

= 𝟏𝟔𝒙 − 𝟖𝒚
𝒇𝟑
→ 𝟎 

𝑺(𝒇𝟑, 𝒇𝟒) =
𝒙𝒚𝟐

𝒙
𝒇𝟑 −

𝟒

𝟐

𝒙𝒚𝟐

𝒚𝟐
𝒇𝟒 =  𝒚𝟐(𝟒𝒙 − 𝟐𝒚) − 𝟐𝒙(𝟐𝒚𝟐 − 𝟏𝟔)

= 𝟑𝟐𝒙 − 𝟐𝒚𝟑 
𝑺(𝒇𝟑, 𝒇𝟒) = 𝟑𝟐𝒙 − 𝟐𝒚𝟑

𝒇𝟑
→ − 𝟐𝒚𝟑 + 𝟏𝟔𝒚

𝒇𝟒
→ 𝟎، 
𝑮عندئذٍ تكون المجموعة  = { 𝒇𝟏, 𝒇𝟐, 𝒇𝟑 , 𝒇𝟒}  هي قاعدة غروبنر للمثالية𝑰. 
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