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  ةــــــــليــــه المحــــشبــــ الحـــــلقـــــــــات
 بالنسبة إلــــى مثــــــالـــــي يمينـــــــي

 
  3مريم حاكمي   2يحمزة حاكم           1إيمان الخوجة

 الملخص
التي أساس جاكبسون لها في صف الحلقات تعد الحلقة المحلية, واحدة من أهم الحلقات 

ذلك درسنا في هذه الورقة العلمية تعميماً للحلقة المحلية تحت اسم الحلقة  لأجليساوي الصفر. لا
إنها شبه محلية بالنسبة إلى  Rشبه المحلية بالنسبة إلى مثالي يميني. حيث نقول عن حلقة ما

RPالمثالي اليميني إذا كان لأجل كل عنصرRa  إما العنصرa أو العنصرa1 
. وقد تبين لنا أن الشرط اللازم Pبالنسبة إلى المثالي اليميني Rيكون قابلًا للقلب جزئياً في

RPلية بالنسبة إلى المثالي اليمينيشبه مح Rوالكافي كي تكون الحلقة  إذا كان لأجل كل ,
)1(أو Raإما Raعنصر aR   ًيحوي عنصراP ًجامداRe وأنPe إضافة .
RPشبه محلية بالنسبة إلى المثالي اليميني R, تكون الحلقةلذلك  عندما وفقط عندما لأجل

BARيحققان Rللحلقة ,BAأي مثاليين يساريين إما ,A أوB  يحوي
 . Peوأن Reجامداً Pعنصراً 

حيث أثبتنا أن الشرط  ,Rوحلقة المصفوفات فوق Rإضافة لذلك, درسنا العلاقة بين الحلقة
شبه محلية هو أن تكون حلقة المصفوفات القطرية من  Rكون الحلقةاللازم والكافي كي ت

2)(المرتبة الثانية RD0ينيميني , شبه محلية بالنسبة لمثاليينP 0وQ مسبقاً. ينمعرف 
 

 .المحلياةوشابه  المحلياةالحلقاة , القابل للقلب جزئيااً  عنصرال, الجامدالعنصر  الكلمات المفتاحية.
 شبه المحلية.P, الحلقاتالقابل للقلب جزئياً Pالعنصر ,الجامدPالعنصر

                                                 
 .حمصلرياضيات كلية العلوم جامعة قسم افي أستاذ مساعد   1
 .صمحالرياضيات كلية العلوم جامعة قسم في أستاذ   2
 .حمصلرياضيات كلية العلوم جامعة سم اقفي طالب دراسات عليا  3
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Quasi-Local Rings  

Relative to Right Ideal 

 
Eaman Al-Khouja1  Hamza Hakmi2   Maryam Bassam Hakmi3 

 

 

Abstract 

 

The local ring is conceder one of the most important rings in the class of 

rings which has a nonzero Jacobson  radical. For that we study in this 

scientific paper a generalization for the local ring, called a quasi-local 

ring relative to right ideal. Where we call a ring R  is a quasi-local ring 

relative to right ideal RP   of a ring R , if for every element Ra  

either a  or a1  is a partially invertible element relative to P  in R . We 

show that the necessary and suffic-ient condition to be that a ring R  is 

quasi-local relative to right ideal RP   of R , if and only if  for every 

element Ra  either a  or a1  contains an P idempotent element 

Re , Pe . 

 

In addition to that, we proved that the ring R  is quasi-local relative to 

right ideal RP   of R , if and only if for every two left ideals BA,  of a 

ring R  such that BAR  , either A  or B  contains an P idempotent 

element Re , Pe . 

 

Furthermore, we study the relationship between the ring R  and the ring 

of matrices ring over R . Where, we proved that the necessary and 

sufficient condition to be that a ring R  is quasi-local, if the ring of 22  

diagonal matrices )(2 RD  over R  is quasi-local relative to some right 

ideals 0P , 0Q  of )(2 RD . 

 

Key Words: Idempotent and partially invertible elements, Local, Quasi-

local and P Quasi-local ring, P idempotent, P partially invertible.  
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 المقـــــــــــدمـــــــــة.
إن صف الحلقات يمكن تجزئته إلى صفين غير متقاطعين, الأول هو صف الحلقات التي 
أساس جاكبسون له يساوي الصفر, ومن أهم عناصر هذا الصف الحلقات البسيطة ونصف 
البسيطة. أما الصف الثاني, هو صف الحلقات التي أساس جاكبسون لا يساوي الصفر, ومن 

م عناصر هذا الصف الحلقات المحلية والأرتينية. لما كان للحلقة المحلية أهمية كبيرة في أه
نظرية الحلقات, فقد ظهر لها الكثير من التعاميم. حيث نقول عن حلقة ما إنها محلية إذا حوت 

إما أن  Rقة محليةمن حل aينتج من هذا التعريف أن كل عنصرمثالياً أعظمياً واحداً فقط. 
, وبالتالي لأجل كل Rيكون قابلًا للقلب في a1أو أن العنصر Rيكون قابلًا للقلب في

RaRيحقق إما Rمن حلقة محلية aعنصر  أوRRa  وبالتالي فإن هذه  ,)1(
الحلقة تحوي بداخلها نسخاً كثيرة عنها. فضلًا عن ذلك إن هذه الحلقة لا تحوي حدوداً مباشرة 

 لأجل ذلك درسنا في هذه الورقة العلمية تعميماً للحلقة المحلية تحت والصفر. Rتختلف عن
إنها شبه محلية  R. حيث نقول عن حلقة مابالنسبة إلى مثالي يميني اسم الحلقة شبه المحلية

RP بالنسبة إلى المثالي اليميني  إذا كان لأجل كل عنصرRa إما العنصرa  أو
. وقد تبين لنا أن Pبالنسبة إلى المثالي اليميني Rيكون قابلًا للقلب جزئياً في a1العنصر

RPبالنسبة إلى المثالي اليمينيمحلية شبه  Rالحلقةتكون  الشرط اللازم والكافي كي ا , إذ
)1(أو Raإما Raكان لأجل كل عنصر aR   ًيحوي عنصرا P  ًجامداRe 

ى المثالي بالنسبة إلشبه محلية  Rإضافة لذلك, تكون الحلقة .Peوأن
RPاليميني عندما وفقط عندما لأجل أي مثاليين يساريينBA, للحلقةR 
BARيحققان إما ,A أوB  ًيحوي عنصراPداً جامRe وأنPe.  إضافة
حيث أثبتنا أن الشرط اللازم  ,Rوحلقة المصفوفات فوق Rدرسنا العلاقة بين الحلقةلذلك, 

ة المصفوفات القطرية من المرتبة شبه محلية هو أن تكون حلق Rوالكافي كي تكون الحلقة
2)(الثانية RD0ينيميني ين, شبه محلية بالنسبة لمثاليP 0وQ مسبقاً. وأثبتنا أيضاً,  ينمحدد

المثلثية ون حلقة المصفوفات شبه محلية هو أن تك Rأن الشرط اللازم والكافي كي تكون الحلقة
 مسبقاً. ينمعرف Qو Pينيميني ينمن المرتبة الثانية, شبه محلية بالنسبة لمثالي العليا )السفلى(
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 ث.ــــــــــــن البحــــدف مـــــــاله

ات, نظراً لأنها تحتوي مثالياً لما كانت الحلقة المحلية تحتل أهمية كبيرة في نظرية الحلق
أعظمياً واحداً فقط, حيث إنها تأتي في المرتبة الأولى من حيث الأهمية في نظرية الحلقات, 
وذلك في صف الحلقات التي أساس جاكبسون لها لا يساوي الصفر. ونظراً لهذه الأهمية تم في 

وفي هذه الورقة  كتعميم لهذه الحلقة, ى مثالي يمينيالنظيفة بالنسبة إلr[ دراسة الحلقات6]
شبه المحلية, وذلك لإعطاء P العلمية سندرس تعميماً جديداً لهذه الحلقة تحت اسم الحلقات

  وصف جديد لهذه الحلقة.
 ة.ــــــــــرجعيـــــة المـــــــــــدراســـــال – 1

 .01التي سندرسها هي حلقات واحدية فيها Rجميع الحلقات
 

 عنصر إنه منتظم, إذا وجد Raنقول عن العنصرحلقة.  Rلتكن .1-1تعريـــــــــــــف
Rb حققيabaa  نقول عن الحلقة, وR الحلقة من كل عنصر إنها منتظمة إذا كانR 

 [.4, ]منتظمهو عنصر 
 

eeإنه جامد إذا كان Reحلقة. نقول عن العنصر Rلتكن .2-1تعريـــــــــــــف 2 ونقول ,
eReRإنه مركزي إذا كان Reجامدعن العنصر ال , [1.] 

  
قابل للقلب إنه  Raالمغاير للصفر حلقة. نقول عن العنصر Rلتكن .3-1تعريـــــــــــــف
babbيحقق Rb0عنصر , إذا وجدRجزئياً في ونقول عن الحلقة ,R  إنها شبه

 R[ ,5.]قابل للقلب جزئياً فيهو  مغاير للصفر منتظمة إذا كان كل عنصر
 

 أو a, إما Raكان لأجل كل عنصر إنها محلية إذا Rنقول عن الحلقة .4-1تعريـــــــــــــف
a1 قابل للقلب فيR[ ,7.] 
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, إما Raإنها شبه محلية إذا كان لأجل كل عنصر  Rنقول عن الحلقة .5-1تعريـــــــــــــف
a أوa1  قابل للقلب جزئياً فيR. 
 

RPوليكنحلقة,  Rلتكن .6-1تعريـــــــــــــف  مثالياً يمينياً فيRنقول عن العنصر . 
Re النسبة إلى المثالي اليمينيبإنه جامدP ًأو اختصارا ,P حقق الشروط جامد إذا 
Pee 2 وأنPeP[ ,2.] 
 ة.ـــــــــــــة البحثيــــــــــــدراســــال
 .ـــــب جــــــــزئيــــــــا  ـلـــــــللق ةــــــــــلــبالقــــــــــاPر ــــــــاصـــــالعن – 2

 .1-2 فـــــــــــــتعري
RPحلقة, وليكن Rلتكن  مثالياً يمينياً فيRنقول عن العنصر .Ra  إنه قابل

قابل للقلب جزئياً, إذا وجد P, أو اختصاراً Pبالنسبة إلى المثالي اليميني Rللقلب جزئياً في
Pbbabويحقق أن Pbبحيث إن Rbعنصر  وأنPbaP. 
 

فإن مفهومي العناصر القابلة للقلب جزئياً  0Pينتج من التعريف مباشرة أنه لأجل
 القابلة للقلب جزئياً, يتطابقان.Pوالعناصر

 
 :اعتماداً على التعريف السابق يمكننا صياغة التمهيدية الآتية

 
 .2-2 ـــــــــــــــةتمهيدي
RPحلقة, وليكن Rلتكن  مثالياً يمينياً فيRكل من العنصرين .R1,1  هو

RPبالنسبة لأي مثالي يميني Rعنصر قابل للقلب جزئياً في  للحلقةR. 
 ان.ــــــــــــــــــالبرهـ

1, فإنه لأجلP0لما كان ba نجدP PPوأن 011 1. أيضاً لأجل 
1 ba نجد أن: 
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P 011)1()1)(1)(1( 
PPوأن   من العنصرين ينتج أن كلاً  P1,1فضلًا عن ذلك, لما كان. )1)(1(
R1,1 هوPقابل للقلب جزئياً فيR. 
 

 .3-2تمهيديــــــــــــــة 
RPحلقة, وليكن Rلتكن  مثالياً يمينياً فيRلأجل أي عنصرين .Rba ,  القضيتان

 الآتيتان صحيحتان:
هو  bندئذ يكون العنصر, عRقابل للقلب جزئياً فيPهو abإذا كان الجداء – 1

Pقابل للقلب جزئياً فيR. 
 , Rقابل للقلب جزئياً فيP هو naبحيث يكون nإذا وجد عدد صحيح موجب – 2

 .Rقابل للقلب جزئياً فيPهو aعندئذ العنصر
 ان.ــــــــــــــــــــالبره
عندئذ يوجد عنصر  ,Rقابل للقلب جزئياً فيPهو Rabلنفرض أن الجداء – 1

Rx بحيث إنPx ويحققPPabxPxxabx  . ومنه نجد أن )(,)(
0)( pxxabx   حيثPp 0 :وبالتالي يكون 

PPRapxaxabxa  PPabxbPxa, و)()(0  )()( 
 , نجد أن:Pxa, لأنه إذا كانPxaنا  و  Rxaفضلًا عن ذلك, إن

PPPRpbxxax  0)( 
 .Rقابل للقلب جزئياً فيPهو bوهذا غير ممكن. مما سبق نجد أن العنصر

, عندئذ Rقابل للقلب جزئياً فيPهو naبحيث 0nيوجد عدد صحيحلنفرض أنه  – 2
PPyaPyyayويحقق Pyبحيث إن Ryيوجد عنصر nn   ومنه ,

1pyyyanفإن  حيثPp 1:وبالتالي فإن , 
PPRapayayaay nnnn   1

1
111 )()( 
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PPayaPayوأن nn  )( Pyan. كما أن,1 1لأنه إذا كان ,Pyan 1  نجد
PPPRpayaypyayyأن  nn  

1
1

1 . وهذا غير ممكن. مما )(
 .Rقابل للقلب جزئياً فيPهو  aسبق نجد أن العنصر

 
 .4-2تمهيديــــــــــــــة 

RPحلقة, وليكن Rلتكن  مثالياً يمينياً فيR:القضايا الآتية صحيحة . 
 .Rقابل للقلب جزئياً فيPهو عنصر Rب من اليسار فيكل عنصر قابل للقل – 1
 .Rقابل للقلب جزئياً فيPهو عنصر Rكل عنصر قابل للقلب في - 2
 .Rقابل للقلب جزئياً فيPهو Peبحيث ReجامدPكل عنصر – 3

 ان.ـــــــــالبرهـــــــــ
ئذ يوجد عنصر مغاير , عندRعنصر قابل للقلب من اليسار في Raليكن - 1

Pbbabومنه فإن 1ba, بحيث إنRbللصفر  . فضلًا PbaPوأن 0
PPRbaنجد أن Pb, لأنه إذا كانPbعن ذلك, 1ومنه فإن ,RP   

 .Rقابل للقلب جزئياً فيPهو Raوهذا غير ممكن. مما سبق نجد أن العنصر
 (.1ينتج مباشرة من ) – 2
Pee, عندئذPeبحيث اً جامدPاً عنصر  Reليكن - 3 2 وأنPeP ,

0ومنه فإن 
2 pee  حيثPp 0:وأن , 

 eepeeepeeeeeeee 0
2

0
2 )(

PPRepeeppe  )1(000 
PePPeوأن 2وهذا يبين أن العنصر .e هوPقابل للقلب جزئياً فيR. 
 
 .ـــــــةليـــــــــــه المحشبــــــــــــPالحـــــلقــــــــات – 3

 .1-3 ـفــــــــــــــتعري
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RPحلقة, وليكن Rلتكن  ياً يمينياً فيمثالRنقول عن الحلقة .R  إنها شبه محلية
شبه محلية, إذا كان لأجل كل عنصر P, أو اختصاراً Pبالنسبة إلى المثالي اليميني

Ra إما ,a أوa1 هو عنصرPقابل للقلب جزئياً فيR. 
 

فإن مفهومي الحلقات شبه المحلية  0Pينتج من التعريف مباشرة, أنه لأجل
 شبه المحلية  يتطابقان.Pوالحلقات

 
د الآن عدداً من الشروط اللازمة والكافية كي تكون حلقة ما شبه محلية بالنسبة إلى مثالي لنور 
 يميني:

 
 .2-3مبرهنــــــــــــــة 

RPحلقة و Rلتكن  مثالياً يمينياً فيR:الشرطان الآتيان متكافئان . 
 شبه محلية.Pهي Rالحلقة - 1
)1(أو Ra, إماRaلأجل كل عنصر – 2 aR   اً يحوي عنصرPاً جامدRe 

 .Peوأن
 ان.ــــــــــــــــــالبرهـ

(1)(2لنفرض أن الحلقة .)R هيPشبه محلية, وليكنRa عندئذ حسب الفرض ,
 .Rل للقلب جزئياً فيقابPهو عنصر a1أو aإما 
 Rb, عندئذ يوجد عنصرRقابل للقلب جزئياً فيPهو aإذا كان العنصر -

PbaPPbbabويحقق أن Pbبحيث  0pbbabفإن , ومنه,   حيث
Pp 0لنضع .bae فنجد أن ,Re:وأن , 

PPRabbabbababaee  )(2 
PbaPeP  

Rabaeوأن Rجامد فيPعنصر eوهذا يبين أن  فضلًا عن ذلك, إن .Pe ,
 , نجد أن:Peلأنه إذا كان 

PPPRpebpbabb  00 
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 .Peوهذا غير ممكن, ومنه فإن
بحيث  Rd, عندئذ يوجدRقابل للقلب جزئياً فيPهو a1إذا كان العنصر -

Pd ويحققPPadPddad   , ومنه فإن:)1(,)1(
1)1( pddad  

Ppحيث 11(. لنضع( adg فنجد أن ,Rg:وأن , 
PPRaddadadadadgg  )1]()1([)1()1()1(2

PPadgP  )1( 
)1()1(وأن Rجامد فيPعنصر gوهذا يبين أن aRadg  فضلًا عن .

 , نجد أن:Pg, لأنه إذا كانPgذلك,
PPPRpgdpdadd  11)1( 

 . Pgوهذا غير ممكن, ومنه فإن
(2)(1ليكن .)Raعندئذ حسب الفرض إما ,Ra 1(أو( aR   اً يحوي عنصر 

Pاً جامدRe بحيثPeليكن .Re عنصرPجامد بحيثPeعندئذ , 
PePPee  Pp, ومنه يوجد عنصر2, 0 0بحيث إن

2 pee . 
baeبحيث إن Rb, عندئذ يوجد عنصرRaeإذا كان -   نا  وPb لأنه إذا ,

PPRbaeنجد أن Pbكان   وهذا غير ممكن. فضلًا عن ذلك, لما كان
bae  نجدebae 2 ومنه فإنebape  ebaeepe, وبالتالي فإن0  0

2 
ebaeeppe ومنه يكون  0)()()( ومنه نجد أن 00 ebaebebbpeb   

 وهذا يبين أن:
PPRebbpebebaeb  )()()( 0 

PePPeaPeb  2)( 
PPPRpebaeنجد أن Pebا كان, لأنه إذPebكما أن  وهذا  0

 .Rقابل للقلب جزئياً فيPهو a, وهذا يبين أن العنصرPebغير ممكن, أي إن
)1(إذا كان - aRe يوجد عنصر , عندئذRd 1(بحيث إن( ade   ن ا  و

Pdلأنه إذا كان ,Pd نجد أنPPRade   وهذا غير ممكن.  )1(
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)1(لما كان ade  2)1(فإن aede  0)1(ومنه aedpe   وبالتالي فإن
eaedepe )1(0

2  ومنه يكونeaedeppe )1(00  :ومنه نجد أن 
))(1)(()(0 edaededdped  

PPReddpededaedوهذا يبين أن  )())(1)((  , كما أن:0
PePPePaed  2)1)(( 

 جد أن:ن Ped, لأنه إذا كانPedإضافة لذلك, 
PPPRpaede  0)1( 
قابل للقلب جزئياً Pهو a1, وهذا يبين أن العنصرPedوهذا غير ممكن, أي إن

 شبه محلية. Pهي R. مما سبق نجد أن الحلقة Rفي
 

 .3-3مبرهنــــــــــــــة 
RP, وليكنRلأجل أي حلقة  مثالياً يمينياً فيR:الشرطان الآتيان متكافئان . 

 شبه محلية.Pهي Rالحلقة - 1
BARبحيث Rللحلقة ,BAأي مثاليين يساريين لأجل – 2 فإنه إما ,A أوB  يحوي

 .Peبحيث Reاً جامدPاً عنصر 
 ان.ـــــــــلبرهـــــــــا
(1)(2لنفرض أن الحلقة .)R هيPشبه محلية, وليكنBA, مثاليين يساريين فيR 

BARبحيث لما كان ,R1فإن ,ba 1 حيثAa وBb ومنه ,
abفإن 1 , لما كانت الحلقةوR هيP شبه محلية, فإنه حسب المبرهنة 
)1(أو Ra( إما3-2) aR   ًيحوي عنصراP ًجامداRe بحيثPe. 
ARARae, عندئذ فإنRaeإذا كان - . 
)1(إذا كان - aRe عندئذ فإن ,BBRRbaRe  )1(. 
(2)(1ليكن .)Ra1)1(. لما كان aa 1(, نجد أن( aRRaR  ,

)1(و Raولما كان كل من aR  في اً يساري اً مثاليRفإنه حسب الفرض إما ,Ra  أو
)1( aR   ًيحوي عنصراP ًجامداRe بحيثPe( فإن 2-3, وحسب المبرهنة )

 شبه محلية. Pهي Rالحلقة
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 .4-3مبرهنــــــــــــــة 

RPحلقة, وليكن Rلتكن  مثالياً يمينياً فيRإذا كانت الحلقة .R  شبه محلية عناصرها
ppهي Rالجامدة فيPفقط, عندئذ العناصر 1,0 الجامدة 1,,1,0  فقط, وذلك لأجل

 .Ppكل
 ان.ـــــــــالبرهـــــــــ

 Re فقط. ليكن 1,0هي Rشبه محلية وأن العناصر الجامدة في Rلنفرض أن الحلقة
Pee, عندئذاً جامدPاً نصر ع 2 وPeP0, ومنه فإن

2 pee  
Ppحيث 00. إذا كانe 1أوe 0يتم المطلوب. لنفرض أنe 1نوأe لما .
عنصر قابل للقلب جزئياً  e1أو e, عندئذ إما Reحلقة شبه محلية وأن Rكانت
 .Rفي
 Rb , عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفرRللقلب جزئياً في قابلاً  eإذا كان العنصر -

 , فإنه حسب الفرض إماRعنصراً جامداً في Reb. ولما كانbbebبحيث إن
0eb 1أوeb0. إذا كانeb0, عندئذ يكون bebb  وهذا تناقض, ومنه نجد
bpebbe, وبالتالي يكون1ebأن 0

2  .ومنه نجد أن bpe 01 ولما ,
PPRbpكان 0 نجد أنpe 1 حيثPp. 
 Rd , عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفرRللقلب جزئياً في قابلاً  e1إذا كان العنصر -

ddedبحيث  Rde. لما كان)1(  , وحسب الفرض Rعنصراً جامداً في )1(
)1(0إما  de 1(1أو أن(  de1(0. إذا كان(  deعندئذ يكون , 
0)1(  dedd 1(1وهذا تناقض, ومنه(  de0, ولما كان

2 pee  ,
)1(0نجد pee  وبالتاليdpdee 0)1(  ومنهPPRdpe  0 ,

peوبالتالي يكون  حيثPp. 
 

 .5-3 ـــــــــةــــــــمبرهن
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RPحلقة, وليكن Rلتكن  مثالياً يمينياً فيRإذا كانت الحلقة .R  شبه محلية عناصرها
الجامدة  Pشبه محلية وعناصرها Pهي Rفقط, عندئذ تكون الحلقة 1,0الجامدة

ppهي 1,,1,0 كل فقط, وذلك لأجلPp. 
 ان.ـــــــــالبرهـــــــــ

فقط, عندئذ حسب  1,0هي Rشبه محلية وأن العناصر الجامدة في Rلنفرض أن الحلقة
ppهي فقط Rالجامدة فيP( تكون العناصر4-3المبرهنة ) 1,,1,0 وذلك لأجل ,

عنصر  a1أو aشبه محلية, عندئذ إما  R, لما كانت الحلقةRa. ليكنPpكل
 .Rقابل للقلب جزئياً في

 Rb, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر Rللقلب جزئياً في قابلاً  aإذا كان العنصر -
babbبحيث يكون ولما كان .Rba عنصراً جامداً فيR فإنه حسب الفرض ,

0, نجد أن0ba. إذا كان1baأو 0baإما babb  وهذا تناقض, ومنه
( نجد 4-2التمهيدية )قابل للقلب من اليسار, وحسب  a, وهذا يبين أن العنصر1baفإن

 .Rقابل للقلب جزئياً فيPهو aأن العنصر
, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر Rللقلب جزئياً في قابلاً  a1إذا كان العنصر -

Rd بحيث يكونdadd )1( لما كان .Rad  عنصراً جامداً, فإنه حسب  )1(
)1(0الفرض إما  ad 1(1أو(  ad1(0. إذا كان(  ad نجد أن ,

0)1(  dadd 1(1وهذا تناقض, ومنه فإن(  ad وهذا يبين أن العنصر ,
a1 قابل للقلب من اليسار فيR ( نجد أن العنصر4-2وحسب التمهيدية )a1 
 شبه محلية. Pهي R. مما سبق تكون الحلقةRقابل للقلب جزئياً فيPهو
 

يكتب على شكل  Raإنها نظيفة إذا كان كل عنصر Rنقول عن الحلقة .6-3 تعريـــــــــــــف
 R[ ,8.]مجموع لعنصرين أحدهما قابل للقلب والآخر جامد في

 .7-3نــــــــــــــة مبره
فقط, تكون شبه محلية بالنسبة إلى أي مثالي  1,0عناصرها الجامدة  Rكل حلقة نظيفة 

RPيميني   للحلقةR. 
 ان.ـــــــــالبرهـــــــــ



    مجلة جامعة حمص                                          سلسلة العلوم الأساسية             
     حمزة حاكمي   د.      إيمان الخوجة   د.     مريم حاكمي                  2025عام   21العدد  47المجلد   

 

119 

 

RPفقط, وليكن 1,0حلقة نظيفة عناصرها الجامدة هي Rلنفرض أن   ًمثالياً يمينيا
eaxنظيفة, عندئذ R, لما كانت الحلقةRx. ليكنRللحلقة  حيثRa  عنصر

 1,0هي Rعنصر جامد. ولما كانت العناصر الجامدة في Reوأن  Rقابل للقلب في
 .1eأو 0eفقط, فإنه إما

ax, عندئذ فإن0eإذا كان - ولما كان العنصر ,a  ًللقلب فإنه يوجد عنصر  قابلا
قابل للقلب من اليسار  aوهذا يبين أن العنصر 1baبحيث إن Rbمغاير للصفر 

ax( نجد أن العنصر4-2)وحسب التمهيدية  Rفي  هوPقابل للقلب جزئياً فيR. 
1, عندئذ فإن1eإذا كان - axومنه فإن ,xa  قابل  aلعنصر, ولما كان ا1

))((1, ومنه فإن 1daبحيث Rdللقلب فإنه يوجد عنصر مغاير للصفر  ad 
( نجد أن 4-2) وحسب التمهيدية Rقابل للقلب من اليسار فيaوهذا يبين أن العنصر 

xaالعنصر   .Rقابل للقلب جزئياً فيPهو 1
 شبه محلية.Pهي Rمما سبق نجد أن الحلقة

 
يكتب على  Raنظيفة إذا كان كل عنصرrإنها  Rنقول عن الحلقة .8-3 تعريـــــــــــــف

 R[ ,3.]شكل مجموع لعنصرين أحدهما منتظم والآخر جامد في
 

 .9-3مبرهنــــــــــــــة 
 فقط, تكون شبه محلية بالنسبة إلى  1,0لجامدة عناصرها ا Rنظيفة rكل حلقة 

RPأي مثالي يميني   للحلقةR. 
 ان.ـــــــــالبرهـــــــــ

RPفقط, وليكن 1,0نظيفة عناصرها الجامدة هيrحلقة  Rلنفرض أن   ًمثالياً يمينيا
eaxنظيفة, عندئذ فإنrهي R, لما كانتRx. ليكنRللحلقة  حيث  

Ra تظم فيعنصر منR وأنRe :عنصر جامد. سوف نميز حالتين 
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ex, عندئذ فإن0aإذا كان - 0, وحسب الفرض إماe 1أوe إذا كان .
0 ex 1)1(انولما ك xx  11نجد أن  x هو عنصرP قابل للقلب

1. إذا كانRجزئياً في ex نجد أن العنصرx هوPقابل للقلب جزئياً فيR. 
بحيث  Rbمنتظماً فإنه يوجد عنصر مغاير للصفر aولما كان العنصر 0aإذا كان -
abaaإن ولما كان .Rba عنصراً جامداً مغايراً للصفر فيR  نجد بحسب الفرض
( 4-2, وحسب التمهيدية )Rقابل للقلب من اليسار في aوهذا يبين أن العنصر 1baأن

 .Rقابل للقلب جزئياً فيPهو  aنجد أن العنصر
axنجد أن 0eإذا كان -  هوPقابل للقلب جزئياً فيR. 
axنجد أن 1eإذا كان - 1 هوPقابل للقلب جزئياً فيR. 

 شبه محلية.Pهي Rمما سبق نجد أن الحلقة
 
 ــــــة.ليــــــه المحـــشبPة المصـــــفوفـــــــــاتحـــــلقــــــــ – 4

 .1-4تمهيديــــــــــــــــة 
2)(قة, ولنفرض أنحل Rلتكن RD حلقة المصفوفات القطرية من المرتبة الثانية فوق R .
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00كل من ,QP 2)(هو مثالي يميني في RD 20)(و RDP  20)(و RDQ . 
 البرهـــــــــــــــــــان.

 واضح. 
 ( سنورد المبرهنة الآتية:1-4بالاعتماد على المصطلحات الواردة في التمهيدية )

 
 .2-4مبرهنــــــــــــــــــة 

 , الشروط الآتية متكافئة:Rلأجل أي حلقة 
 حلية.شبه م Rالحلقة – 1
2)(الحلقة  – 2 RD  0هيP.شبه محلية 
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2)(الحلقة  – 3 RD  0هيQ.شبه محلية 
 البرهـــــــــــــــــــان.
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)1(00ومنه فإن PP  هذا يبين أن, و1 0هوP قابل للقلب جزئياً في
2)(الحلقة RD. 

2)(مما سبق نجد أن الحلقة RD 0هيP.شبه محلية 
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0وهذا يبين أن yyayأي ,yyay العنصر , ومنهa ل للقلب جزئياً فيقابR. 
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2)(للقلب جزئياً في الحلقة قابلاً 0Pهو 1إذا كان - RD:عندئذ يوجد , 
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Ryxحيث , 0وأنP 1(0ويحقق( P  1(00و( PP  .
 , كما أن:0yنجد أن 0Pلما كان 
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)1(0وهذا يبين أن  yyayأي إن ,yyay   a1, ومنه فإن العنصر)1(
 شبه محلية. R. مما سبق نجد أن الحلقةRقابل للقلب جزئياً في

 (3.)(1بطريقة مشابهة يمكننا إثبات صحة التكافؤ)
 

 .3-4تمهيديـــــــــــــــــة 
2)(لنفرض أنحلقة,  Rلتكن RU ثية العليا من المرتبة الثانية فوقحلقة المصفوفات المثل 

. المجموعةRالحلقة
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2)(وأن RUP .  ً2)(لنفرض أيضا RL نية حلقة المصفوفات المثلثية السفلى من المرتبة الثا
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 البرهـــــــــــــــــــــان.

 واضح. 
 

 برهنة الآتية:( سنورد الآن الم3-4بالاعتماد على المصطلحات الواردة في التمهيدية )
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 .4-4مبرهنـــــــــــــــــــــة 

 الشروط الآتية متكافئة: Rلأجل أي حلقة
 شبه محلية. Rالحلقة - 1
2)(الحلقة - 2 RU هيP.شبه محلية 
2)(الحلقة - 3 RL هيQ.شبه محلية 

 البرهـــــــــــــــــــــان.
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قابل للقلب جزئياً في Pهو . مما سبق نجد أن العنصرPPوهذا يبين أن
2)(الحلقة RU. 
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 Ry , عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفرRجزئياً في للقلب قابلاً  c1إذا كان العنصر -
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0ومنه نجد أن zzaz وبالتالي فإنzzaz ومنه فإن العنصر ,a  ًقابل للقلب جزئيا
 .Rفي
2)(قابل للقلب جزئياً فيPهو 1إذا كان العنصر - RUعندئذ يوجد عنصر , 
)(2 RU بحيثP ويحققP  PPوأن )1(  )1(  .

2)(لما كان RU فإن
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)1(0ومنه نجد أن  zzaz وبالتالي فإنzzaz   a1 , ومنه فإن العنصر)1(
 شبه محلية. R. مما سبق نجد أن الحلقةRابل للقلب جزئياً فيق

 (3.)(1بطريقة مشابهة يمكننا إثبات صحة التكافؤ)
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