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 للقـــــلــــــــب ةــــــــلــابـــــــقال رــــــــاصـــــــعنال
  بالنسبـــــة لمثــــالــــــي يمينــــي

  3إيمان الحاج جاسم  2يحمزة حاكم   1عبد الباسط الخطيب

  تقسم الرياضيا  -كمية العموم   -جامعة البعث 
 

 الممخص
في  .ي حمقة تمعب دوراً مميزاً في الحمقةمما لاشك فيو أن العناصر القابمة لمقمب في أ

العناصر دراستنا لمحمقات بالنسبة لمثالي يميني، حيث درسنا  تابعنا ورقة العمميةىذه ال
 .كتعميم لمعناصر القابمة لمقمبيميني  بالنسبة لمثالي القابمة وغير القابمة لمقمب

RPحمقة و Rوقد أثبتنا أنو إذا كانت  مثالياً يمينياً فيR  فإن مجموعة العناصر
 Rتشكل نصف زمرة واحدية في Rفي الحمقة Pالقابمة لمقمب من اليمين بالنسبة لممثالي

 . Rالحمقة بالنسبة لعممية الضرب المعرفة عمى
RPحمقة و Rفضلًا عن ذلك، أثبتنا أنو إذا كانت  مثالياً يمينياً فيR  فإن

 :وىي Pمجموعة العناصر غير القابمة لمقمب بالنسبة لممثالي اليميني
};:{ PaRRRaaK  
 تحقق الشرطين الآتيين:

 .Rمغمقة بالنسبة لعممية الجمع المعرفة عمى Kالمجموعة – 1
RKيحقق Rتشكل مثالياً يمينياً في Kالمجموعة – 2 . 
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 لبعث.قسم الرياضيات كمية العموم جامعة افي  أستاذ  
 قسم الرياضيات كمية العموم جامعة دمشق.في أستاذ   2
 سم الرياضيات كمية العموم جامعة البعث.قطالب دراسات عميا  3
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The invertible elements in any ring play important role in the 

ring. In this scientific paper we continue our study of rings relative 

to right ideal, where we study the invertible and noninvertible 

elements relative to right ideal as a generalization of invertible 

elements.  
 

We have proved that if R  is a ring and RP   is a right ideal 

of R , then the set of a right invertible elements is unitary semi-

group in R  under multiplicative operation defined on R . 
 

In addition to that, we proved that if R  is a ring and RP   is 

a right ideal of R , then the set K of a right noninvertible elements 

relative to P  which is: 

};:{ PaRRRaaK   
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1 – The set K is closed under the summation on R . 

2 – The set K is a proper right ideal in R .  
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 المقـــــــــــدمـــــــــة.
[ مفيوم الحمقة بالنسبة لمثالي أحادي 3أدخل جبريان روسيان في ] 1987في عام 

الجانب )يميني( وكان ىذا العمل الأول لدراسة الحمقة من خلال المثاليات أحادية الجانب 
د لأساس حيث درسوا مفيوم شبو الانتظام بالنسبة لمثالي يميني بغية إعطاء وصف جدي

وسميت [ 4] منتظمةذا المفيوم إلى الحمقات التم نقل ى 1991جاكبسون لمحمقة. وفي عام
[، حيث تم 2فيما بعد ىذه الحمقات بالحمقات المنتظمة بالنسبة لمثالي يميني وذلك في ]

 إثبات أن كل حمقة تكون منتظمة بالنسبة لأي مثالي يميني أعظمي فييا.
 

[، ظيرت أعمال جديدة درست 2ونظراً إلى النتائج الميمة التي تم التوصل إلييا في ]
 في الحمقة بالنسبة لمثالي يميني. العديد من مفاىيم

 

من الخصائص الميمة بالنسبة لمثالي يميني،  اً عدد Hakmiدرس  2118ففي عام 
[ كتعميم 6]بالنسبة لمثالي يميني وذلك في  فضلًا عن دراستو لمحمقات شبو الجامدة

 [.5لمحمقات شبو الجامدة التي تمت دراستيا في ]
 

 لحمقات المحمية بالنسبة لمثالي يميني وذلك فيبدراسة ا Hakmiقام  2121وفي عام 
[ وأثبت أن الشرط اللازم والكافي كي تكون حمقة ما محمية ىو أن تكون حمقة 7]

المصفوفات من المرتبة الثانية فوق ىذه الحمقة محمية بالنسبة لمثالي يميني محدد، فضلًا 
 أعظمي فييا.عن ذك أثبت أن كل حمقة تكون محمية بالنسبة لأي مثالي يميني 

 

تابعنا دراستنا لمحمقات بالنسبة لمثالي يميني، حيث درسنا  ورقة العمميةفي ىذه ال
 بالنسبة لمثالي. العناصر القابمة وغير القابمة لمقمب

 

RPحمقة و Rوقد أثبتنا أنو إذا كانت  مثالياً يمينياً فيR  فإن مجموعة العناصر
 Rتشكل نصف زمرة واحدية في Rفي الحمقة Pالقابمة لمقمب من اليمين بالنسبة لممثالي

  .Rبالنسبة لعممية الضرب المعرفة عمى الحمقة
 الشروط الآتية متكافئة: 0R لأجل أي حمقة فضلًا عن ذلك، أثبتنا أنو

 جسم. Rالحمقة - 1
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Ryxتوجد عناصر Raلأجل كل عنصر مغاير لمصفر – 2 , بحيث إن العنصر
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2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقة  RM  اليمينيممثالي لبالنسبة: 
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Ryxتوجد عناصر Raلأجل كل عنصر مغاير لمصفر – 3 , بحيث إن العنصر
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a 2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقة 0 RM لممثالي اليميني بالنسبة: 


















 Rba
ba

Q ,:
00 

 

RPحمقة و Rأخيراً أثبتنا أنو إذا كانت  مثالياً يمينياً فيR  فإن مجموعة العناصر
}:;{وىي Pغير القابمة لمقمب بالنسبة لممثالي اليميني PaRRRaaK  

 تحقق الشرطين الآتيين:
 .Rمغمقة بالنسبة لعممية الجمع المعرفة عمى Kالمجموعة – 1
RKيحقق Rتشكل مثالياً يمينياً في Kالمجموعة – 2 . 

 

 ث.ــــــــــــن البحــــدف مـــــــهال
دراسلة مفلاىيم جديلدة فلي الحمقلة بالنسللبة لمثلالي يمينلي وقلد خصصلنا ىلذه الورقللة 

وفلي ىلذا  العممية لدراسة العناصر القابمة وغيلر القابملة لمقملب بالنسلبة لمثلالي يمينلي.
 السياق حصمنا عمى نتائج جديدة في ىذين الموضوعين.

 

 ة.ــــــــــرجعيـــــة المـــــــــــدراســـــال – 1
فللإن  Pحيثمللا كللانو  01التللي سندرسلليا ىللي حمقللات واحديللة فييللا Rجميللع الحمقللات

RP  مثالي يميني فيR. 
 

ذا كان كل عنصر مغاير لمصفر يممك مقموباً في إإنيا جسم  Rنقول عن الحمقة. 1-1
R[ ،9.] 
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بأساس  R الأعظمية في الحمقةاليسارية )اليمينية( نسمي تقاطع جميع المثاليات . 1-2
 RJ[ ،8.])(ونرمز لو Rجاكبسون لمحمقة

 

eeجامد إذا كان إنو Reنقول عن العنصر. 1-3 2[ ،1.] 
 

Peeجامد إذا كانPإنو Reنقول عن العنصر. 1-4 2 وPeP[ ،2.] 
 

 ة.ـــــــــــــة البحثيــــــــــــدراســــال – 2
 .نــــــاليميمن  بــــــمــــة لمقـــــــمــابـــالقPرــــاصـــــالعن
 ـف.ــــــــتعري
RPحمقة و Rلتكن    مثالياً يمينياً فيRلعنصر. نقول عن اRa  إنو قابل لمقمب

قابل لمقمب من P، أو اختصاراً Rفي الحمقة Pمن اليمين بالنسبة لممثالي اليميني
PaRRPaPإذا كان  Rاليمين في  ,. 

 

 ىو عنصر قابل لمقمب من اليمين في 1من التعريف مباشرة أنو في أي حمقة فإنينتج 
R بالنسبة لأي مثالي يمينيRP  لمحمقةR0. فضلًا عن ذلك، فإنو لأجلP 

يتطابق مع مفيوم قابمية  Pية القمب من اليمين بالنسبة لممثالي اليميني مفيوم قابم يكون
 القمب من اليمين.

 .1-2ة ـــــتمهيديـ
RPحمقة و Rلتكن  مثالياً يمينياً فيR  أنوRba , ث إنبحيPba  ،

 Rقابل لمقمب من اليمين فيPىو aعندئذ الشرط اللازم والكافي كي يكون العنصر
 .Rقابل لمقمب من اليمين فيPىو  bىو أن يكون العنصر

 ان.ـــــالبرهــــــ
Pbaلنفرض أن 0، عندئذ فإنpba  حيثPp 0. 

 ، عندئذ فإن:Rقابل لمقمب من اليمين فيPىو aلزوم الشرط. لنفرض أن العنصر
PaRRPaP  , 

 فإن: Ptومنو نجد أنو أياً كان
PPaPtpattpabt  )()( 00 
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 . من جية أخرى، لدينا:PbPوىذا يبين أن
 PRpaRPRpaPbR )()( 00 

PbRPRpbRPRpbPaR  00)( 
 :ومنو نجد أن

PaRPbR  
PbRRوبالتالي فإن  ومنو العنصرb ىوPقابل لمقمب من اليمين فيR . 

  بطريقة مشابية يمكننا اثبات كفاية الشرط.
 

 .2-2ة ـــــتمهيديـ
RPحمقة و Rلتكن  مثالياً يمينياً فيR:عندئذ القضايا الآتية صحيحة . 

 .Rقابلًا لمقمب من اليمين فيPليس aفإن Paأياً كان – 1
، Rقابل لمقمب من اليمين فيPىو e وكان اً جامدPاً نصر ع Reإذا كان – 2

peعندئذ فإن  1 حيثPp. 
 ان.ـــــالبرهــــــ

قابل لمقمب من Pىو aولنفرض جدلًا أن العنصر Paوأن Raليكن - 1
PaRRPaP، عندئذ فإن Rاليمين في   ومنو يكون: ,

PPPRPaRR  
RPوىذا يبين أن  مكن، ومنو فإنوىذا غير مa ليسP قابلًا لمقمب من اليمين

 .Rفي
PeePePجامد، عندئذ فإنPعنصر Reلنفرض أن – 2  ومنو  ,2

0فإن

2 pee  حيثPp 0 لنفرض أن .e ىوPقابل لمقمب من اليمين فيR ،
 عندئذ يكون:

PeRRPeP  , 
Ppو Rxومنو يوجد 1 11بحيث pex   يكون:وبالتالي 

 1

2

1)( epxepexee 
1010)( epxpexepxpe  
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PePPRepxpxe  10)1( 
Pepxppلنفرض أن  )1(2فنجد أن 102 pxe  ولما كان: 

)1(1 xx  
 نجد أن:

2)1( pexxeexe  
211وبالتالي يكون ppe فرض أن. بPppp  peنجد أن 21 1. 

 

 .3-2ـــــة ـــتمهيدي
RPحمقة و Rلتكن    مثالياً يمينياً فيRعندئذ لأجل أي عنصر .Ra  الشرطان

 الآتيان متكافئان:
 .Rقابل لمقمب من اليمين فيPىو aالعنصر - 1
 .PaPوأن Pax1بحيث يكون Rxيوجد عنصر – 2

 ان.ـــــالبرهــــــ
(1)(2لنفرض أن الع .)نصرa ىوPقابل لمقمب من اليمين فيR:عندئذ فإن ، 

PaRRPaP  , 
Ppو Rxومنو يوجد 0 01بحيث pax وبالتالي يكونPpax  01. 

(2)(1لدينا بحسب الفرض أن .)PaP وأنPax1 حيثRx  ومنو
Ppيوجد 1 11بحيث إن pax  وبالتالي يكون: 

PaRpax  11 
PaRRومنو فإن  وىذا يبين أن العنصرa ىوPقابل لمقمب من اليمين فيR. 

 

 .4-2ة ــــــمبرهنـــــ
RPحمقة و Rلتكن  مثالياً يمينياً فيRموعة العناصر. إن مجP القابمة لمقمب

بالنسبة لعممية الضرب المعرفة  Rتشكل نصف زمرة واحدية في Rمن اليمين في الحمقة
 .Rعمى الحمقة

 ان.ـــــالبرهــــــ
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، فنجد Rالقابمة لمقمب من اليمين في الحمقةPجموعة العناصرم RUP)(لنفرض أن
1)(، لأنRىي مجموعة جزئية غير خالية في RUP)(أن RUP. 

,)(ليكن RUba P ولنبرىن عمى أن)(RUab Pلما كان .)(, RUba P  عندئذ
 فإن:

PaRRPaP  , 
PbRRPbP  , 

 :ومنو فإن
PaPbPaPab  )()( 

( 3-2بحسب التمييدية ) فإنو Rقابل لمقمب من اليمين فيPىو bولما كان العنصر
PaPbyaومنو فإن Pby1بحيث Ryيوجد عنصر   ولما كان )1(

)1(1 byby  :نجد أن 
PabRbyaabya  )1( 

PabRaRأي إن  ولما كانPaRR  :نجد أن 
RPabRPPabRPaRR  

PabRRوىكذا فإن مما سبق نجد أن .)(RUab P  وىذا يبين أن المجموعة
)(RUP مغمقة بالنسبة لعممية الضرب المعرفة عمى الحمقةR  وبالتالي فإن المجموعة
)(RUP زمرة واحدية في ىي نصفR. 

 

2)(حمقة و Rلتكن RM حمقة المصفوفات المربعة من المرتبة الثانية فوق الحمقةR 
 ولنفرض أن:
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QRba

ba
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2)(في الحمقة مثالي يميني ,QPإن كلًا من RM 2)(و RMP  2)(و RMQ . 
 Qالقابمة لمقمب )Pوالعناصر Rالعلاقة بين العناصر القابمة لمقمب من اليمين في

2)(مقةالقابمة لمقمب( من اليمين في الح RM :نوردىا من خلال المبرىنة الآتية 
 

 .5-2ة ــــــمبرهنـــــ
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 . عندئذ القضايا الآتية صحيحة:Raحمقة و Rلتكن
Ryx، عندئذ أياً كانRلمقمب من اليمين في قابلاً  aإذا كان العنصر – 1 ,  فإن
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yx

0
 ىو عنصرP2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقة RM. 

Ryxإذا وجدت عناصر – 2 , بحيث إن العنصر
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yx

0
 ىو عنصرP 

2)(قابل لمقمب من اليمين في RM، عندئذ يكونa  ًلمقمب من اليمين في قابلاR. 
Ryx، عندئذ أياً كانRلمقمب من اليمين في قابلاً  aإذا كان العنصر – 3 ,  فإن











yx

a 0
 ىو عنصرQ2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقة RM. 

Ryxإذا وجدت عناصر – 4 , بحيث إن العنصر









yx

a 0
 ىو عنصرQ 

2)(اليمين في الحمقةقابل لمقمب من  RM عندئذ يكونa  ًلمقمب من اليمين في قابلاR. 
 ان.ـــــالبرهــــــ

 بحيث Rb، عندئذ يوجدRقابل لمقمب من اليمين في aلنفرض أن العنصر – 1

1ab ومنو أياً كانRvu , فإن)(
0

2 RM
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vu








  ويحقق أياً كان

Ryx , :فإن 
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P
ybxvxu

ab

ybxvxu







 















00

1

10

1 

PPفضلًا عن ذلك، إن لأنو أياً كان ،P
dc











00
 :فإن 

P
xdxcdc

a

yx




























00000
 

2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقةPىو وىذا يبين أن العنصر RM. 
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Ryxليكن - 2 ,بحيث يكون









a

yx

0
 اً عنصرP ًلمقمب من اليمين في  قابلا

2)(الحمقة RM2)(، عندئذ يوجد RM
bw

vu








 حيثRbwvu ,,,  يحقق

 ومنو نجد أن: P1أن




























bw

vu

a

yx

010

01
1  

P
abaw

ybxvywxu

abaw

ybxvywxu
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1

10

01 

 .Rقابل لمقمب من اليمين في aي إن العنصر، أ1abوىذا يبين أن
 (.1يبرىن بطريقة مشابية كما في ) – 3
 (.2يبرىن بطريقة مشابية كما في ) – 4

 

 
 
 
 

 ( يمكننا صياغة النتيجة الآتية:5-2اعتماداً عمى المبرىنة )
 

 نتيجــــــــــــــة.
 . عندئذ القضيتان الآتيتان صحيحتان:Raحمقة و Rلتكن

عندما وفقط عندما توجد عناصر  Rقابل لمقمب من اليمين في aالعنصر - 1

Ryx , بحيث يكون العنصر)(
0

2 RM
a

yx







 ىوP قابل لمقمب من اليمين

2)(في الحمقة RM. 
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عندما وفقط عندما توجد عناصر  Rقابل لمقمب من اليمين في aالعنصر - 2

Ryx , بحيث يكون العنصر)(
0

2 RM
yx

a







 ىوQ قابل لمقمب من اليمين

2)(في الحمقة RM. 
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 .6-2ة ــــــمبرهنـــــ
 حمقة. عندئذ القضايا الآتية صحيحة: 0Rلتكن

لمقمب من اليمين )اليسار( عندما  يكون قابلاً  Rكل عنصر مغاير لمصفر في الحمقة – 1
 لمقمب. قابلاً  Rوفقط عندما يكون كل عنصر مغاير لمصفر في الحمقة

 لمقمب من اليمين عندما وفقط يكون قابلاً  Rكل عنصر مغاير لمصفر في الحمقة – 2
Ryxتوجد عناصر Raعندما يكون لأجل كل عنصر مغاير لمصفر , تحقق أن 

)(العنصر
0

2 RM
a

yx







  ىوP2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقة RM. 

 لمقمب من اليمين عندما وفقط  يكون قابلاً  Rكل عنصر مغاير لمصفر في الحمقة – 3
Ryxتوجد عناصر Raمغاير لمصفرعندما يكون لأجل كل عنصر  ,  تحقق أن

)(العنصر
0

2 RM
yx

a







  ىوQ2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقة RM. 

 ان.ـــــالبرهــــــ
(1()ليكن .)Ra  لمصفر، عندئذ بحسب الفرض فإن اً مغاير  اً عنصر a  قابل لمقمب

وبحسب الفرض  0bوأن 1abبحيث Rbومنو يوجد Rمن اليمين في الحمقة
ومنو يوجد عنصر مغاير  Rقابل لمقمب من اليمين في bأيضاً فإن العنصر

 ومنو نجد أن: 1bcبحيث Rcلمصفر
aabcacabcc  1)()(1 

baabوىكذا نجد أن 1أي إن العنصر ،a مقمب فيقابل لR.العكس واضح . 
 (.5-2( بحسب المبرىنة )3( و)2)
 

 اعتماداً عمى المبرىنة الأخيرة يمكننا صياغة المبرىنة الآتية:
 

 .7-2ة ــــــمبرهنـــــ
 الشروط الآتية متكافئة: 0Rلأجل أي حمقة

 .Rقابل لمقمب في Rكل عنصر مغاير لمصفر في – 1
Ryxتوجد عناصر Raلأجل كل عنصر مغاير لمصفر – 2 ,بحيث إن العنصر  
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a

yx

0
2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقةPىو عنصر  RM. 

Ryxتوجد عناصر Raلأجل كل عنصر مغاير لمصفر – 3 ,بحيث إن العنصر 










yx

a 2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقةQىو عنصر 0 RM. 

 ان.ـــــالبرهــــــ
(1)(2ليكن .)Ra  لمصفر في اً مغاير  اً عنصرR عندئذ حسب الفرض فإن ،

( فإنو لأجل أي 5-2وحسب المبرىنة ) Rقابل لمقمب من اليمين في الحمقة aالعنصر

Ryxعنصرين , لعنصرفإن ا 








a

yx

0
قابل لمقمب من اليمين في الحمقة Pىو 

)(2 RM. 
(2)(1ليكن .)Ra  لمصفر في اً مغاير  اً عنصرRتوجد  ، عندئذ حسب الفرض

Ryxعناصر ,بحيث إن العنصر








a

yx

0
 قابل لمقمب من اليمين في الحمقةPىو 

)(2 RM ( يكون العنصر6-2وبحسب المبرىنة )a  ًلمقمب من اليمين في الحمقة قابلا 
R ( يكون العنصر 6-2) وبحسب المبرىنةa  ًلمقمب في الحمقة قابلاR بطريقة مشابية .

  (3.)(1يمكننا إثبات صحة التكافؤ)
 

 

 ( يمكننا صياغة النتيجة الآتية:7-2اعتماداً عمى المبرىنة )
 

 نتيجـــــــــــــــة.
 الشروط الآتية متكافئة: 0Rلأجل أي حمقة

 ىي جسم. Rالحمقة - 1
Ryxتوجد عناصر Raلأجل أي عنصر مغاير لمصفر – 2 ,  بحيث يكون 

العنصر








a

yx

0
2)(مين في الحمقةقابل لمقمب من اليPىو  RM. 
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Ryxتوجد عناصر Raلأجل أي عنصر مغاير لمصفر – 3 ,  بحيث يكون

العنصر








yx

a 2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقةQىو 0 RM. 
 

 .8-2ة ـــــتمهيديـ
 لمصفر. عندئذ الشروط الآتية متكافئة: اً مغاير  اً عنصر  Raحمقة و Rلتكن

 .Rقابل لمقمب من اليمين في aالعنصر – 1

بحيث إن العنصر Rxيوجد عنصر – 2








a

x

0

قابل لمقمب من اليمين Pىو 0

2)(في الحمقة RM. 

بحيث إن العنصر Rxيوجد عنصر – 3








x

a

0

قابل لمقمب من اليمين Qىو 0

2)(في الحمقة RM. 
 
 
 ان.ـــــلبرهــــــا
(1)(2لنفرض أن العنصر .)Ra قابل لمقمب من اليمين فيR عندئذ بحسب ،

Ryx( أياً كان5-2المبرىنة ) , فإن العنصر








a

yx

0
بل لمقمب من اليمين قاPىو 

2)(في الحمقة RM 0ولأجلy نجد أن العنصر








a

x

0

قابل لمقمب من Pىو 0

2)(اليمين في الحمقة RM. 
(2)(1حسب الفرض .) يوجد عنصرRx الآتي بحيث إن العنصر : 

)(
0

0
2 RM

a

x








 

2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقةPىو  RM ( يوجد 3-2وبحسب التمييدية )

)(2 RMبحيث يكونP12)(. لنفرض أن RM
bw

vu








  حيث 
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1 

. Rقابل لمقمب من اليمين في الحمقة aوبالتالي فإن العنصر 1abوىذا يبين أن
  (3.)(1كافؤ)بطريقة مشابية يمكننا إثبات صحة الت

 

 ( يمكننا صياغة المبرىنة الآتية:8-2اعتماداً عمى المبرىنة )
 

 .9-2ة ــــــمبرهنـــــ
 الشروط الآتية متكافئة: 0Rلأجل أي حمقة

 ىي جسم. Rالحمقة - 1
بحيث يكون العنصر  Rxيوجد عنصر Raلأجل أي عنصر مغاير لمصفر – 2










a

x

0

2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقةPىو  0 RM. 

بحيث يكون العنصر  Rxيوجد عنصر Raلأجل أي عنصر مغاير لمصفر – 3










x

a

0

2)(قابل لمقمب من اليمين في الحمقةQىو  0 RM. 

 
 ان.ـــــالبرهــــــ

(1)(2لنفرض أن الحمقة .)R جسم وليكنRa  لمصفر في اً ير مغا اً عنصرR ،
( يوجد عنصر 8-2وبحسب المبرىنة ) Rقابل لمقمب من اليمين في aعندئذ فإن

Rx بحيث يكون العنصر








a

x

0

2)(ين فيلمقمب من اليمقابل Pىو 0 RM. 
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(2)(1ليكن .)Ra  لمصفر في اً مغاير  اً عنصرRيوجد  ، عندئذ حسب الفرض فإنو

بحيث يكون العنصر Rxعنصر








a

x

0

قابل لمقمب من اليمين في الحمقة Pىو 0

)(2 RM  ( نجد أن العنصر8-2)وحسب المبرىنةa قابل لمقمب من اليمين فيR  
  (3.)(1بطريقة مشابية يمكننا إثبات صحة التكافؤ) ىي جسم. Rومنو فإن الحمقة

 

 ن.ــــاليميمـــن ب ــــمقــة لمــــــمـــابــــر القــــغيPرـــاصـــالعن
 ـف.ــــــــتعري

RPحمقة و Rلتكن  مثالياً يمينياً فيRنقول عن العنصر .Ra  إنو غير قابل
غير قابل P، أو اختصاراً Rفي الحمقة Pلمقمب من اليمين بالنسبة لممثالي اليميني

PaRRإذا كان Rلمقمب من اليمين في . 
 

 عريف مباشرة التمييدية الآتية:ينتج من الت
 

 .12-2ة ـــــــــتمهيديـ
RPحمقة و Rلتكن  مثالياً يمينياً فيRعندئذ لأجل أي عنصر.Ra  الشرطان

 الآتيان متكافئان:
1 - PaRR . 
 .Pax1فإن Rxأياً كان – 2

 ان.ـــــالبرهــــــ
(1)(2لنفرض أن .)PaRR  ولنفرض جدلًا أنو يوجدRx  بحيث

Pax1عندئذ يوجد ،Pp إن بحيثpax 1 :ومنو يكون 
PaRpax 1 

PaRRوىذا يبين أن  وىذا غير ممكن، ومنو فإنPax1 وذلك أياً كان 
Rx. 
(2)(1لنفرض جدلًا أن .)PaRR دئذ يوجد، عنRx وPp بحيث إن 

pax1 ومنوPpax 1 وىذا يناقض الفرض ومنو فإن PaRR . 
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 .11-2ة ـــــتمهيديـ
RPحمقة و Rلتكن  مينياً فيمثالياً يR إن مجموعة العناصر غير القابمة لمقمب .

 الآتية: Pمن اليمين بالنسبة لممثالي اليميني
};:{ PaRRRaaK  

 تحقق الخواص الآتية:
1 - K وRK . 
2 – KP. 

 ان.ـــــالبرهــــــ
PRPR، لأنK0واضح أن – 1  . فضلًا عن ذلك، K. ومنو فإن0
RPR، لأن K1إن 1 ومنوRK . 
 دئذ فإن:، عنPpليكن - 2

PPPRPpRP  
PpRPومنو فإن    وبالتالي يكونPpRPR   وىذا يبين أنKp 
 .KPومنو فإن 

 

 .12-2ة ــــــمبرهن
RPحمقة و Rلتكن  لياً يمينياً فيمثاR:لنفرض أن . 

};:{ PaRRRaaK  
 عندئذ الشروط الآتية متكافئة:

 .Rمغمقة بالنسبة لعممية الجمع المعرفة عمى Kالمجموعة – 1
RKيحقق Rاً فيتشكل مثالياً يميني Kالمجموعة – 2 . 
3 – K أكبر مثالي يميني فيR. 
RNبحيث يكون Nمثالي يميني أكبر Rيوجد في الحمقة – 4  وأنNP. 
قابل لمقمب من Pىو  a1أو العنصر aإما العنصر Raل كل عنصرجلأ – 5

 .Rاليمين في
 .MPبحيث Mفقطمثالي يميني أعظمي واحد  Rيوجد في – 6
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 ان.ـــــالبرهــــــ
(1)(2لنفرض أن المجموعة .)K مغمقة بالنسبة لعممية الجمع المعرفة عمىR .

PaRR، عندئذKaوليكن  ومنو أياً كانRx فإنPaxRR  لأنو إذا ،
PaxRRبحيث Rxوجد  نجد أن: 

PPaRPaxRR  
PaRRوبالتالي يكون  وىذا غير ممكن، ومنو فإنKax وذلك أياً كان 

Rx وبالتالي فإن المجموعةK تشكل مثالياً يمينياً فيR ( 11-2وبحسب التمييدية )
RKنجد أن . 

(2)(3ليكن .)B ينياً فيمثالياً يمR بحيث إنRB  وأنBP عندئذ لأجل ،
PbRRفإنBbل عنصرك  ،لأنو إذا وجدBb بحيثKb فإن: 

PbRR  
 ئذ يكون:عند

PBPBPbRR  
RBومنو فإن  وىذا غير ممكن، ومنو فإنKB . 

(3)(4.واضح .) 
(4)(5لنفرض أن .)N ىو أكبر مثالي يميني فيR يحققRN  وأنNP 

PxRR، لنفرض أنRxوليكن  وأنPRxR   ، عندئذ فإن:)1(
NPxR  وNPRx  )1( 

1)1(ولما كان Nx1و Nxوىذا يبين أن xx  نجد أنN1  ومنو
RNيكون  .وىذا تناقض 

(5)(1ليكن .)Kba ,عندئذ ،PaRR  وPbRR لنفرض أن . 
Kba عندئذ فإن ،PRbaR  1)(0ومنو فإن )( pxba  حيث 
Rx وPp 0 . 

01فضلًا عن ذلك إن paxbx إن .Kbx1لأنو إذا كان ،Kbx1 
 نجد أن:
RPaRPaxRPRpaxPRbxR  )()1( 0 
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PaRRوىذا يبين أن  وىذا تناقض، ومنو نجد أن: 
Kbxbx  )1(1 

 .Rمغمقة بالنسبة لعممية الجمع المعرفة عمى Kالمجموعة وىذا غير ممكن، وبالتالي
(3)(6لنفرض أن .)K أكبر مثالي يميني فيRلما كان .RK   فإنو يوجد مثالي 

MKبحيث إن Rفي Mيميني أعظمي  ولما كانK  فيأكبر مثالي يمينيR  نجد
MKأن  وىذا يبين أنR د ىوتحوي فقط مثالي يميني أعظمي واحM وأن 

MP. 
(6)(3.واضح .)  
 
 
 



 العنـــــــاصــــــــر القـــــــابــلــــــــة للقـــــلــــــــب بالنسبـــــة لمثــــالــــــي يمينــــي

 12 

 ــــة.المــــراجــــــع العــــــمميـــــ
 

[1] – Anderson, F. W. & Fuller, K. R. " Rings and Categories of 

Modules ", New York. Springer (1973). 
 

[2] –  Andrunakievich, A. V. and Andrunakievich, V. A. " Rings 

that are Regular Relative to Right Ideals ", Mat. Zametki, 1991, 

Volume  49, Issue 3, 3 – 11. 
 

[3] – Andrunakievich,V. A. and Ryabukhin, Yu. M. " Quasi-

Regularity and Primitivity Relative to Right Ideals of a Ring ", Mat. 

Sb. (N.S.),134(176):4(2) (1987), 451 – 471: Math. USSR-Sb., 62:2 

(1989), 445-464. 
 

[4] – Goodearl, K. R."Von Neumann Regular Rings", Pitman 1979. 
 

[5] – Hamza, H. " 0I Rings and 0I Modules ", Math. J. Okayama 

Univ. 40  (1998) , p. 91 97 .[2000] . 
 

[6] – Hamza H., " On Some Characterizations of Regular and Potent 

Rings Relative to Right Ideal ", Novi Sad J. Math.  Vol. 48, No. 1, 

(2018), p. 1 – 7. 
 

[7] – Hamza H., " P Regular and P Local Rings ", Journal of 

Algebra and Related Topic. Vol. 9, No. 2, (2021),  pp. 1 – 19. 
 

[8]  – Kasch,  F. " Modules and Rings ", London Math. Soc. Mono. 

1982. 
 

[9] – Lambek, J."Lectures on Rings and Modules", Blaisdell, Mass. 

1966. 

 


