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 ملخّص البحث:

 

الضوء على العمليات الجبرية للأعداد  تم تسليطفي هذا البحث بعض المفاهيم الأساسية في المنطق الضبابي و  عرضنا
 الضبابية التي تم استخدامها في هذا البحث.

آلية استخدام تحويل لابلاس الضبابي في إيجاد الحل بالإضافة إلى تعريف تحويل لابلاس الضبابي وخصائصه ومن ثم 
والتي لا تحتوي على المشتق من  الخاص للمعادلات التفاضلية الخطية الضبابية ذات الأمثال الثابتة من المرتبة الثانية

.الرتبة الأولى  

.تحويل لابلاس الضبابي ،ذات الأمثال الثابتة المنطق الضبابي، المعادلة التفاضلية الضبابيةالكلمات المفتاحية:   
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Abstract 

In this research, we will present some fundamental concepts in fuzzy logic and highlight the 

algebraic operations of fuzzy numbers that have been utilized in this study. 

Additionally, the fuzzy Laplace transform and its properties will be defined, followed by the 

methodology of using the fuzzy Laplace transform to find the particular solution of second-

order fuzzy linear differential equations with constant coefficients without first 

 Derivative . 
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  1. المقدَمة : 

ة على سلللبيل المثال، نماذل السلللاان، والهندسللل. تُعد المعادلات التفاضللللية الضلللبابية موضلللوعفا مهمفا في العديد من المجالات
 .الساان، ونموذل النموالمدنية، ونموذل ديناميايات 
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أحمدي تحويل لابلاس و  اللهفيرانلوفي البداية، قدّم . يُعدّ تحويل لابلاس الضلللبابي مفيدفا لحل المعادلات التفاضللللية الضلللبابية
ولحل المشلللالات في العديد من مجالات المعادلات التفاضللللية الضلللبابية، اسلللتُخدم تحويل لابلاس الضلللبابي [. 1]الضلللبابي 

 ن الأوراق البحثية في العديد م

حلول مسلللللبلة ضلللللبابية ذات قيم ابتدائية لعدد ضلللللبابي مثلثي باسلللللتخدام تحويل لابلاس  قمنا بدراسلللللة في هذه الورقة البحثية،
الضبابي. وتم استخدام التفاضل المعمم والحساب الضبابي. تهدف هذه الدراسة إلى دراسة الحلول باستخدام تحويل لابلاس 

 .ةسالمدرو الضبابي للمسبلة 

. هدف البحث:2  

انتباه العديد من العلماء والباحثين في السللللللنوات الأخير  لمدت أهميتها في المجالات  المعادلات التفاضلللللللية الضللللللبابية أثارت
سللللليط الضللللوء البحث الى ت يهدف الاقتصللللادية والفيييائية والهندسللللية، واان من الصللللعب حلها ببعض الطرق التحليلية لذل 

 ية مقارنةللمعادلات التفاضلللللية الضللللبابتقوم بالحل الأسللللرلأ والأسللللهل والتي تااملية في المنطق الضللللبابي التحويلات ال على
 الطرق التحليلية.ب

 3.  مواد البحث: 

  (1-3 :( المفاهيم الأساسية

 : [1] (3-1-1) تعريف 

 بالشال:    ، ولنعرف الدالة  مجموعة جييئة من  مجموعة غير خالية، ولنفرض أنّ  لتان 

 

 

بدالة     ، حيث تدعى الدالة  مجموعة جيئية ضللللللللللللللبابية من    الميود  بالدالة  عندئذٍ ندعو المجموعة 
والما اانت درجة  إلى المجموعة بدرجة انتماء العنصللللللللللللللر تدعى القيمة   العضللللللللللللللوية، ولأجل ال 

  A .العضوية أابر اان العنصر أاثر انتماء للمجموعة

 

 ملاحظة:

  إذا اانت A إنه يتمتع بعضوية ااملة في المجموعة يقال عن عنصر • 
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  إذا اانت A إنه ليس عنصر في المجموعة يقال عن عنصر •

  لتان مثال:

 :إن المجموعة المعرفة بالشال
تسمى مجموعة ضبابية في  

 . حيث أن المسقط الثاني هو درجة انتماء العنصر.

 : [1] (3-1-2)تعريف

 نقول عن المجموعة الجيئية الضبابيةمجموعة جيئية ضبابية من مجموعة غير خالية ولنفرض أن لتان 
 مستمر  إنها مستمر  إذا اانت دالة العضوية 

 مثال:

 معرف عليها دالة العضوية مجموعة جيئية ضبابية من  لتان

 

 : [1] (3-1-3)تعريف

نقول عن المجموعة الجيئية الضبابية  مجموعة جيئية ضبابية من   مجموعة غير خالية، ولنفرض أن  لتان 
 .متقطعة إنها متقطعة إذا اانت دالة العضوية  

 مثال:

بحيث  معرف عليها دالة العضوية  مجموعة جيئية ضبابية  منولنفرض أن   لتان لدينا  
 أن:

 

 متقطعة.عندئذٍ تاون المجموعة  
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  : [1] (3-1-4)تعريف 

المجموعة الجيئية  دعامة، يعرف مجموعة جييئة ضبابية من  مجموعة غير خالية، ولنفرض أنّ  لتان 
 بانه المجموعة:والذي يرمي له بالرمي   الضبابية

 

  [2](:3-1-5تعريف)

 والتي تحقق الشروط التالية: هي عائلة من المجموعات الضبابية في  الطبولوجيا الضبابية

      (1 

   عندئذٍ   ( إذا اان  2

عندئذٍ        3) إذا اان    

  .فضاء طبولوجيا ضبابي ويسمى اليول  طبولوجيا ضبابية على  يسمى 

 [3] :(3-1-6) تعريف

، تعرف مجموعة القطع من المستوي   مجموعة جيئية ضبابية من فضاءف طبولوجياف، ولنفرض أن ليان
 ببنها المجموعة: والتي يرمي لها بالرمي للمجموعة الجيئية الضبابية 

𝐴(𝑟) = {
𝑥 ∈ 𝑋 ; 𝜇𝐴(𝑥) ≥ 𝑟  ;  𝑟 > 0

cl(supp(A))  ;  𝑟 = 0
 

 

 هي لُصاقة المجموعة الجيئية الضبابية حيث  

 

[3(: ]3-1-7تعريف )  

 العدد الضبابي هو تطبيق  

 يحقق الخواص التالية:

 علوي شبه مستمر ( 1)
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 (2)   محدب ضبابي، أي 

 𝑢(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≥ min{𝑢(𝑥), 𝑢(𝑦)}        ;   𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝜆 ∈ [0,1] 

  ∃𝑥0 ∈ ℝ , 𝑢(𝑥0)  (3)    طبيعي  1 =

 (4) لصاقة المجموعة  حيث  هو حامل التابع  

عاد  لمستويات  ويرمي هي جميع المستويات للعدد الضبابي  و مجموعة ال الأعداد الضبابية على  لتان 
 بالشال: بالرمي  العدد الضبابي 

 

 الضبابي هي فتر  مغلقة ومحدود  للعدد  اتإن مجموعة المستوى   لويرمي لها ب 

 يمان اعتباره عدداف ضبابياف بالشال: حيث أن ال 

 

 
 

:ملاحظة  
، ونرمي لمجموعة جميع الاعداد الضبابية  لها الشال عدداف حقيقياف ضبابياف فإن  إذا اان
  بالرمي  على المعرفة

 

لضبابية اتجدر الإشار  إلى أنه يوجد نوعان أساسيان من الأعداد الحقيقية الضبابية وهما الأعداد الضبابية المثلثية والأعداد 
 الرباعية وسنقتصر في دراستنا على الأعداد الضبابية المثلية.

[1] :(3-1-8)تعريف   
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إنه مثلثي إذا اان التمثيل البياني لدالة العضوية  عددا حقيقياف ضبابياف عندئذٍ نقول عن العدد الحقيقي الضبابيليان 
 له من الشال 

 
 ونلاحظ أنَ دالة العضوية للعدد الضبابي المثلثي تعطى بالشال:

 

 

𝜇𝐴(𝑥) =

{
  
 

  
 0  if 𝑥 ≤ 𝑎

𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
 if 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏

𝑥 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
 if 𝑏 < 𝑥 ≤ 𝑐

0  if 𝑥 ≥ 𝑐

 

 

اما أنَ   ،  ،   نعبر عن العدد الضبابي المثلثي بالشال 
حيث إنَ    

وتعطى صيغة مجموعة القطع من المستوي   بالشال: للعدد الضبابي المثلثي 

 

 

 

  العميات الجبرية الضبابية على الأعداد الحقيقية الضبابية.
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نعرض في هذه الفقر  أهم العمليات الجبرية الضبابية على الأعداد الحقيقية الضبابية، وتجدر الإشار  إلى أنّ العمليات 
دوال العضوية للأعداد الحقيقية الضبابية واذل  باستخدام  الجبرية الضبابية على الأعداد الحقيقة الضبابية تعرف باستخدام

 مجموعات القطع.

 

 

[1] (:3-1-9تعريف )  

 عندئذٍ فإن: ولنفرض أنّ  ليان 

وفق  تعطى دالة العضوية له  هو عدد حقيقي ضبابي إن مجمولأ العددين الحقيقين الضبابين 
 قاعد  الربط:

 

 حيث إنّ 

وفق تعطى دالة العضوية له  هو عدد حقيقي ضبابي بالقيمة السلمية إنّ ضرب العدد الحقيقي الضبابي
 قاعد  الربط

𝜇𝜆𝐴(𝑧)  = {
sup

{𝑥:𝜆𝑥=𝑧}
 {𝜇𝐴(𝑥)}  if 𝜆 ≠ 0

𝜒{0}(𝑧)  if 𝜆 = 0

 = {
𝜇𝐴(𝜆

−1𝑧)  if 𝜆 ≠ 0

𝜒{0}(𝑧)  if 𝜆 = 0

 

 هي الدالة المميي  للمجموعة  حيث أنّ 

وفق قاعد   تعطى دالة العضوية له هو عدد حقيقي ضبابيإن فرق العددين الحقيقين الضبابين 
 الربط

  

𝜇(𝐴⊖𝐵)(𝑧) = sup
𝜙(𝑧)

 min{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑦)}
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 حيث إنّ  

وفق تعطى دالة العضوية له  هو عدد حقيقي ضبابي إنّ جداء العددين الحقيقين الضبابين 
 قاعد  الربط: 

𝜇(𝐴⊙𝐵)(𝑧) = sup
𝜙(𝑧)

 min{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑦)} 

 

 حيث أنّ 

تعطى دالة هو عدد حقيقي ضبابي على العدد الحقيقي الضبابي  إنّ ناتج قسمة العدد الحقيقي الضبابي

 وفق قاعد  الربط: العضوية له

 

𝜇(𝐴/𝐵)(𝑧) = sup
𝜙(𝑧)

 min{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑦)} 

نّ  حيث أنّ     وا 

[3] (:3-1-1مبرهنة )  

ولنفرض أنّ  ولنفرض أنّ  ليان 
 هما مجموعة القطع من المستوي لال منهما على الترتيب عندئذٍ فإنّ:

(𝐴⊕ 𝐵)(𝑟) = 𝐴(𝑟)⊕ 𝐵(𝑟) = [𝑎1(𝑟) + 𝑏1(𝑟), 𝑎2(𝑟) + 𝑏2(𝑟)] 

(𝐴 ⊖ 𝐵)(𝑟) = 𝐴(𝑟)⊖ 𝐵(𝑟) = [𝑎1(𝑟) − 𝑏2(𝑟), 𝑎2(𝑟) − 𝑏1(𝑟)]

(𝜆 ⊙ 𝐴)(𝑟) = 𝜆 ⊙ (𝐴(𝑟)) = {
[𝜆𝑎1(𝑟), 𝜆𝑎2(𝑟)]  if 𝜆 ≥ 0
[𝜆𝑎2(𝑟), 𝜆𝑎1(𝑟)]  if 𝜆 < 0

(𝐴⊙ 𝐵)(𝑟) = 𝐴(𝑟)⊙ 𝐵(𝑟) = [𝑚𝑖𝑛𝑃(𝑟),𝑚𝑎𝑥𝑃(𝑟)]

 𝑃(𝑟) = {𝑎1(𝑟)𝑏1(𝑟), 𝑎1(𝑟)𝑏2(𝑟), 𝑎2(𝑟)𝑏1(𝑟), 𝑎2(𝑟)𝑏2(𝑟)}  ُحيث
(𝐴/𝐵)(𝑟) = [𝑚𝑖𝑛𝐷(𝑟),𝑚𝑎𝑥𝐷(𝑟)];             0 ∉ supp (𝐵)

.              𝐷(𝑟) = {
𝑎1(𝑟)

𝑏1(𝑟)
,
𝑎2(𝑟)

𝑏1(𝑟)
,
𝑎1(𝑟)

𝑏2(𝑟)
,
𝑎2(𝑟)

𝑏2(𝑟)
, }

 

 مثال:

  فإنّ  عددان حقيقيان ضبابين مثلثين عندئذٍ حسب الصيغةلنفرض أنّ 
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𝐴(𝑟) = [1 + 𝑟, 3 − 𝑟], 𝐵(𝑟) = [3 + 𝑟, 5 − 𝑟] 

 وبالتالي حسب المبرهنة السابقة نجد أن

(𝐴 ⊕ 𝐵)(𝑟) = 𝐴(𝑟) ⊕ 𝐵(𝑟) = [4 + 2𝑟, 8 − 2𝑟] 

 وبالتالي فإنّ 

(𝐴 ⊖ 𝐵)(𝑟) = 𝐴(𝑟)⊖ 𝐵(𝑟) = [−4 + 2𝑟,−2𝑟] 

 وبالتالي فإنّ 

(4⊙ 𝐴)(𝑟) = 4⊙ (𝐴(𝑟)) = [4 + 4𝑟, 12 − 4𝑟] 

  وبالتالي فإنّ 

(𝐴⊙ 𝐵)(𝑟)  = 𝐴(𝑟) ⊙ 𝐵(𝑟) = [(1 + 𝑟)(3 + 𝑟), (3 − 𝑟)(5 − 𝑟)]

(𝐴/𝐵)(𝑟)  =
𝐴(𝑟)

𝐵(𝑟)
= [(1 + 𝑟)/(5 − 𝑟), (3 − 𝑟)/(3 + 𝑟)]

 

ليسا عددين حقيقين ضبابين مثلثين، وذل  لأن مستوت القطع لهما لا يمل  الصيغة   نلاحظ أنّ 

. 

 

[3] (:3-1-2مبرهنة )  

         و  ولنفرض أنّ  ليان    
 هما مجموعة القطع من المستوي لال منهما على الترتيب، عندئذٍ فإنّ:  

(𝐴⊕ 𝐵)⊕ 𝐵 ≠ 𝐴 & 𝐴 ⊕ 𝐴 = 𝐴⊕ (−1). 𝐴 ≠ {0} 

 

 [4](:3-1-10تعريف )

 عند  ضبابياف  قابلة للاشتقاق نقول إن الدالة  حيث ضبابية دالة ذات قيمة لتان  
 أي: إذا اان هنا   
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 (a) limℎ→0+  
𝑓(𝑥0 + ℎ)⊖ 𝑓(𝑥0)

ℎ
= limℎ→0+  

𝑓(𝑥0) ⊖ 𝑓(𝑥0 − ℎ)

ℎ
 = 𝑓′(𝑥0)

 

 (b) limℎ→0−  
𝑓(𝑥0 + ℎ)⊖ 𝑓(𝑥0)

ℎ
= limℎ→0−  

𝑓(𝑥0) ⊖ 𝑓(𝑥0 − ℎ)

ℎ
 = 𝑓′(𝑥0)

 

 

 

 

 

 

[4] (:3-1-1) مبرهنة  

 حيث دالة ذات قيمة ضبابية ولنرمي لتان 

  لناقش الحالات الاتية

عندئذٍ تاون    للتعريف  الحالة  في قابلة للاشتقاق اما  إذا اانت -1
                          قابلة للاشتقاق وياون 

 

تاون  عندئذٍ   للتعريف  قابلة للاشتقاق اما في الحالة  اانتإذا  -2

        قابلة للاشتقاق وياون

 

[4] (:3-1-2)مبرهنة   

حيث دالة ذات قيمة ضبابية ولنرمي لتكن  

 لناقش الحالات الاتية: 
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( للتعريف قابلة لاشتقاق اما في الحالة ) (أو إذا اانت قابلة لاشتقاق اما في الحالة ) إذا اانت -1

 قابلة لاشتقاق وياون:  عندئذٍ ياون   (10-1-3)

 

( قابلة لاشتقاق اما في الحالة ) (  أو اما في الحالة ) ( والدالة قابلة لاشتقاق اما في الحالة ) إذا اان  -2

قابلة لاشتقاق    عندئذٍ ياون (3-1-10)( للتعريف قابلة لاشتقاق اما في الحالة ) أو 
 وياون:

 

 

 

[3] (:3-1-11تعريف )  

 لتان 

 

      مستمر  من اليسار متيايد  على 

      مستمر  من اليسار متناقصة على 

 مستمر  من اليمين عندما  حيث 

 

( تحويل لابلاس الضبابي2-3 ) 
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 لتفاف الضبابي ثم نقوم بحل معادلات تفاضليةلإاتعاريف اساسية لتحويل لابلاس الضبابي و البحث بدراسة سنقوم في هذا 
.ىلا تحتوي على المشتق من الرتبة الأول والتي خطية ضبابية ذات أمثال ثابتة من المرتبة الثانية  

  [5](:3-2-1)تعريف 

  عندئذٍ  ، وموجود   دالة ذات قيمة ضبابية إذا اانت لتان 

 لديها قفي  متقطعة عن 

 [5](:3-2-2تعريف )

 إذا اان: إنها ذات قيمة ضبابية مستمر  على نقول عن الدالة 

  موجود    

مستمر  على ال المجال    تاون منقطعة عندها عدا عدد محدد من النقاط 

 

  :[5] (3-2-3تعريف )  

 عدداف حقيقياف نقول إنها محدود  إذا اان  دالة ذات قيمة ضبابية و  لتان 

 

[4] (:3-2-1) نظرية  

لال ثابت ولها التمثيل  ذات قيمية حقيقية على المجال  ضبابية دالة f لتان

 لال  قابلة للمااملة حسب ريمان على المجال   ولنفرض أن  
 بحيث    ولنفرض وجود دالتين موجبتين 

∫
𝑎

𝑏
 |𝑓(𝑥, 𝛼)|𝑑𝑥 ≤ 𝑀(𝛼) و ∫

𝑎

𝑏
 |𝑓‾(𝑥, 𝛼)|𝑑𝑥 ≤ 𝑀‾ (𝛼)  ;    

 : بالشال قابلة للمااملة حسب تاامل ريمان الضبابي على المجال  الدالة عندئذٍ تاون  
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∫
𝑎

∞
 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = (∫

𝑎

∞
 𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥, ∫

𝑎

∞
 𝑓‾(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥) 

ذات قيمة حقيقية قابلتان للتاامل وفق ريمان على المجال  ضبابيتين دالتين و  لتان ملاحظة: 
 عندئذٍ ياون:  

∫
𝐼
 [𝑓(𝑥) ⊕ 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 = ∫

𝐼
 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ⊕ ∫

𝐼
 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

 [5](:3-2-4تعريف )

 ضبابية وليان لدينا الثوابت  دالة لتان 

  إذا اان

 أسي. لديها ترتيب  عندئذٍ نقول إن

[4] (:3-2-5تعريف )  

لتان لدينا    معامل حقيقي عندئذٍ تحويل لابلاس الضبابي يعرف بالشال: دالة ضبابية و 

𝐹(𝑠) = 𝑙{𝑓(𝑡)} = ∫  
∞

0

𝑒−𝑠𝑡⊙𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = lim
𝑇→∞

 ∫  
𝑇

0

𝑒−𝑠𝑡⊙𝑓(𝑡)𝑑𝑡 

 حيث 

𝐹(𝑠, 𝛼) = 𝑙{𝑓(𝑡, 𝛼)} = [𝑙{𝑓(𝑡, 𝛼)}, 𝑙{𝑓‾(𝑡, 𝛼)}] 

 أي

𝑙{𝑓(𝑡, 𝛼)} = ∫  
∞

0

  𝑒−𝑠𝑡⊙𝑓(𝑡, 𝛼)𝑑𝑡 = lim
𝑇→∞

 ∫  
𝑇

0

  𝑒−𝑠𝑡⊙𝑓(𝑡, 𝛼)𝑑𝑡

 ,0 ≤ 𝛼 ≤ 1

 

𝑙{𝑓(̅𝑡, 𝛼)} = ∫  
∞

0

𝑒−𝑠𝑡⊙𝑓(̅𝑡, 𝛼)𝑑𝑡 = 𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

 ∫  
𝑇

0

𝑒−𝑠𝑡⊙𝑓(̅𝑡, 𝛼)𝑑𝑡

,0 ≤ 𝛼 ≤ 1

 

 [6] (:1-2-6) تعريف
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 يعطى بالعلاقة ذا اان تحويل لابلاس الضبابي للدالة إ

𝐹(𝑠) = 𝑙{𝑓(𝑡)} = ∫  
∞

0

𝑒−𝑠𝑡⊙𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = lim
𝑇→∞

 ∫  
𝑇

0

𝑒−𝑠𝑡⊙𝑓(𝑡)𝑑𝑡 

 حيث

      ;   

 عندئذٍ تحويل لابلاس العاسي 

 

 [5](:3-2-2) مبرهنة

 ثوابت عندئذٍ: دالتين ذات قيمة ضبابية مستمرتان ولتان  لتان  

𝑙(𝑐1⊙𝑓(𝑡) ⊕ 𝑐2⊙𝑔(𝑡)) = (𝑐1⊙ 𝑙(𝑓(𝑡))) ⊕ (𝑐2⊙ 𝑙(𝑔(𝑡))). 

 البرهان:

𝑙[(𝑐1⊙𝑓(𝑡)) ⊕ (𝑐2⊙𝑔(𝑡))]  = ∫
0

∞
 ((𝑐1⊙𝑓(𝑡)) ⊕ (𝑐2⊙𝑔(𝑡)))⊙ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

 = ∫
0

∞
 (𝑐1⊙𝑓(𝑡)) ⊙ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 ⊕ ∫

0

∞
 (𝑐2⊙𝑔(𝑡)) ⊙ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

 = 𝑐1⊙∫
0

∞
 𝑓(𝑡) ⊙ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 ⊕ 𝑐2⊙∫

0

∞
 𝑔(𝑡) ⊙ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

 = (𝑐1⊙ 𝑙[𝑓(𝑡)]) ⊕ (𝑐2⊙ 𝑙[𝑔(𝑡)])

 

 توطئة:

لتان    إذا: ،و دالة ذات قيمة ضبابية على

 

 [5](:3-2-3نظرية )

 دالة مستمر  وذات قيمة ضبابية عندئذٍ: لتان 

𝑙[𝑒𝑎𝑡⊙𝑓(𝑡)] = 𝐹(𝑠 − 𝑎) 
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 [5](:3-2-4نظرية )

 أسي ولديها ترتيب  ذات القيمة الضبابية ومستمر  على المجال إذا اانت الدالة  

 

 :  [5](3-2-7تعريف )

نقول عن الدالة    إنها دالة ضبابية مثلثية إذا اتبت بالشال:

 

 ملاحظة:

لتان لدينا الدالة ذات القيمة الضبابية المعرفة بالشال  بالاعتماد على التعريف  
يعرف تحويل لابلاس الضبابي بالشال: (6-2-3)  

 

حيث   هو تحويل لابلاس الالاسياي.

[7] (:3-2-8الالتفاف الضبابي ) تعريف    

  عندما المعرفتين ليان لدينا الدالتين 

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡) = ∫  
𝑡

0

𝑓(𝜏)⊙ 𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏, 

 لنفرض  عندئذٍ:

(𝒇 ∗ 𝒈)(𝒕) = ∫  
𝒕

𝟎

𝒇(𝝉)⊙ 𝒈(𝒕 − 𝒖)𝒅𝒖 = (𝒈 ∗ 𝒇)(𝒕) 

 وأهم العلاقات التي يحققها الالتفاف الضبابي :

(i) 𝑐(𝑓 ∗ 𝑔) = 𝑐𝑓 ∗ 𝑔 = 𝑓 ∗ 𝑐𝑔,  𝑐  ثابت 
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(ii) 𝑓 ∗ (𝑔 ∗ ℎ) = (𝑓 ∗ 𝑔) ∗ ℎ 

:(ii )إثبات   

[𝑓 ∗ (𝑔 ∗ ℎ)](𝑡)

=  ∫  
𝑡

0

 𝑓(𝜏) ⊙ (𝑔 ∗ ℎ)(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

=  ∫  
𝑡

0

 𝑓(𝜏) ⊙ (∫  
𝑡−𝜏

0

 𝑔(𝑥) ⊙ ℎ(𝑡 − 𝜏 − 𝑥)𝑑𝑥)𝑑𝜏

=  ∫  
𝑡

0

 (∫  
𝑡−𝜏

0

 𝑓(𝜏) ⊙ 𝑔(𝑢 − 𝜏)⊙ ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑥)𝑑𝜏

= [(𝑓 ∗ 𝑔) ∗ ℎ](𝑡),

 

[7] (:3-2-5) الالتفاف الضبابينظرية   

   بمرتبة أسية  دالتين ذات قيمة غامضة مستمر  على  لتان 

 

 الاثبات:

𝑙{(𝑓(𝑡)} ⊙ 𝑙{(𝑔(𝑡)}

= (∫  
∞

0

  𝑒−𝑠𝜏⊙𝑓(𝜏)𝑑𝜏)⊙ (∫  
∞

0

  𝑒−𝑠𝑢⊙𝑔(𝑢)𝑑𝑢)

=  ∫  
∞

0

 (∫  
∞

0

  𝑒−𝑠(𝜏+𝑢)𝑓(𝜏) ⊙ 𝑔(𝑢)𝑑𝑢)𝑑𝜏,

 

𝑡 حيث     ثابت ,   عندئذٍ   = 𝜏 + 𝑢 نفرض 

=  ∫  
∞

0

 (∫  
∞

𝜏

  𝑒−𝑠𝑡⊙𝑓(𝜏) ⊙ 𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡) 𝑑𝜏.
 

ولنعرف     وبالتالي : حيث   فإن  حيث 

𝑙{(𝑓(𝑡)} ⊙ 𝑙{(𝑔(𝑡)}

=  ∫  
∞

0

 (∫  
∞

𝜏

  𝑒−𝑠𝑡⊙𝑓(𝜏)⊙ 𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡) 𝑑𝜏
 

إن تااملات لابلاس الضبابية للدالتين    تتقارب مطلقاف 
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∫  
∞

0

∫  
∞

0

|𝑒−𝑠𝑡)⊙𝑓(𝜏) ⊙ 𝑔(𝑡 − 𝜏)|𝑑𝜏 

 وبعاس ترتيب التاامل نحصل على:

𝑙{(𝑓(𝑡)} ⊙ 𝑙{(𝑔(𝑡)}

=  ∫  
∞

0

 ∫  
∞

0

  𝑒−𝑠𝑡⊙𝑓(𝜏)⊙ 𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡

=  ∫  
∞

0

 (∫  
𝑡

0

  𝑒−𝑠𝑡⊙𝑓(𝜏)⊙ 𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏)𝑑𝑡

−  ∫  
∞

0

  𝑒−𝑠𝑡⊙(∫  
𝑡

0

 𝑓(𝜏) ⊙ 𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏)𝑑𝑡

= 𝑙{(𝑓 𝑔)(𝑡)}.

 

وأن   ذات ترتيب أسي  دالة ذات قيمة ضبابية مستمر  على المجال  لتان : [8] (3-2-7نظرية )
 دالة ذات قيمة ضبابية مستمر  جيئياف على المجال  

 :عندئذٍ (قابلة للاشتقاق اما في الحالة ) إذا اانت 

𝑙(𝑓′(𝑡)) = 𝑠𝑙(𝑓(𝑡)) ⊖ 𝑓(0) 

 :عندئذٍ (قابلة للاشتقاق اما في الحالة ) إذا اانت 

𝑙(𝑓′(𝑡)) = (−𝑓(0))⊖ (−𝑠𝑙(𝑓(𝑡))) 

 :عندئذٍ (قابلة للاشتقاق اما في الحالة ) إذا اانت 

𝑙(𝑓′′(𝑡)) = 𝑠2𝑙(𝑓(𝑡)) ⊖ 𝑠𝑓(0)⊖ 𝑓′(0) 

 :عندئذٍ  (قابلة للاشتقاق اما في الحلة ) ( واانت قابلة للاشتقاق اما في الحالة )إذا اانت 

𝑙(𝑓′′(𝑡)) = −𝑓′(0) ⊖ (−𝑠2)𝑙(𝑓(𝑡)) ⊖ 𝑠𝑓(0) 

 :عندئذٍ  (قابلة للاشتقاق اما في الحالة ) ( واانت قابلة للاشتقاق اما في الحالة ) إذا اانت 

𝑙(𝑓′′(𝑡)) = −𝑠𝑓(0)⊖ (−𝑠2)𝑙(𝑓(𝑡)) ⊖ 𝑓′(0) 

 :عندئذٍ (قابلة للاشتقاق اما في الحالة ) إذا اانت 
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𝑙(𝑓′′(𝑡)) = 𝑠2𝑙(𝑓(𝑡)) ⊖ 𝑠𝑓(0)⊖ 𝑓′(0) 

 تطبيق على تحويل لابلاس الضبابي

والتي لا تحتوي على  من المرتبة الثانية ذات الأمثال الثابتة الخطية ضبابيةالتفاضلية المعادلات ال نوع خاص من حل
.المشتق من الرتبة الأولى   

 لتان لدينا المعادلة التفاضلية التالية:

𝑢′′(𝑡) ⊕ 𝑢(𝑡) = [𝐴]𝛼, 𝑡 > 0

𝑢(0) = [𝐵]𝛼 , 𝑢′(0) = [𝐶]𝛼
 

ببخذ تحويل لابلاس الضبابي للطرفين مع الخاصة الخطية حيث   عبار  عن أعداد مثلثية ضبابية تعرف 
 بالشال:

[𝐴]𝛼 = [𝐴𝛼 , 𝐴‾𝛼] = [𝑎 + (
𝑎‾ − 𝑎

2
)𝛼, 𝑎‾ − (

𝑎‾ − 𝑎

2
)𝛼] ,

[𝐵]𝛼 = [𝐵𝛼, 𝐵‾𝛼] = [𝑏 + (
𝑏‾ − 𝑏

2
)𝛼, 𝑏‾ − (

𝑏‾ − 𝑏

2
)𝛼] ,

[𝐶]𝛼 = [𝐶𝛼, 𝐶‾𝛼] = [𝑐 + (
𝑐‾ − 𝑐

2
) 𝛼, 𝑐‾ − (

𝑐‾ − 𝑐

2
)𝛼] .

 

ولنناقش الحالات : (3-1-2) طية والنظرية ببخذ تحويل لابلاس الضبابي للمعادلة أعلاه مع الخاصة الخ  

 (:قابلة للاشتقاق اما في الحالة ) : إذا اانت الحالة الأولى

𝑠2𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) ⊖ 𝑠𝑢𝛼(0) ⊖ 𝑢𝛼
′ (0) + 𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) = 𝑙([𝐴]

𝛼) 

 ومنه وببخذ تحويل لابلاس الضبابي نحصل على:

𝑠2𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) − 𝑠𝑢𝛼(0) − 𝑢𝛼
′ (0) + 𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) = 𝑙(𝐴𝛼),

𝑠2𝑙(𝑢‾𝛼(𝑡)) − 𝑠𝑢‾𝛼(0) − 𝑢‾𝛼
′ (0) + 𝑙(𝑢‾𝛼(𝑡)) = 𝑙(𝐴‾𝛼).

 

 وبالحل المشتر  نحصل على 

𝑙(𝑢𝛼(𝑡))  =
𝐴𝛼

𝑠(𝑠2 + 1)
+

𝑠𝐵𝛼
𝑠2 + 1

+
𝐶𝛼

𝑠2 + 1
,

𝑙(𝑢‾𝛼(𝑡))  =
𝐴‾𝛼

𝑠(𝑠2 + 1)
+

𝑠𝐵‾𝛼
𝑠2 + 1

+
𝐶‾𝛼

𝑠2 + 1
.
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العاسي نحصل على: الضبابي وببخذ تحويل لابلاس  

𝑢𝛼(𝑡) = 𝐴𝛼(1 − cos (𝑡)) + 𝐵𝛼cos (𝑡) + 𝐶𝛼sin (𝑡),  

𝑢‾𝛼(𝑡) = 𝐴‾𝛼(1 − cos (𝑡)) + 𝐵‾𝛼cos (𝑡) + 𝐶‾𝛼sin (𝑡) 

 (:قابلة للاشتقاق اما في الحالة ) ( واانت قابلة للاشتقاق اما في الحالة ) إذا اانت الحالة الثانية: 

−𝑢𝛼
′ (0) ⊖ (−𝑠2)𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) − 𝑠𝑢𝛼(0) + 𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) = 𝑙([𝐴]

𝛼) 

 ومنه:

 −𝑢‾𝛼
′ (0) − (−𝑠2𝑙(𝑢‾𝛼(𝑡))) − 𝑠𝑢‾𝛼(0) + 𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) = 𝑙(𝐴𝛼),

 −𝑢𝛼
′ (0) − (−𝑠2𝑙(𝑢𝛼(𝑡))) − 𝑠𝑢𝛼(0) + 𝑙(𝑢‾𝛼(𝑡)) = 𝑙(𝐴‾𝛼)

 

 وبالحل المشتر  نحصل على:

𝑙 (𝑢𝛼(𝑡)) =
𝐴𝛼

𝑠(1 − 𝑠4)
+

𝐶‾𝛼
1 − 𝑠4

+
𝑠(𝐵‾𝛼 − 𝐴‾𝛼)

1 − 𝑠4
−
𝑠2𝐶𝛼
1 − 𝑠4

−
𝑠3𝐵𝛼
1 − 𝑠4

 

 وببخذ تحويل لابلاس الضبابي العاسي نحصل على:

𝑢𝛼(𝑡) = 𝐴𝛼 (1 −
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos (𝑡)) + 𝐶‾𝛼 (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
sin (𝑡))

 +(𝐵‾𝛼 − 𝐴‾𝛼) (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
cos (𝑡)) − 𝐶𝛼 (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
sin (𝑡))

 −𝐵𝛼 (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos (𝑡)) .

 

 بشال مشابه

𝑢‾𝛼(𝑡) = 𝐴‾𝛼 (1 −
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos (𝑡)) + 𝐶𝛼 (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
sin (𝑡))

 +(𝐵𝛼 − 𝐴𝛼) (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
cos (𝑡)) − 𝐶‾𝛼 (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
sin (𝑡))

 −𝐵‾𝛼 (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos (𝑡))

 

 (:)       قابلة للاشتقاق اما في الحالة ( واانت قابلة للاشتقاق اما في الحالة ) إذا اانت  الحالة الثالثة:
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−𝑠𝑢𝛼(0) ⊖ (−𝑠2)𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) ⊖ 𝑢𝛼
′ (0) + 𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) = 𝑙(𝐴]

𝛼) 

 ومنه:

 −𝑠𝑢‾𝛼(0) − (−𝑠
2𝑙(𝑢‾𝛼(𝑡))) − 𝑢‾𝛼

′ (0) + 𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) = 𝑙(𝐴𝛼),

 −𝑠𝑢𝛼(0) − (−𝑠
2𝑙(𝑢𝛼(𝑡))) − 𝑢𝛼(0) + 𝑙(𝑢‾𝛼(𝑡)) = 𝑙(𝐴‾𝛼),

 

 وبالحل المشتر  نحصل على:

𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) =
𝐴𝛼

𝑠(1 − 𝑠4)
+

𝐶𝛼
1 − 𝑠4

+
𝑠(𝐵‾𝛼 − 𝐴‾𝛼)

1 − 𝑠4
−
𝑠2𝐶‾𝛼
1 − 𝑠4

−
𝑠3𝐵𝛼
1 − 𝑠4

 

 وببخذ تحويل لابلاس العاسي نحصل على: 

𝑢𝛼(𝑡) = 𝐴𝛼 (1 −
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos (𝑡)) + 𝐶𝛼 (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
sin (𝑡))

 +(𝐵‾𝛼 − 𝐴‾𝛼) (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
cos (𝑡)) − 𝐶‾𝛼 (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
sin (𝑡))

 −𝐵𝛼 (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos (𝑡)) .

 

 وبشال مشابه

𝑢‾𝛼(𝑡) = 𝐴‾𝛼 (1 −
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos(𝑡)) + 𝐶‾𝛼 (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
sin(𝑡))

 + (𝐵𝛼 − 𝐴𝛼) (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
cos(𝑡)) − 𝐶𝛼 (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
sin(𝑡))

 −𝐵‾𝛼 (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos(𝑡)) .

 

 

 (:)    قابلة للاشتقاق اما في الحالة إذا اانت  الحالة الرابعة:

𝑠2𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) ⊖ 𝑠𝑢𝛼(0) − 𝑢𝛼
′ (0) + 𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) = 𝑙([𝐴]𝛼) 

 نحصل على معادلتين 

𝑠2𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) − 𝑠𝑢𝛼(0) − 𝑢𝛼
′ (0) + 𝑙(𝑢𝛼(𝑡)) = 𝑙(𝐴𝛼),

𝑠2𝑙(𝑢‾𝛼(𝑡)) − 𝑠𝑢‾𝛼(0) − 𝑢‾𝛼
′ (0) + 𝑙(𝑢‾𝛼(𝑡)) = 𝑙(𝐴‾𝛼),
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 منه

𝑙(𝑢𝛼(𝑡))
𝐴𝛼

𝑠(𝑠2 + 1)
+

𝑠𝐵𝛼
𝑠2 + 1

+
𝐶‾𝛼

𝑠2 + 1
,

𝑙(𝑢‾𝛼(𝑡)) =
𝐴‾𝛼

𝑠(𝑠2 + 1)
+

𝑠𝐵‾𝛼
𝑠2 + 1

+
𝐶𝛼

𝑠2 + 1
.

 

 وببخذ تحويل لابلاس العاسي نحصل على 

𝑢𝛼(𝑡) = 𝐴𝛼(1 − cos (𝑡)) + 𝐵𝛼cos (𝑡) + 𝐶‾𝛼sin (𝑡),

𝑢‾𝛼(𝑡) = 𝐴‾𝛼(1 − cos (𝑡)) + 𝐵‾𝛼cos (𝑡) + 𝐶𝛼sin (𝑡).
 

 مثال:

ليان لدينا المعادلة التفاضلية الاتية   

𝑢′′(𝑡) ⊕ 𝑢(𝑡) = [0]𝛼 , 𝑦(0) = [1]𝛼, 𝑦′(0) = [2]𝛼 

[0]𝛼 = [−1 + 𝛼, 1 − 𝛼], [1]𝛼 = [𝛼, 2 − 𝛼], [2]𝛼 = [1 + 𝛼, 3 − 𝛼]. 

 الحل:

 الحالة الأولى:

𝑢𝛼(𝑡) = (−1 + 𝛼)(1 − cos (𝑡)) + 𝛼cos (𝑡) + (1 + 𝛼)sin (𝑡),

𝑢‾𝛼(𝑡) = (1 − 𝛼)(1 − cos (𝑡)) + (2 − 𝛼)cos (𝑡) + (3 − 𝛼)sin (𝑡),

[𝑢(𝑡)]𝛼 = [𝑢𝛼(𝑡), 𝑢‾𝛼(𝑡)],

 

 الحالة الثانية:
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𝑢𝛼(𝑡) =  (−1 + 𝛼) (1 −
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos (𝑡)) + (3 − 𝛼) (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
sin (𝑡))

 + (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
cos (𝑡)) − (1 + 𝛼) (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
sin (𝑡))

 −𝛼 (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos (𝑡))

𝑢‾𝛼(𝑡) =  (1 − 𝛼) (1 −
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos (𝑡)) + (1 + 𝛼) (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
sin (𝑡))

 + (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
cos (𝑡)) − (3 − 𝛼) (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
sin (𝑡))

 −(2 − 𝛼) (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos (𝑡)) ,

[𝑢(𝑡)]𝛼 = [𝑢𝛼(𝑡), 𝑢‾𝛼(𝑡)].

 

 الحالة الثالثة:

𝑢𝛼(𝑡) = (−1 + 𝛼) (1 −
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos(𝑡)) + (1 + 𝛼) (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
sin(𝑡))

 + (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
cos(𝑡)) − (3 − 𝛼) (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
sin(𝑡))

 −𝛼 (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos(𝑡)) ,

𝑢‾𝛼(𝑡) = (1 − 𝛼) (1 −
1

4
𝑒2 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos(𝑡)) + (3 − 𝛼) (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
sin(𝑡))

 + (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 +

1

2
cos(𝑡)) − (1 + 𝛼) (−

1

4
𝑒𝑡 +

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
sin(𝑡))

 −(2 − 𝛼) (−
1

4
𝑒𝑡 −

1

4
𝑒−𝑡 −

1

2
cos(𝑡)) ,

[𝑢(𝑡)]𝛼 = [𝑢𝛼(𝑡), 𝑢‾𝛼(𝑡)],

 

 

 الحالة الرابعة:

𝑢𝛼(𝑡) = (−1 + 𝛼)(1 − cos (𝑡)) + 𝛼cos (𝑡) + (3 − 𝛼)sin (𝑡),

𝑢‾𝛼(𝑡) = (1 − 𝛼)(1 − cos (𝑡)) + (2 − 𝛼)cos (𝑡) + (1 + 𝛼)sin (𝑡),
 

 المراجع:
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