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 الملخص
 

يعد مفهومي التوليد الضععععععيلا  وال عععععتالض الخطي الضععععععيلا  تي الفضعععععاءا  المتجهية من 
هوم المفهومين مفالمفاهيم التي أعاد  توصععععععععععععيلا الفضععععععععععععاء المتجهي تو   اض  ونت  عن ه ين 

ها غير والتي تتمي  بكون ضعععععععععيفة الم ععععععععتازة لفضععععععععاء متجهي ج  يوالااعدة ال  الااعدة الضعععععععععيفة
م تواه تي الفضعععاء الج  ي ال و تولده بضععععلا  تي ه ه الوراة امنا بناض مفهوم التوليد الضععععيلا 

هي  مرة  Xعة ماإلى ال مر التبديزية منتهية التوليد  وبينا أنَّ كض  مرة مولدة بضعععععععععععععععلا بمجمو 
تي ال الة العامة  تضعععععععععععلا عن درا عععععععععععة العلاة بين كض  من ال مرة المولدة  Xج  ية من ال مرة

الم ععععععععععتازة S  تضععععععععععلا عن تعريلا مفهوم المجموعة Xوالمجموعة  Xبضعععععععععععلا بالمجموعة
 بضعلا و لك لدرا ة المجموعا  المولدة بضعلا الصغرى لز مر التبديزية منتهية التوليد. 

 
 

   مجموعة م عععععتازة خطياا بضععععععلا   مجموعة م عععععتازةمجموعة مولدة بضععععععلا الكلمات المفتاحية.
 .الضعيلا   الأ اس ال رالضعيلا   الأ اسبضعلا م تازةS  مجموعةبضعلا
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Abstract 
 

In this paper, we introduced the concept of a weak generation of an 

Abelian group, and showed that every a weakly generated subgroup by a 

set X is indeed a generated subgroup by X, in addition to  introducing the 

notions of a weakly independent sets  and weakly linearly independent sets 

as a generalization of linear independent and independent set in Abelian 

group, respectively, in addition to, we defined the concept of a weakly S 
independent set to study minimal weak generating set for certain Abelian 

group, we proved that a minimal weakly generating set for an Abelian 

group is weak generating set for this group that does not contain a proper 

subset which weakly generates the group, while the convers does not 

necessarily true, several further results concerning  minimal weak 

generating sets of Abelian group were also established. 
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 مقدمــــة.
تعد المفاهيم الرياضية الأ ا ية  مثض التوليد وال تالض الخطي تي الفضاءا  المتجهية  
 جر الأ اس تي بناء الجبر الخطي وتطبيااته. ومع  لك  تإن النما ج التازيدية له ه المفاهيم 

إلى  ةي جميع ال يااا  الرياضية. من هنا بر   ال اجتفترض خصا ص معينة اد ل تنطب  ت
داة  مثض مفهومي التوليد الضعيلا وال تالض الخطي الضعيلا تي الفضاءا  تطوير مفاهيم أكثر 

 المتجهية.

ت  عن نلاد أ هم  ه ه المفاهيم الجديدة تي إعادة توصيلا الفضاء المتجهي تو   اض و 
 ة  والااعدة الضعيفة الم تازة لفضاء متجهي ج  ي والتيه ين المفهومين مفهوم الااعدة الضعيف

دية ي الفضاء الج  ي ال و تولده بضعلا  ه ا التباين مع المفاهيم التازيتتمي  بكونها غير م تواه ت
 يفتح أتاااا جديدة لفهم الهياكض الجبرية.

منتهية التوليد.  ةبناض وتطبي  مفهوم التوليد الضعيلا إلى ال مر التبديزي امنا تي ه ه الماالة  
ونهدلا من  لك إلى ا تكشالا كيلا تتغير ه ه المفاهيم تي  يا  ال مر ماارنة مع الفضاءا  

والمجموعة Xدرا ة العلاة بين ال مرة الج  ية المولدة بضعلا بمجموعة ما يث امنا ب المتجهية.
X تعريلا مفهوم المجموعة الع  بالإضاتة إلىS مفهوم الأ اس الضعيلا م تازة بضعلا و

والأ اس ال ر الضعيلا والمجموعة المولدة بضعلا الصغرى ل مرة تبديزية  يث بينا أنَّ الأ ا ا  
ر ضعيلا ل مرة   هية التوليد لها الادرة  اتها  وأنَّ كض أ اسال رة الضعيفة ل مرة تبديزية  رة منت

تبديزية هو مجموعة م تازة بضعلا عظمى  وبينا أن المجموعة المولدة بضعلا الصغرى ل مرة 
ه ه ال مرة  بضعلا ل ل ت وو مجموعة ج  ية تعزية مولدةبضعلا لز مرة و مجموعة مولدة تبديزية هي 

تضلا عن العديد من النتا   المرتبطة بالمجموعا  المولدة بضعلا الصغرى ل مرة الأعداد 
 .nبالمااس  الص ي ة
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 أساسية. برهناتتعاريف وم -1
نعرض تي ه ه الفارة بعض المفاهيم الأ عععععععا عععععععية المتعزاة بال مر والمجموعا  المولدة ل مرة  

 الآتي:والبداية مع التعريلا 

 [.6تعريف. ]
)لتكن , )G   َّمرة ولنفرض أن S مجموععععة ج  يعععة غير خعععاليعععة منG    عن ناوض عنعععد ععع
 .نف ععععها Gهي  Sت وو G مرة ج  ية منر كان  أصععععغ إ ا Gإنها مولدة لز مرة Sالمجموعة

Gتإننا نعبر  لك بالشكض Gمولدة لز مرة Sإ ا كان  المجموعة S. 

 [.6تعريف. ]
)لتكن  , )G     ناوض عن ال مرة مرة  عندG تي  إنها منتهية التوليد إ ا وجدG  مجموعة

لا هامولدة ل منتهية غير خالية ج  ية  غير منتهية التوليد. Gتإن ال مرة  وا 

 [.6. ]11..مبرهنة
)لتكن  , )G    َّمرة ولنفرض أن S   مجموعععععة ج  يععععة غير خععععاليععععة منGد عععع  تععععإنَّ   عنعععع
G S إ ا وتاط إ ا كان كض عنصععععر x G عناصععععر مجموعة ج  ية منتهية  يكتب بدللة

 .Sعناصر المجموعة  من

 [.6. ]2.1مبرهنة.
) كنتل , )   1ولنفرض أنَّ  مرة الأعداد الصعع ي ة 2, ,..., kn n n صعع ي ة موجبة اا أعداد 
1وأنَّ  2gcd( , ,..., )kn n n d   1تإنَّ  عند 2, ,..., kn n n d  

 [.6,11تعريف. ]

)لتكن  , )G     1لنفرض أن مرة تبععععديزيععععة{ }n

i iX x    من ال مرة مجموعععععة ج  يععععةG 
إ ا كان لأجض أو مجموعة  مستقلةإنها  Xعناصرها مغايرة لزصفر  عند   ناوض عن المجموعة 

}1ج  ية  }n

i i     1وت ا 0n

i i ix   0ينت  أنi ix   1لأجض كض i n  .
 إ ا لم تكن م تازة. مرتبطةإنها  Xوناوض عن المجموعة
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 [.6,11تعريف. ]
)لتكن  , )G     لنفرض أن مرة تبععععديزيععععةX   من ال مرة مجموعععععة ج  يععععة غير خععععاليععععةG 

  كض مجموعة إنها م عععععععععتازة إ ا كان Xعناصعععععععععرها مغايرة لزصعععععععععفر  عند   ناوض عن المجموعة 
 إنها مرتبطة إ ا لم تكن م تازة. Xوناوض عن المجموعة منها م تازة. ومنتهية خالية غيرج  ية 

 [.6تعريف. ]
)لتكن  , )G    لنفرض أن مرة تبعععديزيعععةX  من مجموععععة ج  يعععة غير خعععاليعععة ومنتهيعععةG 

Gكان إ ا G لز مرة أ عععععععععا عععععععععاا  Xاوض إنَّ عند   ن  عناصعععععععععرها مغايرة لزصعععععععععفر X   وكان
 م تازة. Xالمجموعة 

 [.6تعريف.]
)لتكن  , )G    أن لنفرض مرة تبديزية 

1

n

i i
X x


  من ال مرة مجموعة ج  يةG    عند

لأجض أو مجموعة ج  ية إ ا كان  م ععععععتازة خطياا  X ناوض إنَّ المجموعة 
1

n

i i



   وت ا

1 0n

i i ix    0ينت  أنi    1لأجعععض كعععض i n  . وناوض عن المجموععععة X   إنهعععا
 .خطياا  إ ا لم تكن م تازة مرتبطة خطياا 

 [.6تعريف.]
)لتكن  , )G    لنفرض أن مرة تبديزيةX  من مجموعة ج  ية غير خاليةG عند   ناوض  

إنها م ععععععععععععععتازة خطياا إ ا كان  كض مجموعة ج  ية غير خالية ومنتهية منها  Xعن المجموعة 
 ها مرتبطة خطياا إ ا لم تكن م تازة خطياا.إن Xوناوض عن المجموعة م تازة خطياا.

 
 .1.3.مبرهنة
)لتكن , )G    لنفرض أن مرة تبديزيةX  منمجموعة ج  ية غير خالية G   عند   الاضععايا

 الآتية ص ي ة:
0إ ا كان  -1 X  تإنَّ المجموعةX .تكون مرتبطة خطياا 
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 م تازة. تإنها تكونم تازة خطياا  X إ ا كان  -2
 مرتبطة.هية مجموعة ج  ية غير خالية ومنت  و  إ ا وتاط إ امرتبطة  Xتكون  -3
  و  مجموعععة ج  يععة غير خععاليععة ومنتهيععة مرتبطععة إ ا وتاط إ امرتبطععة خطيععاا  X تكون -4

 .خطياا 
 .مرتبطة تإنها تكون مرتبطة خطياا  X كان  إ ا -5

 [.6,9,11تعريف. ]
)لتكن  , )G    عند   ناوض عن ال مرة  مرة تبديزيةG  إ ا وجد تي إنها  رةG  مجموعة

تي ه ه ال الة أ ا اا  راا  Xالمجموعة    وندعوم تازة خطياا ومولدة لها Xج  ية غير خالية 
 .Gلز مرة 

 .[6,11]. 4.1.مبرهنة
)لتكن  , )G    لنفرض أنو  مرة تبععديزيععةX  من مجموعععة ج  يععة غير خععاليععةGد عع    عنعع

xإ ا وتاط إ ا كان كض عنصععععر Gلز مرة  اا  ر  اا أ ععععا عععع Xالمجموعة تشععععكض  G  يكتب بدللة
 وبطرياة و يدة. Xعناصر مجموعة ج  ية منتهية من عناصر المجموعة 

 [.6,11. ]5.1.مبرهنة
)لتكن  , )G    ال مرة  تكونعند    مرة تبديزيةG كان  مجموعاا مباشعععععععععراا  وتاط إ ا  رة إ ا

 منها.ل مر  ج  ية دوارة غير منتهية 

 .[6,9,11]. 6.1مبرهنة.
)لتكن  , )G    ولنفرض أنَّ  مرة تبديزية  رة,X Y  مختزفين لها  عند    رين أ عععععععععا عععععععععين

)تإنَّ  ) ( )card X card Y. 

 ]. 6,11[ .1.7 .مبرهنة
) لتكن , )G منتهية التوليد ولنفرض أنَّ   مرة تبديزية  رة 1 2

, ,..,
r

X x x x  أ ا اا
 :المجموعة تإنَّ  nZعند    أياا كان راا لها  

 1 2 1 1
, ,.., , , ,..,

j j i j r
T x x x x nx x x

 
  

iلكضو لك  Gهي أ اس لز مرة  j.  
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 ملاحظة.
)لتكن  , )G    ولنفرض أنَّ  مرة تبععديزيععة,X Y  أ عععععععععععععععا ععععععععععععععين مختزفين لهععا  عنععد عع  ليس

)بالضرورة أن يكون  ) ( )card X card Y تضلا عن  لك إ ا كان  X  أ ا اا  لز مرةG  
xأياا كان عند    G  َّتإنx  يكتب بدللة عناصععععععععععععععر مجموعة ج  ية منتهية من عناصععععععععععععععر

 لكن ليس بالضرورة أن تكون ه ه الكتابة و يدة. Xالمجموعة 

 .]9[تعريـف. 
)ليكن , )G   َّمرة تبديزية لنفرض أن 

1 2
{ , , , }

n
X v v v مجموعة ج  ية منG  

 إ ا  اا : )م تازة خطياا عظمى(إنها م تازة عظمى Xناوض عن المجموعة 
 .)م تازة خطياا(م تازة Xالمجموعة  – 1
vلأجض كض عنصر - 2 G ب يثv X تإنَّ المجموعة{ }X v مرتبطة مرتبطة(

 .خطياا(

 .]9[ .8.1 .مبرهنة
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية ولنفرض أن X مجموعة ج  ية م تازة تيG عند   لأجض أو  

 مرة ج  ية  0 A G  :يكون الشرطان الآتيان متكات ان 
 م تازة عظمى. Xالمجموعة  –1
2-  0X A . 
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 التوليد الضعيف. -2

 تعريـف.
)لتكن , )G   َّ1 مرة تبديزية ولنفرض أن 2{ , , , }nX v v v مجموعة ج  ية منG  

 من الشكض Xعند   ن مي كض تركيب لعناصر المجموعة 
ii

n

i
v

1
  َّيث إن i

   لأجض
niكض  1   0وت ا

1


 i

n

i
  تركيباا ضعيفاا لعناصر المجموعةX  وناوض عن العنصر

v G إنه يكتب عزى شكض تركيب ضعيلا لعناصر المجموعة X  عناصر  إ ا وجد
1 2
, , ,

n
a a a   َّت ا  أن

1 0n

i ia   َّوأن
1

n

i i iv a v . 

  .2.1مبرهنـة.
)لتكن   , )G  1 مرة تبديزية و 2{ , , , }nX v v v مجموعة ج  ية منG :  . ولنفرض أنَّ

1 1
{ : , 1 0}n n

i i i i i iW
X v i n  

 
         

   عند   الاضيتان الآتيتان ص ي تان:Xمجموعة التراكيب الضعيفة لعناصر المجموعة 

 موجود دوماا. Xبدللة عناصر المجموعة  G إنَّ التركيب الضعيلا ل يادو ال مرة -1
المجموعة  -2

W
X  تشكض  مرة ج  ية تيG. 

 واضح. البرهان.

 تعريــــف.
)لتكن , )G  1 مرة تبديزية و 2{ , , , }nX v v v مجموعة ج  ية منG عند   ن مي .

 ال مرة الج  ية:
1 1

{ : , 1 0}n n

i i i i i iW
X v i n  

 
         

 .Xال مرة الج  ية المولدة بضعلا بالمجموعة 
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 .2.2مبرهنة .
)لتكن , )G  لنفرض أنَّ و   مرة تبديزية e عند   الاضايا الآتية هو  يادو ه ه ال مرة  
 ص ي ة:

 
vلأجض أو عنصر - 1 G  تإن{ } { }

W
v e. 

}   إ ا كانGمن Xلأجض أو مجموعة ج  ية منتهية  – 2 }
W

X e  2تإنXCard

. 
Xمنتهيتين لأجض أو مجموعتين ج  يتين -3 Y من ال مرةG  َّتإن

w w
X Y.   

 البرهـان.
 ينت  مباشرة من التعريلا. – 1
 (.1ينت  مباشرة من ) – 2
 واضح. -3

العلاة بين 
W

X  ال مرة الج  ية المولدة بضعلا بمجموعة منتهيةX وال مرة الج  يةX 
 نوردها من خلض التمهيدية الآتية: Xالمولد بالمجموعة

 
 .2.3مبرهنة.

)لتكن , )G   َّ1 مرة تبديزية ولنفرض أن 2{ , , , }nX v v v مجموعة ج  ية منتهية تي
G َّعند   تإن .XX

W
. 

 واضح. البرهان.

 .2.4مبرهنة.
)لتكن , )G   َّ1 مرة تبديزية ولنفرض أن 2

{ , , , }
n

X v v v مجموعة ج  ية منتهية تي
G:عند    الشرطان الآتيان متكات ان   
 
1- 

W
XX . 
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2 -
W

XX . 
 

 البرهـان.
(1)(2لنفرض أن .)

W
XX عند     ب تعريلا  X تإنX  هي أصغر  مرة

ومنه تإنَّ  Xت وو Gج  ية تي
W

XX  . نجد  2.3المبرهنة   ب و  من جهة أخرى
XXأنَّ 

W
  َّوهك ا تإن

W
XX . 

 
(2)(1 لنفرض .) َّأن

W
XX عند   لما كان  XX   َّنجد أن

W
XX . 

 
 اعتماداا عزى المبرهنة الأخيرة يمكننا صياغة النتيجة الآتية:

 
 نتيجـة.

. إ ا كانGمجموعة ج  ية منتهية من X مرة تبديزية ولنفرض أنَّ  Gلتكن
W

G X

G  عند   تإنَّ  X. 
 

 ملاحظـة.
)أنه تي ال مرة التبديزية  تبين لنا 2.4إنَّ المبرهنة  , )G  مر ج  ية مولدة بضعلا  توجد 

  .بمجموعا  ج  ية منتهية من غير م تواه تيها
 

  والبداية مع المبرهنة Xمر الج  ية المولدة بضعلا بمجموعة ماننتاض الآن إلى درا ة ال  
 الآتية:

 2.5 مبرهنة
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية  رة ولنفرض أن },,,{

21 n
vvvX  مجموعة ج  ية من

G  إ ا كان  المجموعةX    م تازة خطياا  عند
W

XX  وأن
W

XX . 
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 البرهـان.

م تازة خطياا ولنفرض أن Xلنفرض أن المجموعة 
W

XX عند   لأجض كض عنصر  
Xv

i
 يث ni 1  توجد عناصر

1 2
, , ,

n
a a a Z :ب يث إن 

jj

n

ji
vav

1
  0وأن

1


 j

n

j
a 

 ومنه تإن:
0)1(

1


 iijj

n

ijj
vava 

 
1م تازة خطياا نجد أن Xولما كان  المجموعة 

i
a 0وأن

j
a لأجض كضij   وه ا يبين

1أن 
1


 j

n

j
a  َّوه ا غير ممكن  ومنه تإن

W
XX   نجد  2.4وبالتالي   ب المبرهنة

 أنَّ 
W

XX . 

)لتكن , )G   َّمرة تبديزية  رة ولنفرض أن X مجموعة ج  ية منتهية منG نعزم أنه إ ا  
م تازة  لكن العكس غير ص يح بالضرورة  وهنا Sم تازة خطياا تهي  Xكان  المجموعة 

م تازة ولي   م تازة خطياا تهض يكونSهي  Xيطرح الت اؤض الآتي  إ ا كان  المجموعة 
W

X X.؟ 
 الإجابة عن ه ا ال ؤاض نبينها تي المثاض الآتي:

 
 .1مثـال. 

)لتكن  , ) {2,3} مرة الأعداد الص ي ة  ولتكن, {3,5}X Y   مجموعتان ج  يتان
)  نعزم أنَّ من , )   نل ظ أنَّ المجموعة و  مرة تبديزية  رةX  لي   م تازة خطياا لكنها
S:  م تازة  ونل ظ أنَّ

W
X X X   

:Sلي   م تازة خطياا لكنها  Yكما نل ظ أنَّ المجموعة   م تازة  ونل ظ أنَّ
2

W
Y Y  
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 نتيجة.
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية  رة ولنفرض أن X من منتهية مجموعة ج  يةG   عند  

 الاضيتان الآتيتان ص ي تان:
ولي   م تازة خطياا  عند   ليس بالضرورة أنَّ  م تازةSهي  Xإ ا كان  المجموعة -1

يكون 
W

X X. 
إ ا كان  -2

W
X X  تإنَّ المجموعةX .مرتبطة خطياا 

)لتكن , )G   َّمرة تبديزية ولنفرض أن X مجموعة ج  ية منتهية منG  نعزم أنه إ ا كان  
م تازة  لكن العكس غير ص يح بالضرورة  وهنا يطرح الت اؤض Sم تازة تهي  Xالمجموعة 

م تازة تهض يكونSم تازة أو  Xالآتي  إ ا كان  المجموعة 
W

X X.؟ 
 الإجابة عن ه ا ال ؤاض نبينها تي الأمثزة الآتي:

 .2مثـال. 
10لتكن 

( , ) ولنفرض أنَّ  10 مرة الأعداد الص ي ة بالمااس 5,2X   مجموعة
  نل ظ أنَّ المجموعة 10ج  ية تي  5,2X   م تازة  و:  أنَّ

10W
X X  

 .3مثـال. 
30لتكن 

( , ) ولنفرض أنَّ  30 مرة الأعداد الص ي ة بالمااس 6,10X   مجموعة
  نل ظ أنَّ المجموعة 30ج  ية تي  6,10X  تازة  بالإضاتة ل لك نل ظ م :  أنَّ

30
4

W
X X  

 .4مثـال. 
12لتكن 

( , ) ولنفرض أنَّ  12 مرة الأعداد الص ي ة بالمااس 2,3X   مجموعة
م تازة  بالإضاتة ل لك Sم تازة لكنها لي    X  نل ظ أنَّ المجموعة 12ج  ية تي 
:  نل ظ أنَّ

12W
X X  
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 بناءا عزى الأمثزة الأخيرة يمكننا صياغة النتيجة الآتية:

 نتيجة.
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية ولنفرض أن X من منتهية مجموعة ج  يةG عند   الاضيتان  

 الآتيتان ص ي تان:
  عند   ليس بالضرورة أن يكون م تازة Xإ ا كان  المجموعة  -1

W
X X. 

  عند   ليس بالضرورة أنَّ يكون م تازةSهي  Xإ ا كان  المجموعة  -2
W

X X. 

 .2.6مبرهنـة. 
)لتكن , )G  1 مرة تبديزية و 2

{ , , , }
n

X v v v مجموعة ج  ية منG َّولنفرض أن  
X0 .:عند   الشرطان الآتيان متكات ان 
1 – G X. 
2 – {0}

W
G X . 

 البرهـان.
(1)(2 لنفرض أنَّ المجموعة .)X تولد ال مرةGعند   لأجض كض  v G  توجد عناصر

1 2
, , ,

n
a a a Z  ب يث

ii

n

i
vav

1
:لنضع . 

1
0

n
v G


   و

1 1

n

n i i
a a

 
  Z 

iiعند   يكون 

n

i
vav 1

1




  01وأن

1
 

 i

n

i
a  0{وه ا يبين أن المجموعة{X  تولد

{0}   أو إن Gبضعلا ال مرة
W

G X . 
(2)(1 لنفرض أن المجموعة .)}0{X تولد بضعلا ال مرةG عند   لأجض كض  v G 

0توجد عناصر  1 2
, , , ,

n
a a a a Z  ب يث

ii

n

i
vav

0
  0وأن

0


 i

n

i
a  َّيث إن 

0
0
vومنه تإن  ii

n

iii

n

i
vavav

10 
 وه ا يبين أن المجموعةX تولد ال مرةG. 

 .2.7مبرهنة. 
)لتكن  , )G   َّ1 مرة تبديزية  ولنفرض أن 2

, ,...,
n

v v v G عند   أياا كان  
{1,2,..., }j n  :  تإنا
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 1 2 1,
{ , ,..., }

n

n i jw i i j
v v v v v

 
  

 البرهان. 
1jدون الإخلض بعمومية الم ألة نفرض أنَّ   إ ا كان .

1 2
{ , ,..., }

n w
x v v v ته ا   

يكاتئ أنه توجد مجموعة من العناصر  
1

n

i i



 : ت ا 

1 1

, 0
n n

i i i
i i

v x 
 

   

: وال و يكاتئ أنَّ 
1

2 2

( )
n n

i i i
i i

v v x 
 

     َّيث إن  
1

2

n

i
i

 


 :    وه ا يكاتئ أنَّ

1
2

( )
n

i i
i

v v x


  

وال و بدوره يكاتئ أنَّ  1 2

n

i i
x v v


 :  . مما  ب  نجد أنَّ

 1 2 1 2
, ,...,

n

n i iw
v v v v v


 
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 الاستقـلال الضعيـف والاستقلال الخطي الضعيف. – 3

 تعريـف.
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية ولنفرض أن 

1 2
{ , , , }

n
X v v v مجموعة ج  ية تيG  

إنها م تازة بضعلا إ ا كان لأجض أو مجموعة منتهية من العناصر  Xناوض عن المجموعة 
 1 2

, , ,
n

a a a Z :التي لأجزها 
00

11


 i

n

iii

n

i
ava 

1ينت  أنَّ  1 2 2
0

n n
a v a v a v   . 

1إ ا وجد  عناصر أما  2
, , ,

n
a a a Z  َّ01ب يث إن   ii

n
i va َّ01وأن   i

n
i a 

1ولم يت ا  أنَّ  1 2 2
0

n n
av av a v     تإننا ناوض تي ه ه ال الة إنَّ المجموعةX 

 مرتبطة ارتباطاا تاماا.

 تعريـف.
)لتكن , )G   َّ1 مرة تبديزية ولنفرض أن 2

{ , , , }
n

X v v v  مجموعة ج  ية منتهية
إنها م تازة خطياا بضعلا إ ا كان لأجض أو مجموعة منتهية  X  ناوض عن المجموعة Gتي

من العناصر  1 2
, , ,

n
a a a Z :التي لأجزها 

00
11


 i

n

iii

n

i
ava 

1ينت  أن  2
0

n
a a a   . 

1أما إ ا وجد  عناصر  2
, , ,

n
a a a Z  َّ01ب يث إن   ii

n
i va َّ01وأن   i

n
i a 

1ولم يت ا  أنَّ  2
0

n
a a a     تإننا ناوض تي ه ه ال الة إنَّ المجموعةX  مرتبطة

 ارتباطاا خطياا تاماا.

 .5مثـال. 
)لتكن (10),.)U{3,9}ولنفرض أنَّ   10 مرة أولر من الرتبة (10)X U    نل ظ

 لي   م تازة.و  م تازة بضعلا X أنَّ المجموعة
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 .6مثـال. 
),(1,0)}ولنفرض أنَّ مجموعة الأعداد الص ي ة   لتكن  1,0)}X    مجموعة

)2ج  ية من ال مرة  , )   َّالمجموعةنل ظ أن Xلي   م تازة   م تازة خطياا بضعلا و
 خطياا.

 .3.1مبرهنة. 
)لأجض أو  مرة تبديزية  , )G :تكون الاضايا الآتية ص ي ة   

 كض مجموعة و يدة العنصر تكون م تازة ) م تازة خطياا ( بضعلا. -1
Gإ ا كان  ال مرة  -2  مرة ج  ية من G  تإنَّ كض مجموعة ج  ية منوعديمة الفتضG   مؤلفة

 من عنصرين تكون م تازة خطياا بضعلا. 
 وم تازة تكون م تازة بضعلا. Gكض مجموعة ج  ية منتهية من –3
 وم تازة خطياا تكون م تازة خطياا بضعلا. Gكض مجموعة ج  ية منتهية من –4

 البرهـان.
 واضح.  -1
},{لتكن -2

21
vv مجموعة ج  ية منG   1وليكن 2,   :ي ااان 

00
212211
  vv 

12عند   نجد أن     0ومنه يكون
2111
 vv   0وه ا يبين أن)(

211
 vv

 . 
 ومنه:

1إما أنَّ يكون  - 2
0v v   1ومنه 2

v v .وه ا غير ممكن 
0أو أنَّ يكون  -

1
 2  وبالتالي

0   وه ا يبين أنَّ المجموعة},{
21

vv  م تازة خطياا
 بضعلا.

1لتكن –3 2
{ , , , }

n
X v v v مجموعة ج  ية منG  وم تازة عند   أياا كان  العناصر

1 2
, , ,

n
a a a Z  َّوالتي ت ا  أن

1 0n

i i ia v  َّينت  أن
1 1 2 2

0
n n

av av a v     1ومنه نجد أنَّه أياا كان  العناصر 2
, , ,

n
b b b Z 
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والتي ت ا  أنَّ 
1 0n

i i ib v   َّوأن
1 0n

i ib   َّينت  أن
1 1 2 2

0
n n

bv b v b v    ومنه نجد أنَّ المجموعةX .م تازة بضعلا 
 ومن كون كض مجموعة م تازة خطياا هي م تازة. 3ينت  من  -4

 .3.2مبرهنة. 
)لتكن , )G مرة تبديزية ولتكن },,,{

21 n
vvvX  مجموعة ج  ية تيG ب يث

X0:عند   الشرطان الآتيان متكات ان . 
 م تازة ) م تازة خطياا (. Xالمجموعة - 1
 م تازة بضعلا ) م تازة خطياا بضعلا (. X}0{المجموعة  – 2

 البرهـان.
(1)(2لنفرض أنَّ المجموعة .)X  0م تازة ولنضع

0v G :    عند   تإنَّ
0 1 2

{0} { , , , , }
n

X v v v v . 
0لتكن  1 2

, , , ,
n

    Z   0ت ا
0


 ii

n

i
v  َّ0وأن

0


 i

n

i
 عند   يكون  

0
1


 ii

n

i
v ولما كان  المجموعة .X م تازة ينت  أن

1 1 2 2
0

n n
v v v      0ولما كان

0v   َّ0نجد أن 0
0v   َّومنه تإن

 م تازة بضعلا.X}0{المجموعة

(2)(1 لنفرض أنَّ المجموعة .)0 1 2
{0} { , , , , }

n
X v v v v   0 يث

0
v 

1م تازة بضعلا ولتكن 2
, , ,

n
   Z   0ت ا

1


 ii

n

i
vعند   من أجض  

i

n

i


10 
    : 0نجد أنَّ

0


 i

n

i
  0وأن

0


 ii

n

i
v 

0و  ب الفرض نجد أن  0 1 1 2 2
0

n n
v v v v          َّمما  ب  نجد أن

1 1 2 2
0

n n
v v v      وه ا يبين أنَّ المجموعةX .م تازة 

 تعريـف.
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية لنفرض أن },,,{

21 n
vvvX  مجموعة ج  ية منG  

إنها م تازة بضعلا عظمى ) م تازة خطياا بضعلا عظمى( إ ا  اا   Xناوض عن المجموعة 
 الشرطين:
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 م تازة بضعلا ) م تازة خطياا بضعلا(. Xالمجموعة  – 1
vأياا كان – 2 G ب يثv X  تإنَّ المجموعة}{vX   مرتبطة ارتباطاا تاماا ) مرتبطة

 ارتباطاا خطياا تاماا (.

 .3.3نـة. مبره
)لتكن , )G  مرة تبديزية و X مجموعة ج  ية منتهية منG و لنفرض أن  X0  

 عند   الشرطان الآتيان متكات ان:
 م تازة عظمى ) م تازة خطياا عظمى(. Xالمجموعة – 1
 م تازة بضعلا عظمى ) م تازة خطياا بضعلا عظمى(. X}0{المجموعة – 2

 البرهان.
(1)(2لنفرض أنَّ المجموعة .)X م تازة عظمى  عند   تإنَّ المجموعةX  م تازة وبالتالي

1nم تازة بضعلا. ليكنX}0{تكون المجموعة 2.3المبرهنة   ب 
v G


  َّب يث إن

}0{
1




Xv
nولما كان  المجموعة  X  1م تازة عظمى تإنَّ المجموعة

{ }
n

X v


 
1مرتبطة  ومنه تكون المجموعة 

{0, }
n

X v


  لي   م تازة بضعلا  وبالتالي المجموعة
}0{X .م تازة بضعلا عظمى 

(2)(1لنفرض أن المجموعة .)}0{X  م تازة بضعلا عظمى. عند   المجموعة
}0{X  تكون المجموعة .2.3المبرهنة م تازة بضعلا و  بX 1م تازة. ليكنn

v G

 

1ب يث إن {0}nv X   0{  ولما كان  المجموعة{X  َّم تازة بضعلا عظمى تإن
1المجموعة 

{0, }
n

X v


  1لي   م تازة بضعلا  وبالتالي المجموعة{ }nX v     لي
 م تازة عظمى. Xم تازة  وه ا يبين أن المجموعة

 م تازة خطياا. Xيتم البرهان بشكض مماثض تي  اض كان  المجموعة 
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   تعريف.
)لتكن , )G   لنفرض أنَّ  مرة تبديزية  وX من غير خالية و  منتهية مجموعة ج  يةG  

إ ا كان  بضعلا م تازة Sإنها  Xعند   ناوض عن المجموعة  \
w

x X x  و لك
xأياا كان X. 

 نتيجة.
)لتكن , )G    لنفرض أنَّ  مرة تبديزيةX غير خالية منو  منتهية مجموعة ج  يةG  عند   
0إ ا كان  X  تإنَّ المجموعةX    ليSبضعلا. م تازة 

 .7مثال. 
)لتكن , ) الأعداد الص ي ة  ولنفرض أنَّ   مرة 6,10,15X   مجموعة ج  ية

 بضعلا  تضلا عن  لك نل ظ أنَّ  لي   م تازة خطياا   X  نل ظ أنَّ المجموعة من 
 .بضعلا م تازةSمجموعة هيXالمجموعة

 .8مثال. 
)لتكن , ) الأعداد الص ي ة  ولنفرض أنَّ   مرة 6,0X   مجموعة ج  ية من

  نل ظ أنَّ المجموعة  6,0X   َّم تازة خطياا بضعلا عظمى  تضلا عن  لك نل ظ أن
 .بضعلا م تازةSلي   Xالمجموعة 

 .9مثال. 
)6لتكن , ) ولنفرض أنَّ  15الأعداد الص ي ة بالمااس   مرة   2,3X   مجموعة

 .بضعلا م تازةSهي  م تازة بضعلا X  نل ظ أنَّ المجموعة ج  ية من 
 .10مثال. 
)15لتكن , ) ولنفرض أنَّ 15الأعداد الص ي ة بالمااس   مرة   1,4,7X   مجموعة

 .بضعلا م تازةSلي   م تازة بضعلا وهي  X  نل ظ أنَّ المجموعة 15ج  ية من 
 نتيجة.



  التوليد التبديلية منتهية التوليد الضعيف في الزمر

 

112 
 

)لتكن , )G    لنفرض أنَّ  مرة تبديزيةX غير خالية منو  منتهية مجموعة ج  يةG  عند   
 Sتزيس بالضرورة أن تكون بضعلا ) م تازة خطياا بضعلا( م تازة Xإ ا كان  المجموعة 

 بضعلا. م تازة

 .3.4مبرهنة. 
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية  ولنفرض أن 

1 2
{ , ,..., }

n
X v v v مجموعة ج  ية منG   عند  

,...,1,2}أياا كان }j n تكون المجموعةX  م تازة خطياا بضعلا)م تازة بضعلا( إ ا وتاط
إ ا كان  المجموعة 

1,

n

i j i i j
Y v v

 
  .)م تازة خطياا)م تازة 

1jدون الإخلض بعمومية الم ألة نفرض أنَّ البرهان.   . 
 لنفرض أنَّ المجموعة .X م تازة خطياا بضعلا  ولنأخ  مجموعة العناصر

 
1

n

i i



 :  والتي ت ا  أنَّ

1
2

( ) 0
n

i i
i

v v


  

 :عند   نجد أنَّ 

1
2 2

( ) 0
n n

i i i
i i

v v 
 

    

:  وبما أنَّ

2 2

0
n n

i i
i i

 
 

    

2م تازة خطياا بضعلا نجد إنَّ  Xوبما أنَّ المجموعة
2

0
n

i n
i

  


    بالتالي  

 م تازة خطياا. Yتإنَّ المجموعة

 لنفرض أنَّ المجموعة .Y م تازة خطياا  لنأخ  مجموعة العناصر 
1

n

i i



  والتي

:  ت ا  أنَّ
1 10 0n n

i i i i iv       
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1عند   نجد أنَّ 

2

n

i

i

 


  :  وأنَّ

1 1
1 2 2 2

0 ( ) ( )
n n n n

i i i i i i i
i i i i

v v v v v   
   

        

2م تازة خطياا تإنَّ  Yوبما أنَّ المجموعة  3 ... 0n       1وبالتالي 0   ومنه
 م تازة خطياا بضعلا.   Xتإنَّ المجموعة

)لتكن , )G   َّمرة تبديزية ولنفرض أن X مجموعة ج  ية منتهية منG  نعزم أنه إ ا كان  
م تازة خطياا بضعلا تإنَّ المجموعة Xالمجموعة  

1,

n

i j i i j
Y v v

 
   َّم تازة خطياا  وأن

م تازة بضعلا تهض تكون  Xالعكس ص يح  وهنا يطرح الت اؤض الآتي  إ ا كان  المجموعة 
المجموعة 

1,

n

i j i i j
Y v v

 
   ه ا ال ؤاض الإجابة عن م تازة؟ وهض يكون العكس ص ي اا؟

 تي الأمثزة الآتية: نبينه
 .11مثال. 

لتكن
10( , ) الأعداد الص ي ة  ولنفرض أنَّ   مرة 5,3X  مجموعة ج  ية من

لي   م تازة بضعلا  بالماابض نجد أنَّ المجموعة X  نل ظ أنَّ المجموعة
 5 3 2Y     .مجموعة م تازة 

 .12مثال. 
)لتكن (105),.)U ولنفرض أنَّ  105  مرة أولر من الرتبة: 

{29,22,31} (105)X U  
 :م تازة بضعلا  بالماابض نجد أنَّ المجموعة Xنعزم أنَّ المجموعة

        
1 1

29 22 ,31 22 29 43,31 43 92,73Y
 

       

 مجموعة غير م تازة.
 
 



  التوليد التبديلية منتهية التوليد الضعيف في الزمر

 

114 
 

 الأساس الحر الضعيف والمجموعات المولدة بضعف الصغرى. – 4
 تعريـف.
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية ولنفرض أن X مجموعة ج  ية منتهية تيG َّعند    ناوض إن  

X مجموعة مولدة بضعلا صغرى لز مرةG :إ ا  اا  الشرطين الآتيين 
إنَّ   أو Gتولد بضعلا ال مرة Xالمجموعة - 1

W
G X. 

 .بضعلا م تازةSهي Xالمجموعة  – 2

 .4.1مبرهنـة. 
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية  ولنفرض أن X مجموعة ج  ية غير خالية منG   إ ا   عند

ل ت وو مجموعة ج  ية  Xتإنَّ  Gمجموعة مولدة بضعلا صغرى لز مرة  Xكان  المجموعة
 .Gتعزية مولدة  بضعلا لز مرة

 البرهان.
مجموعة مولدة  بضعلا  Xولنفرض أنَّ   Gمجموعة ج  ية غير خالية من  Xلتكن

1X. لنفرض جدلا أنه توجد مجموعة ج  يةGصغرى لز مرة  X  َّ1ت ا  أن w
X G

xيوجد عنصر  عند    X  َّ1ب يث إنx X    1عند \{ }
w w

x X X x   
}\أو إنَّ  }

w
x X x  وه ا يبين أنَّ المجموعةX  لي   مولدة بضعلا صغرى لز مرة

G    لأنها ليS َّ1م تازة بضعلا وه ا تنااض  وبالتالي الفرض الجدلي خاطئ  أو إنX 
ل ت وو أو مجموعة ج  ية تعزية مولدة  X  وبالتالي المجموعة Gلي   مولدة بضعلا لز مرة 

 .Gبضعلا لز مرة 

مجموعة مولدة بضعلا  Xإنَّ عكس المبرهنة ال اباة غير ص يح أوا إ ا كان  المجموعة 
مجموعة  Xتزيس بالضرورة أن تكون المجموعة  Gول ت وو مجموعة ج  ية تولد بضعلا ال مرة

 مولدة بضعلا صغرى.

 
 



    سلسلة العلوم الأساسية           مجلة جامعة حمص                                      
 عدنان الطيباني د.      الخوجة إيمان يص     د. هيفاء صو            2026عام  4العدد  48المجلد 

115 
 

 .13مثال. 
)لتكن , ) الأعداد الص ي ة  ولنفرض أنَّ   مرة 11,4,7X   مجموعة ج  ية من

. من الواضح أنَّ 
W

X Z  نل ظ أنَّ المجموعةX  مجموعة مولدة بضعلا لز مرة 
  وبما أنَّ  ول ت وو مجموعا  ج  ية تولد بضعلا ال مرة 4 7,11

w
 تإنَّ المجموعةX 

لي   مجموعة مولدة بضعلا صغرى  وه ا   Xبضعلا  وبالتالي المجموعة  م تازةSلي  
 يبين أنَّ عكس المبرهنة ال اباة غير ص يح.

 تعريـف.
)لتكن , )G  مرة تبديزية  رة و X مجموعة ج  ية منتهية تيG َّعند    ناوض إن  X 

 إ ا  اا  الشرطين الآتيين: Gتشكض أ ا اا ضعيفاا )أ ا اا  راا ضعيفاا( لز مرة
  أو إنَّ Gتولد بضعلا ال مرة Xالمجموعة - 1

W
G X. 

 م تازة بضعلا )م تازة خطياا بضعلا(. Xالمجموعة – 2

 .4.2مبرهنـة. 
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية  رة منتهية التوليد  ولنفرض أن  1 2, ,..., nX u u u 

 ص ي تان: عند   الاضيتان الآتيتان  Gمجموعة ج  ية من ال مرة
  إ ا وتاط إ ا كان  المجموعةGأ ا اا  راا ضعيفاا لز مرة Xتكون المجموعة -1

 
1,

n

i j i i j
Y u u

 
  .أ اس  ر 

أ اس  ر ضعيلا  Zوكان  المجموعة Gأ ا اا  راا ضعيفاا لز مرة Xإ ا كان  المجموعة –2
Card  عند  ا تإنَّ Gأخر لز مرة  Z Card X. 

  البرهان.
1-   َّلنفرض أن . 1 2, ,..., nX u u u  أ اس  ر ضعيلا لز مرةG عند   ب  ب  

تكون المجموعة 7.2والمبرهنة  4.3المبرهنعة  
1,

n

i j i i j
Y u u

 
   مجموعة م تازة خطياا و

 أ اس  ر. Y  ومنه تإنَّ المجموعةGتولد ال مرة 
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  َّلنفرض أن . 
1,

n

i j i i j
Y u u

 
  أ اس  ر لز مرةG 4.3المبرهنعة   عند   ب  ب 

  Gمجموعة م تازة خطياا بضعلا و تولد بضعلا ال مرة  Xالمجموعة تكون 7.2والمبرهنة 
 .Gأ اس  ر ضعيلا لز مرة Xومنه تإنَّ المجموعة

لنفرض أنَّ المجموعة – 2 1 2
, ,...,

m
Z v v v  أ اس  ر ضعيلا لز مرةG  عند   ب  ب

البند الأوض تكون المجموعتان   11, 1,
,

n m

i j i ji i j i i j
Y u u Y v v

   
     أ اس  ر

:   1.6   وبالعتماد عزى المبرهنةGلز مرة  تإنَّ
1

Card Y Card Y 
Cardومنه تإنَّ  X Card Z. 

 .4.3مبرهنـة. 
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية  رة منتهية التوليد  ولنفرض أن  1 2

, ,...,
n

X u u u  أ ا اا
 هي مجموعة م تازة خطياا بضعلا عظمى. X  عند   تإنَّ المجموعةG راا ضعيفاا لز مرة

 البرهان.
م تازة خطياا بضعلا  Xعند    تإنَّ المجموعة  Gأ ا اا  راا ضعيفاا لز مرة Xلنفرض أنَّ 

1nولنفرض أنَّه يوجد  Gتي ال مرة
v G


  َّ1ب يث إن{ }nX v   م تازة خطياا بضعلا

}1المجموعة  أنَّ نا نجد تإنَّ  2.2من المبرهنة  3وبالعتماد عزى البند  }nZ X v    تشكض
 :أنَّ نل ظ و ضعيفاا أ ا اا  راا 

( ) ( ) 1Card Z Card X  
م تازة بضعلا خطياا X. بالتالي تإنَّ المجموعةو لك   ب المبرهنة ال اباة وه ا غير ممكن

 عظمى.

نتهية التوليد تي  مرة تبديزية م أ ا ا ضعيفاا  هض كضإنَّ المبرهنة ال اباة تطرح الت اؤض الآتي  
ابة عن ه ا الإج .وهض العكس ص يح؟ال مرة؟  مجموعة م تازة بضعلا عظمى تي ه هشكض ي

 :ةالآتي بالأمثزة ال ؤاض نبينه
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 .14مثـال. 
لتكن 

6
( , )Z  {2,3}ولنفرض أنَّ   6 مرة الأعداد الص ي ة بالمااسX   مجموعة
6ج  ية من ال مرة 

Z إنَّ المجموعة .X  6تشكض أ ا اا ضعيفاا لز مرة
Z  تهي م تازة بضعلا

ومولدة بضعلا له ه ال مرة تضلا عن كونها م تازة عظمى   لكنها لي   مجموعة م تازة بضعلا 
1عظمى لأنَّ المجموعة 

{2,3,0}X   2.3م تازة بضعلا عظمى و لك   ب المبرهنة. 

 .15مثـال. 
6لتكن ال مرة 4

( , )  َّ{(0,0),(0,2),(3,0),(2,0)}  ولنفرض أنX  
6مجموعة ج  ية من ال مرة  4

 َّنل ظ أن  X  تشكض مجموعة م تازة بضعلا عظمى ول
 تشكض مجموعة مولدة بضعلا له ه ال مرة.

 نتيجة.
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية منتهية التوليد  ولنفرض أن X مجموعة ج  ية منتهية منG   عند  

تزيس بالضرورة أن تكون م تازة بضعلا عظمى  Gأ ا اا ضعيفاا لز مرة  Xإ ا كان  المجموعة
تزيس من الضرورو أن تكون  Gم تازة بضعلا عظمى تي X  وا  ا كان  المجموعةGيت

 .Gأ ا اا ضعيفاا لز مرة 

 4.4مبرهنـة. 
)لتكن , ) مرة الأعداد الص ي ة. ولتكن X  مجموعة ج  ية منتهية منZ:  عند . 

a,لأجض كض  -1 b Z  عند   تكون المجموعة ,X a b  مولدة بضعلا صغرى لز مرة
Z  1إ ا وتاط إ ا كانa b . 
,لأجض كض  -2 ,a b c Z تكون المجموعة . , ,X a b c  مولدة بضعلا صغرى لز مرة

Z  إ ا وتاط إ ا كانgcd( , ) 1b a c a    وكان  الأعداد, ,a b c  ل تابض الا مة عزى
,الأعداد  ,b c c a b a   .عزى الترتيب 

 البرهان.
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1-  لنفرض أنَّ المجموعة . ,X a b  مولدة بضعلا صغرى لز مرةZ نعزم أنا  
,

w
a b b a   وبما أنَّ ال مرة  .72.و لك   ب المبرهنةZ  دوارة ومولدة بالعنصر

1Z  1نجد إناه إماb a   1أوb a     1وب لك نجد أناه إماb a   أو
1a b   وتي كزتا ال التين نجد أن , 1X a a  . 

  َّلنفرض أن . , 1X a a    و لك أيا كانaZ من الواضح أن ه ه المجموعة
S  م تازة بضعلا  ليكنx Z  ولنب ث عن,  Z : التي ت ا 

 

0

1a a x

 

 

 


  
 

و يداا وهو x,إن المعادلتين تمزك  ل ا x    ومنه المجموعة , 1X a a  
 .Zمولدة بضعلا صغرى لز مرة 

2-   لنفرض أنَّ المجموعة . , ,X a b c  مولدة بضعلا صغرى لز مرةZ   عند  
,نجد أنَّ  2.7  ب المبرهنة  , ,

w
a b c b a c a   :    ومنه نجد أنَّ
gcd( , ) 1b a c a   

b لنفرض جدلا  c  يا مa يوجد  بالتاليZ  َّب يث إن a b c   ومنه يكون
,

w
a b c b c   وه ا ينااض كون المجموعة , ,X a b c هيSم تازة 

bو ومنه الفرض الجدلي خاطئ بضعلا c  ل يا مa   َّالأعداد وبالمثض نجد أن,b c  ل تابض
c,الا مة عزى الأعداد  a b a  .عزى الترتيب 

  .لما كانgcd( , ) 1b a c a    تإنَّ المجموعة ,b a c a   تولد ال مرةZ  
,نجد أنَّ  2.7عند     ب المبرهنة  , ,

w
a b c b a c a    لنفرض جدلا أنَّ   و

المجموعة  , ,X a b c    ليSولنفرض أنَّ  بضعلا م تازة,
w

a b c b c   
ب يث إنَّ  Zيوجد ومنه  a b c  وه ا ينااض كونb c  ل يا مa  ومنه الفرض

والمجموعةالجدلي خاطئ  , ,X a b c هيSالمجموعة   مما  ب  نجد أنَّ بضعلا م تازة
 , ,X a b c  مولدة بضعلا صغرى لز مرةZ.  
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 .4.5مبرهنـة. 
)لتكن , )  َّمرة الأعداد الص ي ة  ولنفرض أن X  مجموعة ج  ية منتهية منZ    عند  

تمزك الشكض Xإ ا وتاط إ ا كان  المجموعة  Zأ اس  ر ضعيلا لز مرة  Xتكون المجموعة 
 ,X a b  1وكانb a . 

 البرهان.
   بما أنَّ ال مرة .( , )  عند    إ ا كان 1تبديزية  رة وادرة أو أ اس  ر لها ت اوو  

X  أ اس  ر ضعيلا لز مرةZ  2نجد أن  4.2تإنه اعتماداا عزى المبرهنةCard X   
,نعزم أنا 

w
a b b a   وبما أنَّ ال مرة  .7.2و لك   ب المبرهنةZ  دوارة ومولدة

1bنجد إناه إما  1Zبالعنصر  a   1أوb a     1وب لك نجد أناه إماb a  
1aأو  b   وتي كزتا ال التين نجد أنَّ المجموعةX  تمزك الشكض , 1a a . 

  4.3والمبرهنة  2.7. من المبرهنة. 

 .16مثـال. 
 :مجموعة الأعداد الص ي ة  ولنفرض أنَّ  Zلتكن 
 1 2 3 4

{2,3} , {2,5,8}, {1,3,6}, {2,6,13}, 1,0X X X X X     
)مجموعا  ج  ية من ال مرة , )Z. 

 .Zمولدة بضعلا صغرى لز مرة ضعيفاا و   راا  تشكض أ ا اا  Xالمجموعة -
2المجموعا  - 3,X Xز مرة ل تشكض أ ا اا ضعيفاا  هي مجموعا  مولدة بضعلا صغرى لكنها ل

Z. 
Zتهي ل تشكض مجموعة مولدة بضعلا صغرى ول تشكض أ ا اا ضعيفاا لز مرة  1Xالمجموعة  -

. 
  لكنها ل تشكض مجموعة مولدة بضعلا تشكض أ ا اا  راا ضعيفاا لز مرة  4Xالمجموعة -

 .صغرى لز مرة 

 يمكننا صياغة النتيجة الآتية: من المثاض ال اب 
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 نتيجة.
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية منتهية التوليد  ولنفرض أن X مجموعة ج  ية منتهية منG  

تزيس بالضرورة أن تكون مجموعة  Gضعيفاا لز مرة   راا  أ ا اا  Xعند   إ ا كان  المجموعة
 موعة مولدة بضعلا صغرى لز مرةمج X  وا  ا كان  المجموعةGمولدة بضعلا صغرى لز مرة

G  ضعيفاا لها.  راا  تزيس من الضرورو أن تكون أ ا اا 

من المعزوم أنه إ ا كان   ,F  مرة تبديزية  رة منتهية التوليد  وكان X  أ ا اا  راا لها
)ادرتها أاض من  Fعند    ل يمكن إيجاد مجموعا  مولدة لز مرة  )Card X  وبالتالي ل يمكن
)إيجاد مجموعة مولدة بضعلا ادرتها أاض من )Card X وه ا يطرح ال ؤاض التالي هض يمكن إيجاد  

 ؟nولدة بضعلا ادرتها ت اوومجموعا  م

 .4.6مبرهنـة. 
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية  رة  ولنفرض أن  1 2

, ,...,
n

X x x x  أ ا اا  راا لز مرةG

  عند   إ ا كان   1 2
, ,...,

m
Y y y y  مجموعة مولدة بضعلا صغرى لز مرةG  َّتإن

m n. 

 البرهان.
mبما أنه من غير الممكن أنَّ يكون  n  َّنفرض جدلا أنm n وليكنx F 

1ولنفرض أنَّ  2
, ,...,

n
   Z :  ب يث إنَّ

1 2

1 1 2 2

... 0

...

n

n n
y y y x

  

  

   


   
 

 إنَّ المعادلتين ال اباتين تكات ان المعادلة :
   2 2 1 1

...
n n

y y y y x      
 :ومنه تإنَّ 

2 1 1
,...,

n
x y y y y   
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وبالتالي تكون المجموعة  2 1 1
,...,

n
y y y y   مولدة لز مرةG ادرتها أاض منn  ومنه

mالفرض الجدلي خاطئ أو إنَّ  n. 

إنَّ المبرهنة ال اباة تبين أنَّه تي ال مرة التبديزية ال رة منتهية التوليد تكون ادرة أو مجموعة 
أ اس  ر لها  نبين تي المبرهنة الآتية كيلا يمكن  مولدة بضعلا صغرى أكبر تماما من ادرة أو

 اشتاا  مجموعة مولدة بضعلا صغرى ل مرة تبديزية  رة منتهية التوليد من أ اس  ر لها.

 .4.7مبرهنـة. 
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية  رة  ولنفرض أن  1 2

, ,...,
n

X x x x  أ اس  ر لز مرة
G  َّوأنaZعند   تكون المجموعة  : 

  1 2
, ,..., 1 , ,...,

i i n
Y x x a x ax x  

 هي مجموعة مولدة بضعلا صغرى.

 البرهان.
)لتكن , )G   َّمرة تبديزية  رة  ولنفرض أن  1 2

, ,...,
n

X x x x أ ا اا  راا لها وليكن
y G وaZ  1ولنب ث عن العناصر 2 1

, ,...,
n

  

Z : التي ت ا 

 
1 2 1

1 1 1 1

... 0 ( )

... 1 ..,

n

i i i i n n
x a x a x x y

  

   



 

    


      
 

 إنَّ المعادل  ال اباة تكاتئ المعادلة:
 1 1 2 1 1

( ) ... ... ( )
i i i i i i n n i

x ax x x ax x ax y   
  

        
 و تى يكون لزمعادلة ال اباة  ل يجب أن تكون المجموعة:   

  1 2 1
( ),( ),..., , ,...,

i i i i i n i
T x ax x ax x x ax x ax


     

وبالتالي  Gتشكض أ ا اا  راا لز مرة  Tتإنَّ  1.7   لكن بالعتماد عزى المبرهنةGمولدة لز مرة 

1توجد العناصر 2 2 1
, ,..., , ...,

i i n
    

 
Z  ومن( )  يكون

1

1
1

1

n

i j
j
j i

 




 

  

وه ا يعني أنَّ 
W

G Y. 
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دون الم اس بالعمومية يوجد  عند   بضعلا م تازةSلي     Yلنفرض جدلا أنَّ المجموعة
1xولنفرض أنه  عنصر Y :  ي ا  أنَّ

1 1 w
x Y x 

2xلأجض 2.7و  ب المبرهنة  Y :يكون 
 1 1 3 2 2 2 2( ),...,( 1) , ,...,i i nw

x Y x x x a x x ax x x x       
 Yعنصر تإنَّ الفرض الجدلي خاطئ والمجموعة nبأاض من Gل يمكن توليد ال مرة وبما أنه 

 .Gمولدة بضعلا صغرى لز مرة Yالمجموعةمما  ب  نجد أنَّ   بضعلا م تازةSهي

 .4.8مبرهنـة. 
)لتكن , )

n
 مرة الأعداد الص ي ة بالمااس n:  عند   

,0}\أياا كان -1 1}
n

a n   تإنَّ المجموعة , 1X a a   مولدة بضعلا صغرى
 وتشكض أ ا اا ضعيفاا لها. nلز مرة 

nليكن -2
a  َّب يث إن aأولي معn  عند   تإنَّ المجموعة ,0X a  تشكض أ ا اا

 .nضعيفاا لز مرة 
,*لتكن -3

n
a b   َّب يث إن b aأولي معn  عند   تإنَّ المجموعة ,X a b  مولدة
 وتشكض أ ا اا ضعيفاا لها. nبضعلا صغرى لز مرة 

,*لأجض كض  -4 ,
n

a b c   تكون المجموعة , ,X a b c  مولدة بضعلا صغرى لز مرة
n  إ ا وتاط إ ا كانgcd( , )b a c a d   أوليا معn  وكان  الأعداد, ,a b c  ل تابض

,الا مة عزى الأعداد  ,b c c a b a   .بالترتيب 
1إ ا كان -5 2

1 2
... t

t
n p p p

 
  َّيث إن 

1 2
, ,...,

t
p p p  أعداداا أولية عند   تإنَّ ال مرة

n 1تمزك  عزى الأاض مجموعة م تازة بضعلا عظمى ادرتها ت اووt . 

 البرهان.
لنفرض أنَّ  -1 , 1X a a    0}\و لك أيا كان, 1}

n
a n   من الواضح أن ه ه

nم تازة بضعلا  ليكن  Sالمجموعة
x Z  ولنب ث عن,  Z : التي ت ا 
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 

0

1a a x

 

 

 


  
 

)إنَّ أ د  زوض جمزة المعادلتين ال اباتين هو , )x x  وه ا يبين أنَّ المجموعةX  مولدة بضعلا
  وبالتالي تكون المجموعةnZلز مرة  , 1X a a   مولدة بضعلا صغرى لز مرةnZ. 

,م تازة بضعلا  لنفرض أنَّ العناصر  Xلنبرهن أنَّ المجموعة   Z :  ت ا  أنَّ

 

0

1 0a a

 

 

 


  
 

)إنَّ جمزة المعادل  ال اباة تابض  زولا من الشكض  , )r n r n  َّيث إن r Z  ومن الواضح
 :أنَّ 

 ( ) 0, 1 ( )( 1) 0a r n a a rn a        
تشكض أ ا اا ضعيفاا لز مرة  Xم تازة بضعلا  وبالتالي تإنَّ المجموعة  Xومنه تإنَّ المجموعة

nZ. 

nليكن -2
a  َّب يث إن aأولي معn  َّولنفرض أن ,0X a َّلنفرض أن  

,  Z :  وت ا  أنَّ
0

0 0a

 

 

 


 
 

)إنَّ جمزة المعادل  ال اباة تابض  زولا من الشكض  , )r n r n  َّيث إن r Z  ومن الواضح
 :أنَّ 

( ) 0, 0 ( )(0) 0a r n a rn      
 م تازة بضعلا. Xومنه تإنَّ المجموعة

nليكن
x   ولنب ث عن,  Z :  والتي ت ا  أنَّ

0

0a x

 

 

 


 
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aومنه نجد أنَّ  x ولما كان  n
a أوليا معn  1تإنه يوجد عنصر

n
a   لأجزه

1 1 1aa a a    :  وبالتالي نجد أنَّ
1 1,x a x a     

تشكض أ ا اا  X  مما  ب  نجد أنَّ المجموعةnمولدة بضعلا لز مرة  Xأو إنَّ المجموعة 
 .nضعيفاا لز مرة 

,*لتكن -3
n

a b   َّب يث إن b aأولي معn عند   يمكن ب هولة إثبا  أنَّ المجموعة
 ,X a b هيS.م تازة بضعلا وم تازة بضعلا 

nليكن
x   ولنب ث عن,   :التي ت ا  المعادلتين 

0

a b x

 

 

 


 
 

إنَّ الجمزة ال اباة تكاتئ المعادلة  b a x   ولما كانb a أولياا معn :نجد أن 
 

11( ) ,x b a x b a 
     
تشكض  X  مما  ب  نجد أنَّ المجموعةnمولدة بضعلا لز مرة Xوه ا يبين أنَّ المجموعة

 .nأ ا اا ضعيفاا ومجموعة مولدة بضعلا صغرى لز مرة

4-  لنفرض أنَّ المجموعة . , ,X a b c  مولدة بضعلا صغرى لز مرةn   عند  
,نجد أنَّ  2.7   ب المبرهنة , ,

n w
a b c b a c a    َّومنه نجد أن  

gcd( , )b a c a   أولي معn   أنَّ  لنفرض جدلاb c  يا مa عنصر يوجد بالتالي 
Z  َّب يث إن a b c   ومنه يكون,

w
a b c b c    وه ا ينااض كون

المجموعة , ,X a b c هيSو ومنه الفرض الجدلي خاطئ بضعلا م تازةb c  ل
b,الأعداد وبالمثض نجد أنَّ   aيا م  c  ل تابض الا مة عزى الأعداد,c a b a  عزى

 الترتيب.
  .لما كانgcd( , )b a c a   أوليا معn  تإنَّ المجموعة   ,b a c a   تولد
: 2.7  عند     ب المبرهنة nال مرة   نجد أنَّ
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, , ,
n w

a b c b a c a    
لنفرض جدلا أنَّ المجموعة  , ,X a b c    ليSولنفرض أنَّ  بضعلا م تازة

,
w

a b c b c    يوجد ومنهZ  َّب يث إن a b c  وه ا ينااض كون
b c  ل يا مa ومنه الفرض الجدلي خاطئ والمجموعة , ,X a b c هيSم تازة 
المجموعة   مما  ب  نجد أنَّ بضعلا , ,X a b c  مولدة بضعلا صغرى لز مرة

n
.  

1لنفرض أنَّ  -5 2

1 2
... t

t
n p p p

 
 عند    توجد مجموعةn

Y   م تازة عظمى ادرتها
إنَّ المجموعة  وبالتاليt ت اوو 0Y   ونل ظ  3.3م تازة بضعلا عظمى   ب المبرهنعة

1tأنَّ ادرتها ت اوو  . 

 .4.9مبرهنـة. 
لتكن  ,

p
 مرة الأعداد الص ي ة بالمااس p َّولنفرض أن  X  مجموعة ج  ية من

0ت ا  أنَّ  pال مرة  X 2  عند    إ ا كانCardX  تإنَّ المجموعةX  مولدة بضعلا
صغرى لز مرة

p
وتشكض أ ا اا ضعيفاا لها  علوة عزى  لك ل يوجد مجموعا  مولدة بضعلا  

 .2ادرتها أكبر تماماا من  pصغرى لز مرة 

 البرهان.
,*ليكن

n
a b  لما كان  b a أولياا معp عند   وبالعتماد عزى المبرهنة ال اباة  

تكون المجموعة  ,X a b  مولدة بضعلا صغرى لز مرةp .وتشكض أ ا اا ضعيفاا لها 
0عند     pمجموعة مولدة بضعلا صغرى لز مرة  Yلتكن Y  َّولنفرض جدلا أن

2CardY عند    أياا كان  ,a b Y  َّتإن, pw
a b  ومنه تإنَّ المجموعةY  ت وو

مجموعة ج  ية تعزية وتولد بضعلا ال مرة
p

  وه ا ينااض كونها مجموعة مولدة بضعلا صغرى 
2CardY  وبالتالي الفرض الجدلي خاطئ أو إنَّ pلز مرة  . 
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