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بلغة  (L-S)مبدأ انحفاظ الطاقة الكلية للجسم 
{u, }وبلغة{S,q}، التنسوري الصامد بالشكل 

 
 
 
 
 

  2رامح رجب ديب                                                                          1نتجب الحسند.م .  أ
                                                  

 ممخص البحث
 (Anisotropic) المناحي متماثل غير مرن لجسم رياضيال النموذجهو  البحث موضوع

في  ،صغيرة مرنة انفعالات ذوو  الجزيئية البنية غير معتبرو  ،(Homogeneous) ومتجانس
بين درجة  الفرق أنعمماً  ،المترابطة مع الحرارة ،المعممة التحريكية، الخطية المرونة إطار

 Maxwellهو قانون  المعتبر الحراري التوصيل قانونو  صغير، والطبيعيةالحرارة المطمقة 
 معادلة إلى ؤديي الذي الأمر ،الحراري التوصيل في Fourier قانون عن عوضاً  ،(1867)

 .[1] واحد استرخاء وزمن في اللانهاية منتهية موجية بسرعة الزائدي النمط من حراري توصل
 و Lord الباحثين قِبَلُ  من بدايةً  المعمم الترموديناميكي السموك هذا مثل مناقشته تمت

Shulman (1967) ، الرمزـب الجسم هذال رمزيً  حيث (L-S). أولًا  البحث، سنعرض في
الشكمين التنسوريين الصامد والناطق في النظام الاحداثي الديكارتي لمنموذج الرياضي لـ 

(L-S)،  مبدأ لسنعرض الشكل التنسوري الناطق في النظام الاحداثي الديكارتي بعدها و
}ˆبمغة  (L-S)انحفاظ الطاقة الكمية لمجسم  , }iu )وبمغة  ،)مقطعي الإزاحة والحرارة

ˆ ˆ{ , }i j iS q)لمجسم المبدأين هذين سنناقش . بعدها)الإجهاد والتدفق الحراري مقطعي (L-S) 
}بمغة بالشكل التنسوري الصامد  , }u)وبمغة  ،)مقطعي الإزاحة والحرارة{ , }S q) مقطعي
 أخيراً سننهي البحث باقتراح عدد من المسائل لممناقشة..)الإجهاد والتدفق الحراري

 

                                                 
1
 جاًعة اهبعث.  –كوية اهعوٖى  –أسحاذ في قسي اهزياضيات   
2
  جاًعة اهبعث.  –كوية اهعوٖى  –طاهب دكحٖراّ في قسي اهزياضيات   

 

ًَ اسممحزءاو ٕا،مملش اهنمملويَ اهحِسممٖرييَش اه مماًث بمم اهٌممزٍ اهضاضممر هةممزار   (L-S)اهجسممي : الكلماااا الماتاة ااة

هجسمي  ش ًبملأ اُةاماط طاقمة ااهحزًٖديِاًيليش اهٌزٍش ب ًَ اسحزءاو ٕا،ل (L-S)ٕاهِاطق هوٌِٖذج اهزياضي هوجسي  

(L-S) باهنلن اهحِسٖري اه اًلش بوغة  اهحزًٖديِاًيليش اهٌزٍش{ , }u  ٕبوغة{ , }S q   . 
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Abstruct 

This subject of the paper is the mathematical linear model of 

elastic, homogeneous and anisotropic body, with no considerable  

structure and small elastic strains, subjected to temperature field, 

within the linear generalized coupled thermoelasticity of very small 

difference between the absolute and natural temperatures, where the 

Maxwell hot conduction law (1867) is considerable instead of the 

classical Fourier one, which leads to hyperbolic heat conduction 

equation with finite wave speed (in infinity),  and one relax time [1]. 

Such a generalized thermo-dynamical procedure firstly discussed by 

Lord and Shulman (1967), where the body shortly called (L-S). In 

paper, we first introduce the variance tensorial form in Cartesian 

coordinate system  of the (L-S) mathematical model and its energy 

balance in terms of ˆ{ , }iu   (displacement field and temperature field), 

and in terms of ˆ ˆ{ , }i j iS q (stress field and heat flux vectorial field). 

Next, we discuss the (L-S) energy balance in the Invariance 
tensorial forms, in terms of { , }u  and in terms of { , }S q . Finally, we 

end the paper by subjecting some problem for discussing. 
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   :مقدمة.  1
 

نقطة البداية هي  (Carlson,1972)لممرونة الحرارية  )الخطية( التقميديةالنظرية  أن
انتشار، والمرونة بالحرارية  والمرونة الحرارية، المزجة المرونة :تضم ،أعم أخرى لنظريات

ظهرت إذ  في اللانهاية؛ ، والمرونة الحرارية بسرعات موجية منتهية الحراريةالكهرطيسية 
التوصيل  معادلة عمى تعديل إجراء نتيجة واحد استرخاء بزمن المعممة الحرارية المرونة ريةنظ

نظرية الغازات،  ضمن Maxwell (1867) التعديل ذلكالحراري التقميدية، حيث اقترح 
، من ثم العديد التوصيل الحراري في الجسم القاسي ضمن Cattaneo (1948)من ثم 

  إطار اهجسي اهاابن هوحنّٖ. ضٌَ Shulman  (1967) و Lord أشهرهمالباحثين، من 

}ˆومبدأي انحفاظ الطاقة بمغة تمت مناقشة الأسس والنموذج الرياضي [4]في     , }iu  
ˆوكذلك بمغة ˆ{ , }i j iS q  لمجسم الترموديناميكي المعمم(L-S) كل  واجد، استرخاء بزمن

 وصف وكذلك الأسس تمك مناقشة تمت ،[5] وفي .الديكارتي حداثيالا النظام في ذلك

Lame المعمم الترموديناميكي الجسم لهذا (L-S) وبالشكل التنسوري واجد استرخاء بزمن ،
 حفاظ طاقةنا استنتاج مبدأي تطمبالبحث بطرح مسألة لممناقشة، ذلك ، وتم انهاء الصامد

}بمغة د،حوا استرخاء بزمن (L-S)الجسم الترموديناميكي المعمم  , }u وبمغة و{ , }S q ،
  وبالشكل التنسوري الصامد.

 البحث:   أهمية هدف.  2
 

مبدأي انحفاظ طاقة الجسم  لكلٍ من الصامد التنسوري الشكل نتاجستا إلى البحث يهدف
}بمغة واحد، استرخاء بزمن (L-S) المعمم الترموديناميكي , }uوبمغة و{ , }S q، الجسم حيث 

 الترابط بسيطةBمنطقة لحظة البدء، في ويشغل ،المناحي متماثل غيرو  متجانس، غير

 مبدأي كتابة .بالآتي تكمنف البحث أهمية أما .3Rالبعد ثلاثية الاقميدية المتنوعة في ومحدودة

واحد، بالشكل التنسوري  استرخاء بزمن (L-S) طاقة الجسم الترموديناميكي المعمم انحفاظ
 ذلك اختيار من مكنناي الذي الأمر كيفي، منحني احداثي نظام في بكتابتهما الصامد يسمح

حل مسألة هل فيه تس بالتالي المبدأين، هذين كتابة فيه يسهل الذي المنحني الإحداثي النظام
 الجسم.



,u}بوغة  (L-S)ًبلأ اُةفاط اهطاقة اهلوية هوجسي  }ٕبوغة{S,q}ش باهنلن اهحِسٖري اه اًل 

 08 

 طرق لبحث:.  3
تعميم و ، Heinbockel [3] و Drobot [2]و Lysik [1] كل من سنعتمد تعميم طريقة

مبدأي انحفاظ لكلٍ من الصامد  التنسوري الشكل إيجاد في،  [4] الطريقة المستخدمة في
}بمغة  واحد، استرخاء بزمن (L-S) المعمم الترموديناميكي الجسم طاقة , }u وبمغة 

{ , }S q، لحظة البدء، في ويشغل المناحي، متماثل وغير متجانس،غير  الجسم حيث 

 الغرض هذال .3Rالبعد ثلاثية الاقميدية المتنوعة في ومحدودة الترابط بسيطة Bمنطقة

 الرياضي والنموذج  المعممة الترموديناميكية بالأسس المتمثمة  ،[1]  ائجنت فيمايمي نعرض
}ˆومبدأي انحفاظ الطاقة بمغة , }iu  بمغة وكذلكˆ ˆ{ , }i j iS q المعتبر لمجسم(L-S)  في

 الصامد يالتنسور  بالشكل المتمثمة ، [5] البحث ننائج وكذلك ،الديكارتي الاحداثي النظام

  .    (L-S)المعتبر لمجسم الرياضي والنموذج المعممة  الترموديناميكية للأسس
 Lame، المعممـــــة والنمـــــوذج الرياضـــــي مـــــن نـــــوع المرنـــــة  رموديناميكيـــــةالت الأســـــس     

}ˆالطاقة بمغة انحفاظ ومبدأي , }iu  وبمغةˆ ˆ{ , }i j iS q مجسمل (L-S)، وغيـر المتجـانس، رغي 

 في المحدودة Bالترابط بسيطة منطقةالالبدء  لحظة في يشغل والذي ،المناحي متماثل
3R: 

ـــــة     ـــــرض أن  :توطئ ـــــةنفت ـــــة الأدلـــــة كاف ,,,.... :اللاتيني kji  3,2,1تأخـــــذ القـــــيم  ،
321 لـتكنو  ،3Rالبعـد  ةثلاثيـ ةالإقميديـ المتنوعـة عمى Einsteinوسنعتمد رموز  xxxO 

1تها قاعـدعطاليـة، مقارنة جممة  2 3( , , )e e e. رموديناميكيـةالتالعمميـة  عندئـذٍ توصـف 
المقــــــاطع  أســــــرة مــــــن خــــــلال(، L-S) مالترمودينــــــاميكي المعمــــــجســــــم مالمرنــــــة ل المعممــــــة

}تنسوريةال ,  , , , , } E S qu،  ًأن عمماu الإزاحـات،  حقليمثل  فيزيائياً  ؛متجهي مقطع
عمــى الترتيــب، يمــثلان  متنــاظران، مقطعــان تنســوريان مــن المرتبــة الثانيــة،همــا  Sو Eأمـا
0 نفإ إلى ما تقدم إضافةً  ،الاجهادات وحقل الانفعالات حقل    ،عممـأ أن  مقطـع

، 3حـرارة الحالـة الطبيعيـة لمجسـم 0، وهـو مقطـع سـمميالـذي  ،الحرارة المطمقـة فـي الجسـم
 ,أخيراً ، )مقدار قابت موجبوهو ( q  ، مى الترتيب مقطع الأنتروبية فـي الجسـم عتمثل
ـــــذي و  ـــــدفق الحـــــراري وهـــــو مقطـــــع متجهـــــي. عهـــــو مقطـــــع ســـــممي، ومقطـــــال ـــــا  الت إذا رمزن

                                                 
3
ٕاهٌاطعميَ   الأُحزٕبيمة ًاطمري يِعملى فئما اهةاهة اهح ش ٓي(L-S) اهحزًٖديِاًيلي اهٌعٌي اهةاهة اهطبيعية هوجسي 

 .  SوE:اهحِسٖرييَ
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[ـــبـ 0 , [:A    بـو [ 0 , [:A السـابقة  المقـاطع التنسـوريةيمكن أن تمثـل فـ ش
Bفي A يالديكارت الإحداثي، في النظام 

ie ، الآتيالشكل عمى  : 
(1.3)      ˆˆ ˆˆ , , ,i i i j i j i j i j i iu E S q     u e E e e S e e q e 

ˆةالمصــفوف حيــث
iu  فــي القاعــدة تمثــل مصــفوفة المركبــات  (1.3) الأولــى فــي ةلعلاقــافــي

 الديكارتية
ie  ،ةالإزاح مقطعلu، انا المصـفوفتأمˆˆ ,i j i jE S والثالثـة  الثانيـة تـينلعلاقا فـي

لمقطـع  الديكارتيـةالمركبـات  ةمصـفوف ،عمى الترتيب ، نلا، وتمثتانمتناظر  مافه (1.3) في
، أخيـــــراً ، Sلممقطـــــع التنســـــوري الديكارتيـــــة المركبـــــات ومصـــــفوفة ،Eالتنســـــوريالانفعـــــال، 
ˆالمصــفوفة

iq المتجهــي التــدفق الحــراري، لمقطــع مصــفوفة المركبــات الديكارتيــة هــيq. إن 

ـــــة، الســـــابقة التنســـــورية المقـــــاطع ـــــومين ،التنســـــوريين المقطعـــــين يقابهـــــاو  مجهول ـــــاليين المعم  الت

Bفي A المتجهي: ،ة الحجميةالقو  طعمق هماو ؛   
(2.3)                                  ˆ

i ibb e 
 وهو مقطع سممي. rومقطع المصادر الحرارية 

ˆˆالمجهولـــة الناطقـــة، التنســـورية المقـــاطع أســـرة نســـمي :1تعريـــف ˆˆ{ , , , , , }i i j i j iu E S q ، 
0مــــاً بـــــزمن اســــترخاء واحـــــدترموديناميكيـــــاً معمســــموكاً  0t متوافقــــاً فـــــي ،B A،  مـــــع

 ، النــاطقين:فروضــينالمقطعــين التنســوريين الم
ˆ ,ib r إذا وفقــط إذا حققــت هــذا المقــاطع ،

Bالتنسورية المعادلات الآتية في A  [1]:    
(3.3)                       

, ,

1ˆ ˆ ˆ( ) ,
2i j i j j iE u u  

(4.3)                          ,
ˆˆ ˆ ,j i j i iS b u  

(5.3)                           0 ,
ˆ ,i iq r     

(6.3)                   ˆ ˆ ˆ ˆ ,i j i j k k i jS C E M   
(7.3)                    0 0

ˆ ˆ ,Ei j i jM E C      
(8.3)                            ,

ˆˆ ,i i j jL q k   
 هو مؤثر اشتقاقي معطى بالعلاقة: Lعمماً أن
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(9.3)                        0 0 0: 1 / ;L t t t     
رمـــز الفاصـــمة الدليميـــة يـــدل عمـــى المشـــتق الجزئـــي بالنســـبة  ،(3.3)-(8.3) العلاقـــاتفـــي 

لمتحــولات الموضــع؛ 
, i i

i

f
ff

X






 ، مشــتق الجزئـــي ى الرمـــز النقطــة يــدل عمـــ

الزمنــي؛
t

f
f

t
f 





  ،الرمــز  ٖيمملم ىوممط ًاطممر اهللافممة اهةجٌيممة هوجسممي ٕٓمم

ˆوزالرمش  ًالار ثابث ُظزاً لأٍ اهجسي ًحجاُس ˆ, , Ei j k i jC M C،  تـدليـب، تعمى التر 
حـراري، لمقطـع الإجهـاد الت الديكارتيـة المركبـاعمى المركبـات الديكارتيـة لمقطـع المرونـة، و 

وعمى الحرارة التوعية لمجسم لأجل حالة انعدام مقطع الانفعـال المـرن لـه. إن هـذا المقـادير 
 تحقق الخواص التالية:

(10.3)           ˆ ˆ ˆ ˆ ,i j k j i k i j k k i jC C C C   
(11.3)                     0ˆ ˆ , ,Ei j j iM M C  
(12.3)                        0ˆ ˆ ˆ ,i j k i j kC E E  

ˆزو كما أن الرم
i jk الحراري التوصيل لمقطع الديكارتية المركبات تدل علkتحقق:  ، وهي 

(13.3)                  , , 0ˆ ˆ ˆ, ,i j j i i j i jk k k    
ˆإذا فرضنا، الآن أن كلٍ من  

i j kC  ٕˆ
i jk ش ٕأٍ: قابن هواوب  

(14.3)               1 1ˆˆ ˆˆ ( ) , ( )i j k i j k i j i jK C k   
(15.3)          0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ESi j i j k k i j i jA K M C C M A    
Bالشكل المكافئ التالي في (3.3)-  (9.3)فتأخذ      A [1]:        
(16.3)                     , ,

1ˆ ˆ ˆ( ) ,
2i j i j j iE u u  

(17.3)                        ,
ˆˆ ˆ ,j i j i iS b u  

(18.3)                         0 ,
ˆ ,i iq r     

(19.3)                 ˆ ˆˆ ˆ ,i j i j k k i jE K S A   
(20.3)                   0 0

ˆ ˆ ,Si j i jA S C     
(21.3)                        ,

ˆ ˆ ,i i j jL q   
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، المتوافقـة ) L-S (تعريف جديد مكافئ لمعممية الترموديناميكية المعممة المرنة لمجسـم  وهو
Bفي A المعمومـة: الترموديناميكيـة مع الحمول{ , }rb، حيـث: ˆ ˆˆ , ,i j k i j i jK A  ش

الـذي و  الرابعـة، المرتبة من Kسوريالتن لممقطع الديكارتية المركبات هي تمثل:الترتيب  عمى
مــن المرتبــة  بمقطــع المطاوعــة المرنــة، والمركبــات الديكارتيــة لممقطــع التنســورييســمى 

 الثانيــة، والــذي يســمى بمقطــع التمــدد الحــراري، والمركبــات الديكارتيــة لممقطــع التنســوري
تمثـل الحـرارة النوعيـة  SCمن المرتبة الثانية، الذي يسمى بمقطع المقاومة الحرارية، أخيراً 

لــى ماتقــدم ذكــرا، نضــيف أن الكميــات خــلال انعــدام مقطــع إجهاداتــه ) L-S (لمجســم  ، وا 
                         السابقة تحقق الخواص التالية:   

(22.3)           ˆ ˆ ˆ ˆ ,i j k j i k i j k k i jK K K K   
(23.3)                          0ˆ ˆ , ,Si j j iA A C  
(24.3)                          0ˆ ˆˆ ,i j k i j kK S S  
(25.3)                         0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,i j j i i j i jq q    
ˆو  ECو المقـادير: ، عندئذٍ تصـبح اً إذا كان الجسم غير متجانس :1ملاحظة    

i jk 
ˆو

i jM  وˆ
i j kC :1، ونظرائهــــــا 1و

SC  وˆ
i j  وˆ

i jA وˆ
i j kK0، وكــــــذلكt ،

1تابعــــة لمموضــــع:  2 3, , )X X XX ــــزمن ) ــــذٍ تــــدعى هــــذا الكميــــات tولا تتبــــع لم . عندئ
 .(L-S) نسبالتوابع المادية لمجسم الترموديناميكي المعمم وغير المتجا

 :2ملاحظة   
B، المتوافقـــة فـــي (L-S)واضـــح أن العمميـــة الترموديناميكيـــة المعممـــة لمجســـم  A  مـــع

}الحمول الترموديناميكية المعمومـة  , }rb َ(3.3)-(9.3)لام ءمش يٌلَ أٍ جٖصم  إًما ًم ،
عقــد، فعــادةً مــا نقــوم باختصــار . بمــا أن كــلا النظــامين م(16.3)-(21.3)أو مــن خــلال 

المثـال،  سـبيل عمى المجهولة. التنسورية المقاطع من ممكن عدد أقل يحتوي نظام إلى منها كلاً 
، (16.3)-(21.3)أو مــن النظــام  (3.3)-(9.3)مــن النظــام   بحــذف مقطــع الأنتروبيــة

}نجـــد أن العمميـــة الترموديناميكيـــة المعممـــة , , , , }E S quموصـــوفة فـــي ،
 
B A مـــن

   خلال النظام المعادلاتي:
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(26.3)                       
, ,

1ˆ ˆ ˆ( ) ,
2i j i j j iE u u  

(27.3)                          
,

ˆˆ ˆ ,j i j i iS b u  
(28.3)                0,

ˆ ˆˆ ,Ei i i j i jq r C M E     
(29.3)                   ˆ ˆ ˆ ˆ ,i j i j k k i jS C E M   
(30.3)                          

,
ˆˆ ,i i j jL q k   

 أو من خلال النظام المعادلاتي:
(31.3)                      

, ,

1ˆ ˆ ˆ( ) ,
2i j i j j iE u u  

(32.3)                        ,
ˆˆ ˆ ,j i j i iS b u  

(33.3)                  0,
ˆ ˆˆ ,Si i i j i jq r C A S     

(34.3)                  ˆ ˆˆ ˆ ,i j i j k k i jE K S A   
(35.3)                         ,

ˆ ˆ ,i i j jL q   
 الترمودينـــاميكي المعمـــم لمجســـم  Lameالرياضـــي مـــن نـــوع  نمـــوذجمل الشـــكل الـــديكارتي   

(L-S)، منطقــة الء والــذي يشــغل فــي لحظــة البــد المتجــانس، وغيــر متماثــل المنــاحي، غيــر
 :3Rفي المتنوعة الاقميدية ثلاثية البعد محدودةو  Bبسيطة الترابط

المقــــاطع بحــــذف ، (25.3)-(29.3)مــــن النظــــام  عمــــى هــــذا انمــــوذج الرياضــــي نحصــــل
ˆˆ:التنســورية ˆ, ,i j i j iE S q ، ة المحققــة فــي التاليــ معــادلات الإزاحــة والحــرارة،نحصــل عمــى ف 

B A : 
(36.3)            , , ,

ˆˆ ˆˆ ˆ ,i j k k i i j ij j
C u u M b     

(37.3)         0, ,,

ˆ ˆ ˆ ,Ei j j i j i ji
k C L M L u L r      

 نضيف إلى ذلك الشروط الحدية والابتدائية التالية.
 : Bفي الشروط الابتدائية   
(38.3)            0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ(. ,0) , (. ,0) in    ,i i i iu u u u B   
(39.3)            0 0(. ,0) , (. ,0) in    ,B      
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0حيث المقاطع التنسورية الناطقة:  00 0
ˆ ˆ{ , , , }i iu u   مفروضة في B، 

Bالشروط الحدية عمى    A  : 
(40.3)            1

ˆ ˆ on    ,i iu u B A    
(41.3)            2,

ˆ ˆˆ ˆˆ on    ,i j k k i j j iC u M n S B A     
(42.3)           3on    ,B A      
(43.3)         4,

ˆ ˆ on    ,i j j ik n q B A     
 حيث: 

(44.3)                1 2 3 4   ,B B B B B        
(45.3)                 1 2 3 4   ,B B B B       

}ˆˆوالمقـــــاطع التنســـــورية الناطقـــــة  , , , }i iu S q    مفروضـــــة، وˆ
in  المركبـــــات الديكارتيـــــة

 .  Bش ٕاهٌٖجْ ُةٖ ءارج Bعمى السطح الناظم  nلمقطع الواحدة المتجهي
}ˆ الناطقين: التنسوريين المقطعين ندعو: 3تعريف   , }iu  )لممعـادلات  المحققـين ،)النتائج

ــــــــــة المعممــــــــــة  ــــــــــة(36.3)-(37.3)الترموديناميكي  (38.3)-(39.3)، لمشــــــــــروط الابتدائي
الترمودينــــاميكي المعمـــــم  Lame، نــــدعوهما بســــموك (40.3)-(45.3)والشــــروط الحديــــة 

Bفي A  لمجسم (L-S)المسببات( مفروضةال الترموديناميكية الحمول مع ، والمتوافق(: 
(46.3)             0 00 0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ{ , , , , , , , , , }i i i i ib r u u u S q      
ˆ بــــــ Ignaczakمعـــــادلات          ˆ{ , }i j iS q المعمـــــم  الترمودينـــــاميكي لأجـــــل الجســـــم ،

 ، وبزمن استرخاء واحد:L-S) ( المرن
ˆ  نقوم بحـذف المقـاطع التنسـورية لمحصول عمي هذا المعادلات

iu  ٕˆ
i jE    و  و 

B، نحصل عمى المعادلات التنسورية التالية، المحققة في(16.3)-(21.3) ًَ A :       

(47.3) 
   

     

1 1

0

1
( , , ( , ), )

1

1 1 1
, ,, ,

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ,

Si k k i j k k i j k k i jj

S i j

pq p qS S Sk k i j j ii i

S K S C A q b

C A r

C q q C A S C r

 

 

 



  

    



  
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 حيث: 
(48.3)                   0

1 ˆ ˆˆ ˆ
Si j k i j k i j kK K C A A    

 والرمز: 
(49.3)                                 f L f 
، وبــزمن L-S) (نحفــاظ الطافــة الكميــة لمجســم الترمودينــاميكي  المعمــم، المــرن ا قــانون     

}ˆاسترخاء واحد، بمغة , }iu :     
. بهــــــدف (36.3)-(37.3)و (3.3)-(8.3) مــــــع المعــــــادلاتهــــــذا القــــــانون يتوافــــــق      

، ونأخـذ (3.3)-(7.3)عمـى المعـادلات  Lنطبـق المـؤثر الحصول عمـى هـذا المعـادلات،
جبمليوي ًمر اهٌنمحاات  Lبهين الاعتبار استقلال المعاملات الماديـة عـن الـزمن، وأن المـؤثر

 ، فنحصل بذلك عمى المعادلات التالية:ية باهِسبة هٌحةٖلات اهٌٖضراهج ئ
(50.3)                       

, ,

1ˆ ˆ ˆ( ) ,
2i j i j j iE u u  

(51.3)                          ,
ˆˆ ˆ ,j i j i iS b u  

(52.3)                          0 ,
ˆ ,i iq r     

(53.3)                   ˆ ˆ ˆ ˆ ,i j i j k k i jS C E M   
(54.3)                   0 0

ˆ ˆ ,Ei j i jM E C      
(55.3)                            ,

ˆˆ ,i i j jq k   
ˆبـ  (51.3)بضرب طرفي المعادلة 

iu :نجد ، 
(57.3)                     ,

ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ ,i j i j i i i iu S b u u u  
 :   4أن (50.3)ن ينتج عن ذلك وع

(58.3)              
,

1

2

ˆˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ ,i j i i j j i i i i i
j

u S E S b u u u
t




  


 

 أن:  (10.3) التناظرية وعن العلاقات (53.3) ينتج عن من جهة ثانية أولى. جهة من هذا

                                                 
4
iًَ أجن أي ًاطر جِسٖري   jP  :جحةاق اهعلاقة( )

ˆ ˆ
j i i j j i i jS P S P  . 
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(59.3)            
 1

2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,

i j j i i j k i j k i j i j

i j k i j k i j i j

E S C E E M E

C E E M E
t





  






 

 ، نجد:(58.3)في  (59.3)بتعويض 

(60.3)   
   

,

1

2

ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ,

i j i i i i i i j k i j k
j

i j i j

u S b u u u C E E
t

M E






   





 

، Divergence Theoremالــ ثـم باسـتخدام مـن  ،Bالعلاقـة السـابقة فـي بمكاممـة طرفـي
 نجد أن: 

(61.3)
 1

2

ˆˆ ˆˆ ˆd d

d ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ d d ,
d

i j i j i i

i j k i j k i i i j i j

BB

B B

u S n a b u v

C E E u u v M E v
t

 



 

  

 

 

 

 ، نجد:(55.3)و  (54.3)و (52.3)الآن، من العلاقات 
(62.3)                0 , ,

ˆˆ ˆ
E i j i j i j j i

C M E k r     
 بالتالي:

(63.3)       
0 0 0

, ,

1 1ˆˆ ˆ ,E
i j i j i j j i

C
M E k r    

  
   

        أو:
(64.3)      2

0 0 0
, ,

1 1 1

2

ˆˆ ˆ ,Ei j i j i j j i
M E C k r

t
    

  


  


 

 :ش أٍ(3.25)1الخواص التناظرية ينتج عن ذلك وعن

(65.3)    
 

   

2

0 0

0

0 0 0

, ,

, , , ,

1 1

2

1 1

ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ,
2

Ei j i j i j i j

i j i j i j j i

M E C k
t

t
k k r

t

   
 

    
  


  




  


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، Divergence Theorem، مـن ثـم باسـتخدام الــ Bفـي (65.3)بمكاممة طرفي العلاقة 
   نجد أن:

(66.3)
2 0

0 0

0 0 0

, ,

, , ,

1

2

1 1 1

d d ˆˆ ˆ d d d
d 2 d

ˆ ˆ ˆd d d ,

Ei j i j i j i j

i j i j i j j i

B B B

B BB

t
M E v C v k v

t t

k v k n a r v

   
 

    
  

  

  

  

  

 

 نحصل عمى:  (61.3)في  (66.3)أخيراً، بتعويض 

(67.3)

2

0

0

0 0

0 0

, , , ,

,

1 1 1

2 2 2

1

1 1

d ˆ ˆ ˆˆ ˆ d d d
d

ˆ ˆ ˆ ˆˆd d d
2

ˆ ˆ ˆˆ d d d ,

Ei i i j k i j k

i j i j i j i j i j i j

i i i j j i

B B B

B B B

B BB

u u v C E E v C v
t

t
k v k v u S n a

u b v k n a r v

 


   
 

  
 






  




   



  

  

  

  

 

، وبـزمن L-S) (وهو قانون انحفـاظ الطاقـة الكميـة لمجسـم الترمودينـاميكي  المعمـم، المـرن  
}ˆاسترخاء واحد، بمغة , }iu 5

.    
، وبــزمن L-S) (لطافــة الكميــة لمجســم الترمودينــاميكي  المعمــم، المــرن نحفــاظ اا قــانون    

ˆاسترخاء واحد، بمغة ˆ{ , }i j iS q:     
، ويمكــن الوصــول إلــى هــذا القــانون (47.3)يتعمــق هــذا القــانون بالمعــادلتين التنســوريتين   

ˆبـــ (3.47)1بضــرب طرفــي المعادلــة .[1] باتبــاع مــايمي
i jS بـــ (3.47)2 والمعادلــةˆ

iq ،
 نحصل عمى المعادلتين التاليتين:، 4  وبالأخذ بعين الاعتبار الاسناد الهامشي

(68.3) 
 

 

1

1

1
, ,,

1

,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ,

Si k k i j i j k k i j i j k k i jj

Si i j i j i jj

S S K S S C A q S

b S C A S r













  

 

 

(69.3)     0
1 1 1

, ,, ,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,pq p qS S Sk k i i j i j i iii i
C q q q q C A S q C r q      

                                                 
5
ˆًَ كلاً  بلاماسح يِبغي (67.3) في 

i jEٕˆ
j iS بٌا يسإيْ بللاهةˆ , }{ iu ؛ (53.3)ٕ (50.3) اهعلاقحيَ باسحضلاى

 ٕجزكث بٔذا اهنلن هوسٖٔهة.
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 تبار بأن:لكن بالأخذ بعين الاع
(70.3)          1 1 1

, , , ,, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,i k k i j i k k i j i k k i j jj j
S S S S S S      

(71.3)              1 1 1
, , , ,, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,S S Sk k i k k i k k i ii i
C q q C q q C q q    

(72.3)     1 1 1
,

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ,pq p q pq p q pq p qS S Si i i i
i i

C A S q C A S q C A S q    

، مـــن ثـــم بمكاممـــة طرفـــي العلاقتـــين (69.3)و (68.3)، فـــي (70.3)-(72.3)بتعـــويض 
 ، نجد أن: Divergence Theoremم الـ ، من ثم باستخداBالناتجتين في

(73.3)         

 

1 1

1

, , ,

1
,

1

,

ˆ ˆ ˆ ˆˆ d

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆd d

ˆ ˆ ˆ ˆd d ,

i k k i j j i k k i j j

Si j k i j k i j i j k k

Si i j i j i jj

BB

B B

B B

S S n a S S dv

K S S v C A S q v

b S v C A S r v

 



 











  

  

 

 

 

 

(74.3)          

 

0 0

0

0

1 1
, , ,

1

1 1
, ,

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆd d

1 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆd d

1ˆ ˆ ˆ ˆd d ,

S Sk k i i k k i i

pq p qSi j i j i i

pq p qS Si i ii

BB

B B

B B

C q q n a C q q v

q q v C A S q n a

C A S q v C r q v

 






 



 







 

 

 

 

 

 

 تـيالآ الكميـة الطافـة انحفـاظ قـانون عمى نحصل دود،حال بترتيب ثم السابقتين، المعادلتين بإضافة
ˆرخاء واحد، بمغة، وبزمن استL-S) (لمجسم الترموديناميكي  المعمم، المرن  ˆ{ , }i j iS q:      

(75.3)
 

   

1

1

1

0

0 0 0

1
0

, ,

2
1

,

1 1

,,

1
,

1 1

2 2

1

d ˆ ˆ ˆ ˆˆ d
d

1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆd d d
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ d

ˆ ˆ ˆˆ

i k k i j j i j k i j k

S k k i j i j i j i j

S Si i j i j i j iij

pqSi k k i j j

B B

B B B

B

S S dv K S S v
t

t
C q v q q v q q v

b S C A S r C r q v

S S n C A



 
  

 













 




 




  



 
   

  

 

 

  



 1
0 ,

ˆ ˆ ˆ ˆ dp q k k i i
B

S q q n a 



 
  
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الشكل التنسـوري الصـامد ، المتمثمة بمناقشة  [12]، تمزمنا أيضاً نتائج البحث في البحث   
 (L-S)لمجسـم الترمودينـانيكي المعمـم  Lameللأسس الترموديناميكيـة المعممـة  ولوصـف 

ـــــر ـــــل المنـــــاحيالم غي ـــــألف    .تجـــــانس وغيـــــر متماث للأســـــس ، دالتنســـــوري الصـــــام الشـــــكليت
والــذي  ،غيــر المتماثــل المنــاحيالمتجــانس و غيــر (، L-S)لمجســم الترموديناميكيــة المعممــة 

فـي المتنوعـة الاقميديـة ثلاثيـة  Bوالمحـدودة في لحظة البـدء المنطقـة بسـيطة التـرابط يشغل
B التالية المحققة في ة،د، يتألف من المعادلات التنسورية الصام3Rالبعد A  [12]: 

(76.3)                         1
: [ ( ) ]

2

T  E u u 
(77.3)                             div S +b = u 
(78.3)                   0div : ,Er C    q = M E 
(79.3)                             , S C E M 
(80.3)                             ,  q k 

B التالية المحققة في ة،دمن المعادلات التنسورية الصامأو  A:    
(81.3)                        1

: [ ( ) ]
2

T  E u u 
(82.3)                            div S +b = u 
(83.3)                  0div : ,Sr C    q = A S 
(84.3)                           , E K S A 
(85.3)                             ,   q 

iالرمــز:  حيــث: i  e؛  ,
ˆgrad i j i ju u u = e e، والرمـــز الرمــزT

Q يـــدل 

Qالتنســـوري منقـــول المقطـــع عمـــى
divيرمـــز لمتفـــرق: divالرمـــزو  ، 6 )ˆ

j j i iSS = ( e ،

؛ kXيمثـل المشـتق الجزئـي بالنسـبة لمموضــع kحيـث
,

ˆ
ˆ ˆj i

k j i j i k
k

S
S S

X






 ،

M:الرمــزو  E  لممقطــع التنســورييمثــل الجــداء الــداخميˆ
i j i jM M = e e  مــع المقطــع

ˆالتنسوري
i j i jE E e e، ـ ب يعطى تعريفه وبحسب: ˆ ˆ: i j i jM EM E. :كما أن 

                                                 
6
 .6صفةة  [10]اُظز  



 رامح رجب ديب   نتجب الحسند.م أ  .   2022 عام  1العدد   44ث   المجلد مجلة جامعة البع

 

 

78 

  ˆ ˆ
i j k k i jC E C E e e :ًأخيرأ ،

,
ˆ
i j j ik k e  .            

لمجســـــم   Lameلمنمـــــوذج الرياضـــــي مـــــن نـــــوع  الشـــــكل التنســـــوري الصـــــامد أمـــــا         
والـذي يشـغل فـي  المتجانس، وغير متماثل المنـاحي، غير ،(L-S)الترموديناميكي المعمم 

، 3Rدودة فـي المتنوعـة الاقميديـة ثلاثيـة البعــدومحــ Bلحظـة البـدء المنطقـة بسـيطة التـرابط
 النظـام مـن الرياضـي هذا انموذج عمى نحصلباتباع مايمي. [13] في الحصول عميه فقد تم

,التنسـورية: المقـاطع ، بحـذف(76.3)-(80.3) التنسوري الصـامد المعادلاتي ,E S q، ذلـك 

 :  [8,10]أن الاعتبار بعين الأخذ ثم من ،(79.3)و (78.3) في (76.3) بتعويض مايمي. باتباع

(86.3)

 

      

: ( ) : , ( ) ,

1
: : ( ) : ,

2

1 1
( ) ( ) ,

2 2

T T

T

T T

  
 

  
 

       
   

   

  

    

M u M u C u C u

M E = M u u M u

C E C u u C u C u C u

 

Bفي تينالمحقق تينالتالي ،تينالصامد وريتينتنسال ينفنحصل عمى المعادل A : 
(87.3)                0div : ,Er C     q = M u 
(88.3)                          , S C u M 

عــن  M ٕEC، وبالأخــذ بعــين الاعتبــار اســتقلال(87.3)عمــى طرفــي  Lبتطبيــق المــؤثر
Bالزمن نحصل عمى المعادلة التنسورية الصامدة التالية المحققة في A    : 

(89.3)            0div : ) ,(Er C     q = M u 
، نحصـل عمـى (79.3) في (80.3)و (77.3)في  (88.3) بتعويضفي الخطوة الأخيرة، 

Bمعادلتي الإزاحة والحرارة التاليتين بشكمهما التنسوري الصامد في A :      
(90.3)                     div div , C u + M +b = u 
(91.3)                 0div : ) ,(Er C    k = M u 

 :] [p.12,10وبما أن 

(92.3)                
 

     

, div div ,

div . div . ,

T

T

  

  

  





   

k k M M M

k k + k
 

B، الشكل التالي في(90.3)-(91.3)فتأخذ المعادلتان التنسوريتان  A   : 
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(93.3)             div div ,   C u + M M +b = u 
(94.3)       0. . div : ) ,(EC r         k + k M u 

 إلى ذلك نضيف الشروط الحدية والابتدائية التالية:
 : Bفي الشروط الابتدائية   
(95.3)                         0 0,   , u u u u  
(96.3)                         0 0,   ,      

0اطقة: حيث المقاطع التنسورية الن 0 0 0{ , , , } u u مفروضة في B، 
Bالشروط الحدية عمى    A  : 
(97.3)           1on    ,B A  u u   
(98.3)             2on    ,B A    C u M n S 
(99.3)           3on    ,B A      
(100.3)          4on    ,q B A    k n 
} :الصـــــــامدين التنســـــــوريين المقطعـــــــين نـــــــدعو: 1تعريـــــــف   , }u )المحققـــــــين ،)النتـــــــائج 

لمشـــــروط و ، (93.3)-(94.3)الترموديناميكيـــــة المعممـــــة  التنســـــورية الناطقـــــة، لممعـــــادلات
ســــــموك ، نــــــدعوهما ب(97.3)-(100.3)شــــــروط الحديـــــة لمو  (95.3)-(96.3) الابتدائيـــــة

Lame ،الترموديناميكي المعمــم فــيالتنســوري الصــامدB A  لمجســم (L-S)والمتوافــق ، 

 :)المسببات( المفروضة الترموديناميكية الحمول مع
(101.3)              0 0 0 0{ , , , , , , , , , }r q     b u u u S 
 

 النتائج والمناقشة:. 4      
 (L-S) المعمـم انحفاظ طاقة الجسـم الترمودينـاميكي نلقانو  الصامد التنسوري الشكل سنناقش

}بمغة  واحد، استرخاء بزمن , }uوبمغة ، { , }S q، متماثـل وغيـر متجـانس،غير  الجسم حيث 

 الاقميديــة نوعــةالمت فــي ومحــدودة التــرابط بســيطةBمنطقــة لحظــة البــدء، فــي ويشــغل المنــاحي،

، [4,5,6,12]باتبــاع طريقــة هــي تعمــيم الطريقــة المســتخدمة فــي  وذلــك ،3Rالبعــد ثلاثيــة
انطلاقـــاً مـــن حقيقيـــة أن اللامتغيـــرات ومنهـــا المقـــاطع التنســـورية، لا تتغيـــر بتغييـــر النظـــام 

    .المنحني الاحداثي
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 Ignaczak لمعـادلات الصـامد التنسـوري الشكل تاجاستن فيمايمي يمزمنا ، بدالةً،في هذا الفقرة
}بـمغة , }S qالمرن المعمم، الترموديناميكي الجسم لأجل ) (L-S، والتـي  اسـترخاء واحـد، بـزمن

انحفـــاظ طاقـــة الجســـم  لقـــانون ســـنحتاجها فيمـــا بعـــد فـــي اســـتنتاج الشـــكل التنســـوري الصـــامد
}بمغـــــة  واحـــــد، ترخاءاســـــ بـــــزمن (L-S) المعمـــــم الترمودينـــــاميكي , }S q، غيـــــر  الجســـــم حيـــــث

 ومحـدودة التـرابط بسـيطةBمنطقـة لحظـة البـدء، فـي ويشـغل المنـاحي، متماثـل وغيـر متجانس،

   .3Rالبعد ثلاثية الاقميدية المتنوعة في
 ًمَ وو  u ٕEالمقـاطع التنسـورية   لمحصول عمي هـذا المعـادلات نقـوم بحـذف    

 :] [10 باهنلن ̂لنعرف المؤثر باتباع مايمي.، (81.3)-(85.3)

(1.4)                 1

2

ˆ sym [ ( ) ] ,T     Q Q Q Q       

Bأي ًاطر ًحجٔي ىوط Qحيث  A. 
ـــ( (82.3)عمــى طرفــي المعادلــة  ̂بتطبيــق المــؤثر  بعــد ضــرب طرفيهــا ب

1 (،  مــن ثــم
بعـــد ضـــرب ( (83.3)طرفـــي المعادلـــة  وبتطبيـــق المـــؤثر ،(81.3)باســـتخدام العلاقـــة 

 طرفيها بـ

1
SC  ( ،ين، التاليتينالصامد تينالتنسوري تيننحصل عمى المعادل:   

(2.4)                   1 1divˆ ˆ ˆ    S + b = u = E 
(3.4)        0

1 1 1div : ,S S SC C r C        q = A S 
 أو:
(4.4)                        1 1divˆ ˆ    S = bE 
(5.4)           0

1 1 1div : ,S S SC C C r       q A S = 
   :7تينحصل عمى المعادلن ،(5.4)في  (85.3)و ،(4.4)في  (84.3)بتعويض 

(6.4)                   1 1divˆ ˆ       S K S A = b 
(7.4)           0

1 1 1div : ,S S SC C C r     q q A S = 
1عـد ضـرب طرقيهـا بــ، ب (83.3) مـن المعادلـةهذا من جهة أولـى. مـن جهـة ثانيـة، 

SC  ،
 نجد أن:من ثم اشتقاق المعادلة الناتجة جزئياً بالنسبة لمزمن، 

                                                 

7
ًسحاوة ىَ اه ًَ أٍ: اهٌعاًلات اهٌادية كٍٖ ىَ يِحج     

..
K S = K S :ش كلهك الأًز  .. A = A. 



,u}بوغة  (L-S)ًبلأ اُةفاط اهطاقة اهلوية هوجسي  }ٕبوغة{S,q}ش باهنلن اهحِسٖري اه اًل 

 08 

 (8.4)                0
1 1 1div : ,S S SC C r C     q = A S 

 :أو
(9.4)                 0

1 1 1div : ,S S SC C C r      q A S 
   ش ُجل:Aوبضري طرفي العلاقة السابقة بالمقطع التنسوري 

(10.4)            0
1 1 1div : ,S S SC C C r      A A q A A S A 

 :    الآن، بما أن
(11.4)              ˆ ˆ

i j k i j kA A    A A e e e e 
 فبسهولة عندئذٍ يمكن التأكد من أن:

(12.4)                           :     A A S A A S 
 ، نجد:(10.4)في  (12.4)بتعويض 

(13.4)      0
1 1 1div ,S S SC C C r         A A q A A S A 

 ، نحصل عمى:(6.4)في  (13.4)بتعويض 

(14.4)   
   

 

1
0

1

1 1

1

div divˆ

ˆ

S S

S

C C

C r









 



         

 









S K S A A S A q

b A
 

    بما أن: و 

(15.4)     
 2

0 0
1 1

S SC C                   

    

K S A S K A A S

K S
 

 :حيث
(16.4)                          0

1
SC   K K A A 

 نحصل عمى: (14.4)في  (15.4)بتعويض  ف
(17.4)     1 11 1div divˆ ˆ

S SC C r         S K S A q b A 
 ندعوا جممة المعادلتين:  

(19.4) 
   

     

1 1

0

1 1

1 1 1

div div ,

div : ,

ˆ ˆ
S S

S S S

C C r

C C C r

   

  

     

 

 

  

S K S A q b A

q q A S =
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}بــمغة Ignaczak لمعـادلات الصـامد التنسوري الشكلب  , }S qالترمودينـاميكي الجسـم لأجـل 

   .استرخاء واحد بزمن ،L-S) ( المرن المعمم،
الطافــــة الكميــــة لمجســــم الترمودينــــاميكي  قــــانون انحفــــاظ ل الشــــكل التنســــوري الصــــامد أ.  4.

}، وبزمن استرخاء واحد، بمغةL-S) (المعمم، المرن  , }u:     
. بهــــدف (93.3)-(94.3)و (76.3) -(80.3) هــــذا القــــانون يتوافــــق مــــع المعــــادلات   

، (76.3)-(79.3)لمعـــادلات عمـــى ا Lالحصـــول عمـــى هـــذا المعـــادلات، نطبـــق المـــؤثر
جبممليوي ًممر  Lونأخــذ بهــين الاعتبــار اســتقلال المعــاملات الماديــة عــن الــزمن، وأن المــؤثر

 ، فنحصل بذلك عمى المعادلات التالية:اهٌنحاات اهج ئية باهِسبة هٌحةٖلات اهٌٖضر
(20.4)                         1

: [ ( ) ]
2

T  E u u 
(21.4)                             div S +b = u 
(22.4)                    0div : ,Er C    q = M E 
(23.4)                             ,   S C E M 
(24.4)                              ,  q k 

 ، نجد: u، داخمياً بـ (21.4)بضرب طرفي المعادلة 
(25.4)                     .div . . ,u S +b u = u u 

 :  8أن (20.4)ينتج عن ذلك وعن 
(26.4)                    .div . . ,u S +b u = u u 
(27.4)             21

2
div : . ,

t






Su E S + b u = u 

 أن: ، (23.4)عن هذا من جهة أولى. ومن جهة ثانية، ينتج 
(28.4)                 : : : ,   E S C E E M E 

 ، أن:Cولكن ينتج عن الخواص التناظرية لممقطع التنسوري من المرتبة الرابعة: 
(29.4)                  1

2
: : ,

t


      

C E E C E E 

                                                 
8
Sش  جحةاق اهعلاقة: Pًَ أجن أي ًاطر جِسٖري ًَ اهٌزجبة اهلاُية:   : P S : symP  . 
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 00 

 ، نحصل عمى:(28.4)في  (29.4)بالتالي بتعويض 
(30.4)                    1

2
: : : ,

t



   

E S C E E M E 

 ، نجد:(27.4)في  (30.4)فبتعويض 
(27.4)        21

2
div . : : ,

t
 

      
Su + b u = u C E E M E 

 نجد:  ،Divergence Theorem الـ باستخدام ثم من ،Bفي السابقة العلاقة طرفي بمكاممة

(28.4)  
 

   21

2

. d . d

d
: d : d ,

d

BB

B B

a v

v v
t

 



 

      

 

 

Su n b u

C E E u M E

 

 ، نجد:(22.4)في  (24.4)الآن، بتعويض 
(29.4)                   0 : div ,EC r   M E = k     

 بالتالي:
(30.4)           

0 0 0

1 1
: div ,EC

r    
  

    M E k     

 أو:       
(31.4)      2

0 0 0

1 1 1

2
: div ,EC r

t
    

  


    

M E k 

 :] [10 وبما أن
(32.4)         div div . ,               k k k 

 ، نجد:(31.4)في  (32.4)بتعويض 

(33.4)    
     

 

2

0 0

0 0

1 1

2

1 1

: .

div ,

EC
t

r

   
 

  
 


 



   

 



M E k

k

 

 وبما أن: 

(34.4)                   0 01 t t
t

   
  

     
  

    
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 بالشكل: (33.4)فتصبح العلاقة 

(35.4)    
     

   

2

0 0

0

0 0 0

1 1

2

1 1

: .

. div ,

EC
t

t
r

   
 

    
  


  



    

 

  

M E k

k k

 

 :ش أkٍلممقطع التنسوري من المرتبة الثانية ينتج عن ذلك وعن الخواص التناظريةلكن 
(36.4)               

1

2
. . ,

t
   


   

   k k 

   بالشكل: (35.4)وبذلك تصبح العلاقة 

(37.4)
     

   

2

0 0

0

0 0 0

1 1

2

1 1

2

: .

. div ,

EC
t

t
r

t

   
 

    
  


  




       

 

  

M E k

k k

 

 نجد:  ،Divergence Theorem الـ باستخدام ثم من ،Bفي (37.4) العلاقة طرفي مكاممةب

(38.4)
   

   

2 0

0 0

0 0 0

1

2

1 1 1

d d
: d d . d

d 2 d

. d . d d ,

E
B B B

B BB

t
v C v v

t t

v a r v

   
 

    
  

  

  

 

  

  

  

M E k

k k n

   

 نحصل عمى:  (28.4)في  (38.4)أخيراً، بتعويض 

(39.4)

 

     

 

2 2

0

0

0 0

0 0

1 1 1

2 2 2

1

1 1

d
d : d d

d

. d . d . d
2

. d . d d ,

E
B B B

B B B

B BB

v v C v
t

t
v v a

v a r v

 


   
 

  
 






     




   



  

   



  

  

  

u C E E

k k Su n

u b k n
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 188 

قـــــانون انحفــــاظ الطاقـــــة الكميـــــة لمجســـــم الترمودينـــــاميكي  الشـــــكل التنســـــوري الصـــــامد لوهــــو 
}، وبزمن استرخاء واحد، بمغةL-S) (المعمم، المرن  , }u

9. 
 

ة الكميــة لمجســم الترمودينــاميكي  قــانون انحفــاظ الطافــل الشــكل التنســوري الصــامد . ب4..   
}، وبزمن استرخاء واحد، بمغةL-S) (المعمم، المرن  , }S q: 

، ويمكــن الوصــول إلــى هــذا القــانون (19.4)يتعمــق هــذا القــانون بالمعــادلتين التنســوريتين   
وطرفــــــــي المعادلــــــــة  Sداخميــــــــاً بـــــــــ(4.19)1بضــــــــرب طرفــــــــي المعادلــــــــة .باتبــــــــاع مــــــــايمي

ــــــ(4.19)2 ـــــاً ب ـــــار الاســـــناد الهامشـــــيqداخمي ـــــى 8 ، وبالأخـــــذ بعـــــين الاعتب ، نحصـــــل عم
 المعادلتين التاليتين:

(40.4)     
     

   

1

1

1

1

div div

,

S

S

C

C r













      

  
 









S : S K S : S A q : S

b : S A : S
 

(41.4)     
     

 

0
1 1

1

div . . : .

. ,

S S

S

C C

C r

 



    
   

 
 

 



q q q q A S q=

= q


 

 :[10]الأخذ بعين الاعتبار أن لكن ب
(42.4)        1 1 1div div div div . div ,        

   
 S : S S S S S 

(43.4)          1 1 1div . div div div div ,S S SC C C      
  

 q q = q q q q 
(44.4)           1 1 1: . div : : div ,S S SC C C      

  
 A S q A S q A S q 

 نجد: ،(41.4)و (40.4)، في (42.4)-(44.4)بتعويض 

(45.4)   
       
     

1 1

11 1

div div div . div

div ,S SC C r

 



 

 

       

   
 


S S S S K S : S

A q : S b : S A : S
 

 

(46.4) 
       

     0 0

1 1

1 1 1

div div div div .

div : : div . ,

S S

S S S

C C

C C C r 

 

  

    
 

   
   



q q q q q q

A S q A S q= q


 

                                                 
9
,بٌا يسإيْ بللاهة EٕSيِبغي اسحبلام كلاً ًَ (39.4)في   }{ u َ؛ (23.4)ٕ (20.4)باسحضلاى اهعلاقحي

 ٕجزكث بٔذا اهنلن هوسٖٔهة.
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، Divergence Theoremثم باسـتخدام الــ  من ،Bفي السابقتين علاقتينال طرفي بمكاممة
 نجد أن: 

(47.4)          
       

   

   

1 1

1

1

1

div d div . div

d div d

d d ,

.

S

S

BB

B B

B B

a dv

v C v

v C r v

 



 











    

   
 


 

 

 

S Sn S S

K S : S A : S q

b : S A : S

 

(48.4)    

     

   

   

0 0

0

0

1 1

1

1 1

1 1
div . d div div d

1
. d : . d

1
: div d . d ,

S S

S

S S

BB

B B

B B

C a C v

v C a

C v C r v

 





 



 







 

  
 


 

 

 

q q n q q

q q A S q n

A S q q

 

، و  K وبالأخــذ بعــين الاعتبــار، الخــواص التناظريــة لكــلٍ مــن المقطعــين التنســوريين:
 وبما أن: 

(49.4)                             0 01 t t
t

 
 

 
q = q = q + q 

 بالشكل: (48.4)و (47.4)فتصبح العلاقتان 

(50.4)          

     

   

   

21 1

1

1

1

1

2

1

2

d
div d div

d

d
d div d

d

d d ,

.

S

S

BB

B B

B B

a dv
t

v C v
t

v C r v

 



 











    

   
 


 

 

 

S Sn S

K S : S A : S q

b : S A : S

 

(51.4)

   

     

   

2

0 0

0

0 0

0

1 1

1

1 1

2

1 1 d
div . d div d

d

d 1
. d . d : . d

2 d

1
: div d . d ,

S S

S

S S

BB

B B B

B B

C a C v
t

t
v v C a

t

C v C r v

 

 



 



 







  

  
 


 

  

 

q q n q

q q q q A S q n

A S q q

  



,u}بوغة  (L-S)ًبلأ اُةفاط اهطاقة اهلوية هوجسي  }ٕبوغة{S,q}ش باهنلن اهحِسٖري اه اًل 

 188 

 تـيالآ الكميـة الطافـة انحفـاظ قـانون عمـى نحصـل دود،حـال بترتيب ثم السابقتين، المعادلتين إضافة
}، وبزمن استرخاء واحد، بمغةL-S) (لمجسم الترموديناميكي  المعمم، المرن  , }S q:   

(52.4) 

   

     

      

       

21

2 0

0 0 0

1 1
0

1 1
0

1

1 1

1

1 1

2 2

2

d
div d

d

1 1
div d . d . d

2

. d

div . : div . d

S

S S

S

B B

B B B

B

B

dv v
t

t
C v v v

C r C r v

C a

  













 

 



 






    




   



     
   

   
 

 

 

  





S K S : S

q q q q q

b : S A : S q

S Sn A S q q n

  

 
 المقترحات:الاستنتاجات و  .5      
قانون انحفاظ الطافة الكمية ل الصامدلتنسوري استنتجنا الشكل ا الاستنتاجات: )أولا   

}، وبزمن استرخاء واحد، بمغةL-S) (لمجسم الترموديناميكي  المعمم، المرن  , }uوبمغة 
{ , }S qلجسم حيث ا ش(L-S)  متجانس وغير متماثل المناحي، ويشغل في لحظة غير
تكمن و . 3Rفي المتنوعة الاقميدية ثلاثية البعدمحدودة  Bرابطمنطقة بسيطة التالبدء 
 ذيالملائم ال ،الإحداثيات المنحنيةفي نظام  كتابة هذا الطاقة بأنه يمكن النتائجأهمية 
  حل المسألة. فيه تسهل

 :  الآتيةمسائل لممناقشة، هي  ثثلايمكن أن نختتم البحث باقتراح  المقترحات: )ثانيا      
ـــى:       ـــاطق التنســـوري الشـــكل مناقشـــة المســـألة الأول فـــي نظـــام احـــداثي منحنـــي كيفـــي،  الن

 (L-S)الترموديناميكيــة المعممــة لمجســم   Lameللأســس الترموديناميكيــة المعممــة ولعمميــة 
   .المتجانس وغير متماثل المناحي

}بمغـة  (L-S)فـاظ الطاقـة الكميـة لمجسـم مبـدأ انحمناقشة  :الثانية المسألة      , }u  ٕبوغمة

{ , }S qالتنسوري الناطق في نظام احداثي منحني كيفي ، ذلك بالشكل. 
النــاطق فــي نظــام إحــداثي منحنــي ن الصــامد و التنســوري ينمناقشــة الشــكم :الثالثــة المســألة    

 Lameوســـــــموك اميكيـــــــة المعممـــــــة بزمنـــــــي اســـــــتراحة العمميـــــــة الترمودينكيفـــــــي لكـــــــلٍ مـــــــن 
 ) (Green-Lindsay (G-L) الجسـم مـع والمتـوافقين اسـتراحة، بزمنـي المعمـم الترموديناميكي

   .المتجانس وغير المتماثل المناحيغير 
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