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 حمصشروط النشر في مجلة جامعة 
 الأوراق المطلوبة:

 2 بدون اسم الباحث / الكلية / الجامعة( + ة من البحث ورقي ةنسخCD / word  
 .لبحث منسق حسب شروط المجلةمن ا
  نقابة معلمين.طابع بحث علمي + طابع 

 :اذا كان الباحث طالب دراسات عليا 
يجب إرفاق  قرار تسجيل الدكتوراه / ماجستير + كتاب من الدكتور المشرف بموافقته 

 على النشر في المجلة.
  :اذا كان الباحث عضو هيئة تدريسية 

يجب إرفاق  قرار المجلس المختص بإنجاز البحث أو قرار قسم بالموافقة على اعتماده 
 سب الحال.ح

  : اذا كان الباحث عضو هيئة تدريسية من خارج جامعة البعث 
يجب إحضار كتاب من عمادة كليته تثبت أنه عضو بالهيئة التدريسية و على رأس عمله 

 حتى تاريخه.
  : اذا كان الباحث عضواً في الهيئة الفنية 

أس صفته وأنه على ر يجب إرفاق كتاب يحدد فيه مكان و زمان إجراء البحث ، وما يثبت 
 عمله.

يتم ترتيب البحث على النحو الآتي بالنسبة لكليات )العلوم الطبية والهندسية  والأساسية  -
 والتطبيقية(:

 عنوان البحث ـ ـ ملخص عربي و إنكليزي ) كلمات مفتاحية في نهاية الملخصين(.   
 مقدمة  -1
 هدف البحث  -2
 مواد وطرق البحث   -3
 النتائج ومناقشتها ـ  -4
 الاستنتاجات والتوصيات .  -5
 المراجع.  -6
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 –بية التر   -الاقتصـــــاد –الآداب )  يتم ترتيب البحث على النحو الآتي  بالنســـــبة لكليات -
 التربية الموسيقية وجميع العلوم الإنسانية(: –السياحة  –الحقوق 

 عنوان البحث ـ ـ ملخص عربي و إنكليزي ) كلمات مفتاحية في نهاية الملخصين(.    -
 ة.مقدم .1
 مشكلة البحث وأهميته والجديد فيه. .2
 أهداف البحث و أسئلته. .3
 فرضيات البحث و حدوده. .4
 مصطلحات البحث و تعريفاته الإجرائية. .5
 الإطار النظري و الدراسات السابقة. .6
 منهج البحث و إجراءاته. .7
 عرض البحث و المناقشة والتحليل .8
 نتائج البحث. .9

 مقترحات البحث إن وجدت. .10
 والمراجع.قائمة المصادر  .11

 يجب اعتماد الإعدادات الآتية أثناء طباعة البحث على الكمبيوتر:  -7
 .B5 25×17.5قياس الورق  -أ
 سم 2.5يسار  -2.5يمين   – 2.54أسفل  -2.54هوامش الصفحة: أعلى  -ب
 1.8/ تذييل الصفحة  1.6رأس الصفحة  -ت
  20قياس  Monotype Koufiنوع الخط وقياسه: العنوان ـ  -ث

 Simplified Arabicعادي ــــ العناوين الفرعية  13قياس  Simplified Arabicــــ كتابة النص 
 عريض.  13قياس 

 سم.12ج ـ يجب مراعاة أن يكون قياس الصور والجداول المدرجة في البحث لا يتعدى 
في حال عدم إجراء البحث وفقاً  لما ورد أعلاه من إشـــارات فإن البحث ســـيهمل ولا يرد  -8

 البحث إلى صاحبه.
يم أي بحث للنشـــــر في المجلة يدل ضـــــمناً  على عدم نشـــــره في أي مكان  خر، وفي تقد -9

 حال قبول البحث للنشر في مجلة جامعة البعث يجب عدم نشره في أي مجلة أخرى.
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 الناشر غير مسؤول عن محتوى ما ينشر من مادة الموضوعات التي تنشر في المجلة  -10
[ ثم رقم الصــفحة ويفضــل اســتخدام 1تكتب المراجع ضــمن النص على الشــكل التالي:   -11

حيث يشير الرقم إلى رقم المرجع الوارد  WORDالتهميش الإلكتروني المعمول به في نظام وورد 
 في قائمة المراجع. 

 تكتب جميع المراجع باللغة الانكليزية )الأحرف الرومانية( وفق التالي:
 آ ـ إذا كان المرجع أجنبياً:

الحرف الأول من الاسم تتبعه فاصلة ـــ سنة النشر ـــ وتتبعها معترضة  الكنية بالأحرف الكبيرة ـــ   
ــ الطبعة ) ثانية  -)  ــ دار النشر وتتبعها فاصلة ـ ( عنوان الكتاب ويوضع تحته خط وتتبعه نقطة ـ

 ـ ثالثة ( ـ بلد النشر وتتبعها فاصلة ـ عدد صفحات الكتاب وتتبعها نقطة.
 وفيما يلي مثال على ذلك:
. Willy, New York, Flame Spectroscopy –, R1986MAVRODEANUS-

373p.  
 ب ـ إذا كان المرجع بحثاً  منشوراً  في مجلة باللغة الأجنبية:

ـــــــــــ بعد الكنية والاسم وسنة النشر يضاف عنوان البحث وتتبعه فاصلة، اسم المجلد ويوضع تحته  ـ
ـــــــــ المجلد والعدد ) كتابة مختزلة ( وبعدها  ـــــــــ أرقام الصفحات الخاصةخط وتتبعه فاصلة ـ  فاصلة ـ

 بالبحث ضمن المجلة.
 مثال على ذلك: 

, Vol.  Clinical Psychiatry NewsBUSSE,E 1980 Organic Brain Diseases 
4. 20 – 60 

 ج. إذا كان المرجع أو البحث منشوراً باللغة العربية فيجب تحويله إلى اللغة الإنكليزية و التقيد 
 ( In Arabicبالبنود )أ و ب( ويكتب في نهاية المراجع العربية: ) المراجع 
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 حمصرسوم النشر في مجلة جامعة 

 
ون ألف ليرة سورية عن كل بحث أربع( ل.س 50000دفع رسم نشر ) .1

 لكل باحث يريد نشره في مجلة جامعة البعث.
الف ليرة سورية عن كل بحث  مئة( ل.س 200000دفع رسم نشر )  .2

 للباحثين من الجامعة الخاصة والافتراضية .
( مئتا دولار أمريكي فقط للباحثين من خارج 200دفع رسم نشر )  .3

 القطر العربي السوري .
آلاف ليرة سورية رسم موافقة على  ستة( ل.س 15000دفع مبلغ )  .4

 النشر من كافة الباحثين.
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𝒙𝟐حل معادلة ديوفانتس  + 𝒚𝟐 = 𝒛𝟐   في𝑴𝒏(ℤ) باستخدام التقطير 
 

  حمصجامعة  –كليّة العلوم  –في قسم الرياضيات  أستاذ مساعدمحمّد إيّاد شراباتي /  د.

 حمصجامعة  –كليّة العلوم  –في قسم الرياضيات  أستاذ مساعد/  باسل حمدو العرنوس د.

 

 ملخّص البحث

 التي يكون مجموع مرّبّعي في هذه الأوراق ثلاثيّة من المصفوفات الصّحيحة,ندرس 
المسقطين الأوّل والثاّني يساوي مربّع المسقط الثاّلث, وأسمينا كل ثلاثيّة مصفوفات تحقّق هذا 

 الشّرط ثلاثيّة مصفوفات فيثاغوريّة.

قمنا في هذه الأوراق بدراسة توليد ثلاثية مصفوفات فيثاغوريّة جديدة انطلاقاً من ثلاثيّة 
إمكانيّة إيجاد ثلاثيّة مصفوفات فيثاغوريّة انطلاقاً من مصفوفة واحدة,  موجودة, ومن ثمّ درسنا

 وفق الحالات الآتية:

 . مصفوفة صحيحة قطريّة.1

 . مصفوفة قابلة للتقطير وقيمها الذّاتيّة صحيحة وتملك مصفوفة متّجهات ذاتيّة 2

 .1−أو  1+صحيحة ومحدّدها     

 

 الكلمات المفتاحيّة:

 .مصفوفة قابلة للتقطير –مصفوفة قطريّة  –ثلاثيّة مصفوفات فيثاغوريّة 

  



𝒙𝟐حل معادلة ديوفانتس  + 𝒚𝟐 = 𝒛𝟐   في𝑴𝒏(ℤ) باستخدام التقطير 
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Solving Diophantine Equation 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒛𝟐 in 𝑴𝒏(ℤ) Using a 

Diagonalization Method 

 

Dr. Mohamad Eyad Charabati 
Department of Mathematics – Faculty of Science – Homs University 

Dr. Basel Hamdo Alarnous 

Department of Mathematics - Faculty of Science - Homs University 
 

Abstract 

We study in this paper the triple of integer matrices that satisfies 
the sum of squares of the first and second matrices is equal to the square 
of the third one. We call this triple by matrix Pythagorean triple. 

We study the generation of new matrix Pythagorean triple by 
another triple and then the ability to find this triple by one matrix in the 
following cases: 

1. Diagonal integer matrix 

2.Diagonalizable matrix with integer eigenvalues and its eigenvectors 
matrix has determinant +1or -1. 

 

Key Words: 

The Matrix Pythagorean Triple - Diagonal matrix - Diagonalizable matrix. 
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𝒙𝟐ل معادلة ديوفانتس ح + 𝒚𝟐 = 𝒛𝟐   في𝑴𝒏(ℤ) باستخدام التقطير 

 .مقدّمة𝟏

لعلّ من أهم المبرهنات التي تعلق في الذهن في مجال الهندسة, هي مبرهنة فيثاغورث 
في المثلّث القائم: مساحة المربّع المُنشأ على الوتر, تساوي مجموع مساحتي  »والتي تنص على: 

نّما أي مضلّع منتظ«المُربّعين المنشأين على الضّلعين القائمتين  م ,  وليس المربّع فحسب , وا 
 مُنشأ على أضلاع المثلّث القائم, وكذلك أنصاف الدوائر المُنشأة على أضلاع المثلّث القائم.

,لتكن    ,a b c  أطوال أضلاع مثلّث قائم طول وترهc :فإنّه وبحسب مبرهنة فيثاغورث , 
2 2 2a b c  

2ما بعد لإيجاد الحلول الصّحيحة لمعادلة ديوفانتس: انتقلت الدّراسة في 2 2x y z . 

وسمّي كل حل من هذه الحلول ثلاثيّة فيثاغوريّة, وبدأت تطبيقات هذه الثّلاثيّات تظهر 
 شيئاً فشيئاً. 

كانت الفكرة التي تمّ الانطلاق منها في هذا البحث هي إيجاد حلول لمعادلة ديوفانتس 
بقة على شكل مصفوفات صحيحة, واهتمامنا في هذا البحث ينصب على إيجاد ثلاثيّة السّا

مصفوفات فيثاغوريّة بمدخلات صحيحة فقط, لأنّه من أجل مدخلات أعداد عاديّة فإنّه بالإمكان 
, أي إنّه ℚوعناصرها من  nمن المرتبة  Pتوليد ثلاثيّة فيثاغوريّة باختيار مصفوفة مربّعة ما 

A,بالإمكان إيجاد مصفوفتين مربّعتين   C  من المرتبةn  وعناصرها منℚ  انطلاقاً من
2بحيث يكون:  Pالمصفوفة  2 2P C A  [1]. 
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 . هدف البحث𝟐

يهدف البحث إلى توليد ثلاثيّة مصفوفات صحيحة فيثاغوريّة انطلاقاً من ثلاثيّات محدّدة, 
 أو انطلاقاً من مصفوفة صحيحة.

 . أهميّة البحث:𝟑

عند إيجاد ثلاثيّة مصفوفات صحيحة فيثاغوريّة انطلاقاً من مصفوفة صحيحة, هذا يعني 
فير لحصول على براميترات أكثر, ولهذا دور مهم في عمليّة تشأنّه بمعرفة بعض البراميترات يمكن ا

 البيانات, بالإضافة إلى إمكانيّة تصنيف جديدة للمصفوفات بكونها فيثاغوريّة أم ليست كذلك.

 . المناقشة و النّتائج𝟒

 [𝟐] :𝟏تعريف 

ندعو المصفوفات المربّعة والتي عناصرها أعداد صحيحة, بالمصفوفات الصّحيحة, 
 .𝑀𝑛(ℤ)بالرّمز  nونرمز لمجموعة المصفوفات الصحيحة من المرتبة 

 [𝟐]: 𝟐تعريف 

𝐴,𝐵,𝐶لتكن  ∈ 𝑀𝑛(ℤ)  نسمّي الثّلاثيّة , ,A B C  فيثاغوريّة, ثلاثيّة مصفوفات
 إذا تحقّقت العلاقة:

2 2 2A B C  
 :𝟏مثال 

 .𝑀2(ℤ)إنّ الثّلاثيّة الآتية هي ثلاثيّة فيثاغوريّة في 

5 1 5 3 7 3
, ,

2 1 2 1 3 1

      
      
      
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 :𝟏نتيجة

𝐴,𝐵,𝐶لتكن  ∈ 𝑀𝑛(ℤ) :بحيث تكون هذه المصفوفات قطريّة, معرّفة بالشّكل 

1 1 1

2 2 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
, ,

0 0 0 0 0 0n n n

A B C

  

  

  

     
     
       
     
     
     

  

إنّ الشّرط اللازم والكافي لتكون  , ,A B C :ثلاثيّة مصفوفات فيثاغوريّة, هو أن تكون الثّلاثيّات 

   , , ; 1,...,i i i i n    

 .ℤثلاثيّات فيثاغوريّة في 

 الإثبات:

 بما أنّ:
2 2

1 1

2 2

2 2 2 2

2 2

2

1

2

2 2

2

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

n n

n

A B

C

 

 

 







 
 

  
 
   

 
 
 
 
  
 

 

2فإنّنا نلاحظ أنّ الشّرط اللازم والكافي ليكون:  2 2A B C   :هو أن يكون 

 2 2 2 ; 1,...,i i i i n     
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 وبهذا يتم المطلوب.

 : 𝟐مثال

من أجل الثّلاثيّات      3,4,5 , 5,12,13 ,  , فإنّ الثّلاثيّة:  ℤالفيثاغوريّة في 7,24,25

3 0 0 4 0 0 5 0 0

0 5 0 , 0 12 0 , 0 13 0

0 0 7 0 0 24 0 0 25

      
      
      
      
      

 

 .𝑀3(ℤ)فيثاغوريّة في 

 :𝟏مبرهنة 

بفرض أنّ  , ,A B C ثلاثيّة مصفوفات فيثاغوريّة في𝑀𝑛(ℤ) وبفرض ,𝐿 ∈ 𝑀𝑛(ℤ)  بحيث
أنّ  det 1L    :ّعندئذٍ فإن 1 1 1, ,LAL LBL LCL    ثلاثيّة مصفوفات فيثاغوريّة

 .𝑀𝑛(ℤ)في

 الإثبات:

بما أنّ  , ,A B C  ثلاثيّة مصفوفات فيثاغوريّة في𝑀𝑛(ℤ) :ّفإن , 
2 2 2A B C  

 من جهة أولى يكون:

   

 

2 2
1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 2 1 2 1

.LAL LBL LAL LAL LBL LBL

LA L LB L L A B L LC L

     

   

  

    

 

 ومن جهة أخرى يكون:



 مجلة جامعة حمص                                       سلسلة العلوم الأساسية         
 د.باسل حمدو العرنوس     د.محمد إيّاد شراباتي                     2025عام  17العدد  47المجلد 

17 
 

 
2

1 1 1 2 1.LCL LCL LCL LC L     

 وبالتّالي فإنّ: 

     
2 2 2

1 1 1LAL LBL LCL    

𝐿بما أنّ  ∈ 𝑀𝑛(ℤ) و det 1L    :ّفإن𝐿−1 ∈ 𝑀𝑛(ℤ) وبالتّالي فإنّ كلّاً من ,
1 1 1, ,LAL LBL LCL   هي من𝑀𝑛(ℤ). 

 بهذا يتم المطلوب.

 :𝟑مثال

3من أجل ثلاثيّة المصفوفات  2 4 6 5 6
, ,

3 3 4 4 5 5
A B C
      

        
      

الفيثاغوريّة  

3. ومن أجل المصفوفة 𝑀2(ℤ)في 1

5 2
L

 
  
 

 , فإنّ ثلاثيّة المصفوفات: 

 1 1 1
21 15 78 50 75 49

, , , ,
38 27 134 86 130 85

LAL LBL LCL  
        

       
        

 

 .𝑀2(ℤ)ستكون فيثاغوريّة في 

 :𝟐نتيجة 

بفرض أنّ  , ,A B C ثلاثيّة مصفوفات فيثاغوريّة في𝑀𝑛(ℤ) وبفرض ,𝐿 ∈ 𝑀𝑛(ℤ)  ٍعندئذ
 فإنّ:

      1 1 1det ,det ,detL LAL L LBL L LCL   

 أي:
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      . .adj , . .adj , . .adjL A L L B L L C L 

 .𝑀𝑛(ℤ)ثلاثيّة مصفوفات فيثاغوريّة في 

 :𝟒مثال

 من أجل ثلاثيّة المصفوفات:

3 2 4 6 5 6
, ,

3 3 4 4 5 5
A B C
      

        
      

 

4,. ومن أجل المصفوفة 𝑀2(ℤ)الفيثاغوريّة في 1

5 2
L

 
  
 

, وحيث إنّ  det 3L  ّفإن ,

 ثلاثيّة المصفوفات: 

 1 1 1
25 29 100 92 95 91

3 ,3 ,3 , ,
38 43 134 124 130 125

LAL LBL LCL  
        

       
        

 

 .    𝑀2(ℤ)ستكون فيثاغوريّة في

 :𝟐مبرهنة 

𝐴,𝐵لتكن  ∈ 𝑀𝑛(ℤ) :بحيث ,. . nA B B A O  :عندئذٍ تكون ثلاثيّة المصفوفات ,
 , ,A B A B فيثاغوريّة في𝑀𝑛(ℤ). 

 الإثبات:

 ببساطة نجد:

     
2 2 2 2 2. . .A B A B A B A A B B A B A B          

 :𝟓مثال 
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 من أجل: 

0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0

0 0 0 0 0

a

A B b

c

   
   

 
   
   
   

 

واضح أنّ: 
3. .A B B A O  وبالتّالي فإنّ ثلاثيّة المصفوفات الآتية ستكون فيثاغوريّة ,

 :𝑀3(ℤ)في

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 , 0 0

0 0 0 0 0 0 0

a a

b b

c c

      
      
      
      
      

 

 :𝟑نتيجة

𝑎,𝑏بفرض  ∈ ℤ عندئذٍ ثلاثيّات المصفوفات الآتية فيثاغوريّة في𝑀2(ℤ): 

, ,
a a b b a b a b

a a b b a b a b

        
      

        
 

0
, ,

0

a a b a a b

b b b a a b

       
      

       
 

0
, ,

0 0 0 0

a a b a a b

b b

      
      

       
 

0 2
, ,

0 0 0 0

a b b a b

a a

      
      

       
 

 ذلك أنّ المسقط الأوّل والثاّني في كل منها يحقّق المبرهنة السابقة.
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 :𝟑مبرهنة 

𝐴لتكن  ∈ 𝑀𝑛(ℤ)  بحيث تكونA :2مصفوفة جامدةA A [2] عندئذٍ تكون ثلاثيّة .
 المصفوفات الآتية:

 , ,n nA I A I 

 .𝑀𝑛(ℤ)فيثاغوريّة في

 الإثبات:

 من كون:

     
22 2 2. . .n n n n n nA I A A I A I A A I I A A I A           

2

n n nA I A A A I I       

 يتم المطلوب. 

 :𝟔مثال 

لنأخذ المصفوفة: 
3 4 4

1 2 1

2 2 3

A

   
 


 
 
 

2A, ولأنّ:  A  ومن ثمّ تكون ثلاثيّة

 :𝑀3(ℤ)ستكون فيثاغوريّة فيالمصفوفات الآتية 

 3 3

3 4 4 4 4 4 1 0 0

, , 1 2 1 , 1 1 1 , 0 1 0

2 2 3 2 2 2 0 0 1

A I A I

        
      

          
              
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 :𝟏تمهيديّة 

 :فإنّ الثّلاثيّات الآتية تكون فيثاغوريّة في  لأجل أي عدد صحيح 
2 2

2 2

1 1
, , ; is odd

2 2

4 4
, , ; is even

4 4

 
 

 
 

  
 
 

  
 
 

 

 الإثبات:

,𝛼)  من المعلوم أنّه إذا كانت  𝛽, 𝛾) ثلاثيّة فيثاغوريّة أوليّة فيℤ  عندئذٍ توجد الأعداد الصّحيحة ,
,r s   بحيث𝑟 > 𝑠 [3]:التي تحقق  

𝛼 = 𝑟2 − 𝑠2 , 𝛽 = 2𝑟𝑠 , 𝛾 = 𝑟2 + 𝑠2 
علاوةً على ذلك, فإنّ أي ثلاثية فيثاغورية أولية يمكن التعبير عنها بشكل وحيد بدلالة زوج من 

 ليس كلاهما فردي. 𝑠و  𝑟الأعداد الصحيحة 

عدداً صحيحاً , نريد تضمين هذا العدد في ثلاثية فيثاغورية ولأجل ذلك نحتاج   𝜆ليكن الآن 
,𝑟لإيجاد أعداد صحيحة  𝑠  لاثية.لتشكيل هذه الث 

,𝑟عدداً فردياً , وسنبحث عن عددين   𝜆لنناقش أولًا فيما إذا كان  𝑠  يحققان 
𝜆 = r2 − 𝑠2 

 العددين الصحيحينبسهولة يمكننا اختيار 

𝑟 =
𝜆 + 1

2
,   𝑠 =

𝜆 − 1

2
 

 :ℤفيولنحصل بذلك على الثلاثية الفيثاغورية 
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2 21 1

2 2

 

  
 
 
, , 

r,عدد صحيح زوجي, عندئذٍ نبحث عن الأعداد الصّحيحة  إذا كان  أما s  :بحيث 
𝜆 = 2𝑟𝑠  

 يمكننا أيضاً هنا أن نختار الأعداد الصحيحة

1
2

r s


 , 

 :ℤفيولنحصل بذلك على الثلاثية الفيثاغورية 
2 24 4

4 4

 

  
 
 
, , 

 :𝟏ملاحظة 

ليس بالضّرورة أن  تجدر الإشارة هنا إلى أنّ الثّلاثيّة الفيثاغوريّة المشكّلة من العدد الصحيح 
 تكون وحيدة, وعلى سبيل المثال: 

20من أجل العدد الصحيح   وباستخدام التمهيديّة نحصل على الثّلاثيّة , 20,99,101

, كما يمكن التّأكّد من أنّ  20,21,29 .هي أيضاً ثلاثيّة فيثاغوريّة 

هي ثلاثيّة وحيدة. في  عدداً أوّليّاً, فإنّ الثّلاثيّة الفيثاغوريّة التي تتضمّن  بالمقابل, إذا كان 
,𝑟إحدى مساقط ثلاثية فيثاغورية , يوجد عددان صحيحان  الواقع بما أنّ  𝑠 بحيث يكون 

𝜆 = 𝑟2 − 𝑠2 = (𝑟 − 𝑠)(𝑟 + 𝑠) 
 أولي فهذا يقودنا إلى النتيجة الحتمية    𝜆وبما أن 

𝑟 + 𝑠 = 𝜆 , 𝑟 − 𝑠 = 1 

 ومنه نحصل 
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𝑟 =
𝜆 + 1

2
,   𝑠 =

𝜆 − 1

2
 

 حل وحيد , وهذا ما يؤكد صحة الادعاء.

 :𝟒مبرهنة 

𝐴مهما تكن  ∈ 𝑀𝑛(ℤ)  بحيث تكونA  مصفوفة قطريّة, توجد مصفوفتان,B C  من𝑀𝑛(ℤ) 
بحيث تكون ثلاثيّة المصفوفات  , ,A B C فيثاغوريّة في𝑀𝑛(ℤ). 

 الإثبات:

بفرض 

1

2

0 0

0 0

0 0 n

A







 
 
 
 
 
 

 . بحسب التمهيديّة السّابقة فإنّ: 𝑀𝑛(ℤ)من 

 

2 2

2 2

1 1
, , ; is odd

2 2
; 1,...,

4 4
, , ; is even

4 4

i i
i i

i i
i i

i n

 
 

 
 

  
 
 


  
 
 

 

 نضع:  1. وبحسب النتيجة ℤثلاثيّات فيثاغوريّة في

1 1

2 2

0 0 0 0

0 0 0 0
,

0 0 0 0n n

B C

 

 

 

   
   
    
   
   
   

 

 بحيث:
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 

2 2

2 2

1 1
, ; is odd

2 2
; 1,...,

4 4
, ; is even

4 4

i i
i i i

i i
i i i

i n

 
  

 
  

 
 


 

 

 

 وبهذا يتم المطلوب. 

 :𝟕مثال 

من أجل المصفوفة 
5 0 0

0 4 0

0 0 7

A

 
 


 
 
 

ثلاثيّة المصفوفات الآتية ستكون فيثاغوريّة فإنّ  

 :𝑀3(ℤ)في

5 0 0 12 0 0 13 0 0

0 4 0 , 0 3 0 , 0 5 0

0 0 7 0 0 24 0 0 25

      
      
      
      
      

 

 [𝟒]: 𝟑تعريف 

بحيث  v( إلى نفسه, هو متّجه غير صفري ℝ3) أو ℝ2من  tإنّ المتّجه الذّاتي لتحويل خطّي 
 يكون:

 t v v 

 عدد ما, يُدعى بالقيمة الذّاتية المقابلة. حيث 

 [𝟒]: 𝟒تعريف 
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( إلى نفسه, فندعو المتّجه غير الصّفري ℝ3) أو ℝ2مصفوفة تحويل خطّي من  Aإذا كانت 
v  الذي يحقّق العلاقةAv v  في حال عدد مامتّجهاً ذاتيّاً لـ ,A وتدعى ,  القيمة

 الذّاتية المقابلة.

nمرتبتها  Aلمصفوفة  إنّ القيم الذّاتيّة  n:تحقّق المعادلة , 

 det 0A I  

 هو المصفوفة الواحديّة. I, حيث  Aالتي تدعى بالمعادلة المميّزة لـ

 [𝟒] :𝟐ملاحظة 

nلكل مصفوفة من المرتبة  n .قيمة ذاتيّة حقيقيّة واحدة على الأقل 

 [𝟒] :𝟓تعريف 

nالتي من المرتبة  Aتكون المصفوفة  n  قابلة للتّقطير إذا وُجدت مصفوفة قطريّةD  من
nالمرتبة  n :بحيث يكون 

1D P AP 
nمصفوفة نظاميّة من المرتبة  Pحيث  nإنّ عناصر القطر الرّئيسي لـ .D  هي القيم الذّاتيّة

 .Aلـ

 :𝟓مبرهنة 

𝐴لتكن  ∈ 𝑀𝑛(ℤ)  بحيث تكونA  مصفوفة قابلة للتقطير, وقيمها الذّاتية صحيحة, وتملك
بحيث  Pمصفوفة متّجهات ذاتية لها  nP M و det 1P   عندئذٍ يمكن توليد ,

, من الشّكل  𝑀𝑛(ℤ)فيثاغوريّة في ثلاثيّة مصفوفات , ,A B C. 
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 الإثبات:

.1مصفوفة تحقّق شروط المبرهنة, فيمكن كتابتها بالشّكل:  Aباعتبار  .A P A P  حيث ,
A قطرية في𝑀𝑛(ℤ)  و ,P  متّجهات ذاتية لـمصفوفةA .تحقق شروط المبرهنة 

B,فإنّه توجد   4وبالتالي بحسب المبرهنة  C  من𝑀𝑛(ℤ)  :والقطريّتان بحيث , ,A B C 

 ثلاثيّة مصفوفات فيثاغوريّة.

 المصفوفات الآتية:فإنّ ثلاثيّة  1ومن ثمّ بحسب المبرهنة 

   1 1 1. . , . . , . . , ,P A P P B P P C P A B C    

 . 𝑀𝑛(ℤ)فيثاغوريّة في 

 :𝟖مثال 

2من أجل المصفوفة:  2

15 9
A

 
  

 
, إنّ لهذه المصفوفة قيمتان 𝑀2(ℤ)مصفوفة من 

ذاتيّتان صحيحتان هما  3,4 2. كما أنّ المتّجه

5

 
 
 
ذاتيّ يقابل القيمة  

1 3  والمتّجهات ,

2الذاتية المقابلة للقيمة  4  :هي من الشّكل 
3

a

a

 
 
 
. 

1aإنّ القيمة    2تجعل

5 3

a
P

a

 
  
 

, و 𝑀2(ℤ)من  det 1P :ويكون . 

1
3 0 2 1

. . ;
0 4 5 3

A P P P   
    

   
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3من أجل المصفوفة:  0

0 4
A

 
  
 

 :𝑀2(ℤ), فإنّ ثلاثيّة المصفوفات الآتية تكون فيثاغوريّة في

 
3 0 4 0 5 0

, , , ,
0 4 0 3 0 5

A B C
      

       
      

 

 :𝑀2(ℤ)وبالتّالي ثلاثيّة المصفوفات الآتية ستكون فيثاغوريّة في

   1 1 1, , . . , . . , . .

2 2 9 2 5 0
, ,

15 9 15 2 0 5

A B C P A P P B P P C P   

       
       

       

 

 . النتائج والمقترحات𝟓

توليد ثلاثية مصفوفات فيثاغوريّة جديدة انطلاقاً من ثلاثيّة  تمكّنا في هذا البحث من
(, كما درسنا إمكانية توليد ثلاثية مصفوفات فيثاغوريّة بشروط  2والنتيجة  1موجودة )المبرهنة 
ومن ثمّ درسنا إمكانيّة إيجاد ثلاثيّة مصفوفات فيثاغوريّة انطلاقاً من  ( ,3و 2معيّنة )المبرهنتين 

 مصفوفة واحدة, وفق الحالات الآتية:

 (. 4. مصفوفة صحيحة قطريّة )المبرهنة 1

. مصفوفة قابلة للتقطير وقيمها الذّاتيّة صحيحة وتملك مصفوفة متّجهات ذاتيّة     صحيحة 2
 .( 5)المبرهنة 1−أو  1+ومحدّدها 

ويقترح الباحثان دراسة إمكانية معرفة فيما إذا كانت مصفوفة مربّعة صحيحة هي أوّل 
 فيثاوغوري في ثلاثية مصفوفات فيثاغوريّة أم لا, والبحث عن الثاني والثالث الفيثاغوريّان.
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دراسة في بنية الخماسيات الفيثاغورية الجبريّة, واستخدامها في توليد 
 فيثاغوريّات 

 اعداد الدكتور باسل العرنوس

 

 ملخّص البحث

حيث بينّا أنّ هذه  (∗,𝑃𝑃5)قمنا في هذا البحث بدراسة في بنية الخماسيات الفيثاغوريّة         
, واستخدمنا مفهوم شبه ∗البنية تقبل عنصراً محايداً, وأوجدنا العناصر القابلة للقلب بالنّسبة للعمليّة

 .∗ المقلوب لحل معادلات تتضمّن العمليّة

أوجدنا طرقاً لتوليد خماسيّات فيثاغوريّة من رباعيّات فيثاغوريّة, وتوليد خماسيّات من  
فيثاغوريّة, وأخيراً طرقاً لتوليد ثلاثيّات فيثاغوريّة من ثلاثيّات فيثاغوريّة من خلال عملية ثلاثيّات 

 .⊙ مغلقة

 

 

 الكلمات المفتاحيّة:

 خماسيّة فيثاغوريّة, رباعيّة فيثاغوريّة, ثلاثيّة فيثاغوريّة, بنية, نصف زمرة, محايد, نصف مقلوب.
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A Study on the Algebraic Structure of Pythagorean Quintuples and 

Their Use in Generating Pythagorean Triples 

 

Abstract 

In this research, we studied the structure of Pythagorean 
Quintuples (𝑃𝑃₅,∗), demonstrating that this structure possesses an 
identity element. We identified the invertible elements with respect to the 
operation ∗ and employed the concept of a semi-inverse to solve 
equations involving the ∗ operation. 

We developed methods for generating Pythagorean Quintuples 
from Pythagorean Quadruples, generating Quintuples from Pythagorean 
Triples, and finally, methods for generating new Pythagorean Triples from 
existing ones through a closed operation ⊙. 

 

Keywords: 

Pythagorean Quintuple, Pythagorean Quadruple, Pythagorean Triple, 
Algebraic Structure, Semigroup, Identity Element, Semi-inverse. 
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 دراسة في بنية الخماسيات الفيثاغورية الجبريّة, واستخدامها في توليد فيثاغوريّات 

 

 .مقدّمة𝟏

تهدف دراسة الفيثاغوريّات في معظم حالاتها إلى إيجاد طرائق توليد لهذه الفيثاغوريّات, 
 وهكذا. ,إلى طريقة الأشجار الثلاثية يّةفيثاغور ال اتثلاثيالصيغة إقليدس لتوليد  بدءاً من

عريف , وذلك من خلال تثمّ ظهرت طرائق توليد جديدة تعتمد على الفيثاغوريّات نفسها 
 عمليّات مغلقة على الفيثاغوريّات.

تي ال عمليّة جمع بين الثلاثيّات الفيثاغوريّة  Eckertعرّف إيكيرت  1984في العام ف
 , على النحو الآتي:  Zعناصرها من 

     1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ,a b c a b c a a b b a b b a c c     

بحيث تشكّل مجموعة كلّ الثّلاثيّات الفيثاغوريّة الصحيحة بالإضافة إلى  1,0,1  مع العمليّة 
زمرة تبديلية  1 . 

بتعميم المجال من  Zannierو زانيير  Zanardoقام زناردو  1991بعد ذلك في العام 
Z  إلى أي حلقة من الأعداد الصحيحة 2R . 

بتعريف  Suryanarayanو سوريانريان  Beauregardقام بيوريجارد  1996في العام 
على مجموعة كل الثلاثيّات الفيثاغوريّة الصحيحة, على النحو الآتي  *عمليّة مغلقة  3: 

     1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , * , , , ,a b c a b c a a b c c b b b c c   
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على مجموعة كل الخماسيّات ∗ مليّة مغلقةعبتعريف  ام العرنوسق 2025العام في 
هي نصف زمرة, وأوجد العنصر المحايد بالنسبة  (∗,𝑃𝑃5) , وأثبت أنّ البنية𝑃𝑃5 الفيثاغوريّة
 .[4] *للعمليّة 

ندرس في هذا البحث خواص هذه البنية من حيث العناصر القابلة للقلب, وطرائق أخرى 
 لتوليد الخماسيات الفيثاغوريّة وكذلك الثلاثيات الفيثاغوريّة.

 . هدف البحث𝟐

إيجاد العناصر القابلة للقلب في بنية الخماسيات الفيثاغوريّة الجبريّة. يهدف البحث إلى 
يجاد طرائق أخرى لتوليد الخماسيات الفيثاغوريّة وكذلك الثلاثيات الفيثاغوريّة.  وا 

 . المناقشة و النّتائج𝟑

 :ℤ الفيثاغوريّة : الخماسيّاتأوّلا 

هي مجموعة كلّ الثّلاثيّات  الفيثاغوريّة في نعلم من نظريّة الأعداد, أنّ الثّلاثيّات  , ,x y z 
 التي تحقّق معادلة ديوفانتس الآتية: 

2 2 2x y z x y z  ; , , 

وعليه فإنّ الخماسيّات الفيثاغوريّة, هي مجموعة كلّ الخماسيّات  , , , ,x y z w r  والتي تحقّق
 معادلة ديوفانتس الآتية:

2 2 2 2 2x y z w r x y z w r     ; , , , , 

 : 𝟏تعريف 

تسمّى خماسيّة فيثاغوريّة, كلّ خماسيّة  , , , ,a b c d e حيث ,, , , ,a b c d e:وتحقّق , 
2 2 2 2 2a b c d e    

 وبالتّالي يكون: 5PPبالرّمز  سنرمز لمجموعة كلّ الخماسيّات الفيثاغوريّة
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  2 2 2 2 2

5 , , , , ; : , , , ,PP a b c d e a b c d e a b c d e      

  [𝟒]:𝟐وتعريف  𝟏مبرهنة 

ليكن    1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 5, , , , , , , , ,a a a a a b b b b b PP , 5نعرّف علىPP  العمليّة الثنّائيّة
 الآتية:

     1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5, , , , , , , , , , , ,a a a a a b b b b b c c c c c  

 حيث:

1 1 1 2 2 3 3 4 4

2 1 2 2 1 3 4 4 3

5 5 5

3 1 3 3 1 4 2 2 4

4 1 4 4 1 2 3 3 2

,

c a b a b a b a b

c a b a b a b a b
c a b

c a b a b a b a b

c a b a b a b a b

   

   


   

   

 

عندئذٍ  5 ,PP  .بنية جبريّة 

 [𝟒] :𝟐 مبرهنة

 البنية الجبريّة في العمليّة  تقبل 5,PP   عنصراً محايداً, هو 1,0,0,0,1.  

 [𝟒] :𝟑 مبرهنة

في البنية الجبريّة  العمليّة إنّ  5,PP  .هي عمليّة تجميعيّة 

 (∗,𝑷𝑷𝟓)العناصر القابلة للقلب في :  𝟒مبرهنة 

عدد العناصر القابلة للقلب في إنّ  5,PP  16هو. 

 الإثبات:
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بفرض    1 2 3 4 5 5, , , , \ (0,0,0,0,0)a a a a a PP  ولنفرض أنّه قابلًا للقلب بالنسبة
, وبالتالي يوجد  للعمليّة  1 2 3 4 5 5, , , ,b b b b b PP:بحيث , 

 4       1 2 3 4 5 1 2 3 4 5, , , , , , , , 1,0,0,0,1a a a a a b b b b b  

  5      1 2 3 4 5 1 2 3 4 5, , , , , , , , 1,0,0,0,1b b b b b a a a a a 

من     4 ,  :يتّضح أنّ  5

 6  
5 5. 1a b  

 لنعرّف العددين:

3 31 2 4 1 2 4
1 2

5 5 5 5 5 5 5 5

,
a ba a a b b b

p i j k p i j k
a a a a b b b b

        

1وليكن  2. 1p p  :ّعندئذٍ فإن 

31 1 2 4
2 2

1 5 5 5 51

1 ap a a a
p i j k

p a a a ap
      

 وبالتّالي نضع:

 7     1 2 3 4 5 1 2 3 4 5, , , , , , , ,b b b b b a a a a a    

 وبملاحظة أنّ:

 8  
     

     

2 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 5 5

2 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 5 5

, , , , , , , , ,0,0,0,

, , , , , , , , ,0,0,0,

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

    

    
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من العلاقة  6  ّومن العلاقتين الأخيرتين يتّضح أن 1 2 3 4 5, , , ,a a a a a  يكون قابلًا للقلب
5إذا وفقط إذا كان:  1a    5أو 1a   وعليه فإنّ العناصر في . 5,PP   ,القابلة للقلب

استناداً إلى  7  :هي 

العنصر من  م 5,PP  مقلوبه 
1  1,0,0,0,1  1,0,0,0,1 
2  1,0,0,0,1  1,0,0,0,1 
3  1,0,0,0, 1  1,0,0,0, 1 
4  1,0,0,0, 1   1,0,0,0, 1  
5  0,1,0,0,1  0, 1,0,0,1 
6  0,1,0,0, 1  0, 1,0,0, 1  
7  0, 1,0,0,1  0,1,0,0,1 
8  0, 1,0,0, 1   0,1,0,0, 1 
9  0,0,1,0,1  0,0, 1,0,1 
10  0,0,1,0, 1  0,0, 1,0, 1  
11  0,0, 1,0,1  0,0,1,0,1 
12  0,0, 1,0, 1   0,0,1,0, 1 
13  0,0,0,1,1  0,0,0, 1,1 
14  0,0,0,1, 1  0,0,0, 1, 1  
15  0,0,0, 1,1  0,0,0,1,1 
16  0,0,0, 1, 1   0,0,0,1, 1 

 :𝟑تعريف 

ليكن  1 2 3 4 5 5, , , ,A a a a a a PP   حيث 5 1, 1a    :فإنّنا نسمّي العنصر 
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 1 2 3 4 5, , , ,A a a a a a    

 .Aشبه مقلوب العنصر 

 :𝟏نتيجة 

إنّ البنية  5,PP   هي نصف زمرة, تقبل الخماسيّة 1,0,0,0,1  عنصراً محايداً, ويوجد
, أمّا بقيّة العناصر ما عدا عنصراً منها مقلوباً بالنّسبة للعمليّة 16لـ 0,0,0,0,0  ّفلكل 

 عنصر شبه مقلوب.

 :𝟐نتيجة 

من العلاقة  8  5يتّضح أنّه إذا كان,A B PP:وكانت المعادلة , 

A X B  
 فإنّ: 5PPقابلة للحل في 

 9  
2

5

1
X A B

a
  

ذا كانت المعادلة:  Xوا  A B   5قابلة للحل فيPP :ّفإن 

 10  
2

5

1
X B A

a
  

   :𝟑 مثال

ليكن:    1,4,8,12,15 , 2,4,5,6,9A B  :ّوبما أن , 

 126,0,45,18,135A B   

 :فإنّ المعادلة

 126,0,45,18,135A X   
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, وحلّها بحسب العلاقة 5PPقابلة للحل في  9:هو , 

 

   

   

1
126,0,45,18,135

225

1
1, 4, 8, 12,15 126,0,45,18,135

225

1
450,900,1125,1350,2025 2,4,5,6,9

225

X A   

     

 

 

 وهذا منطقي.

 

.أو ثلاثيّات فيثاغوريّة سادساا: توليد خماسيّات فيثاغوريّة من رباعيّات فيثاغوريّة  

.  التوليد من رباعيّات فيثاغوريّة 𝟏

لتعريف عمليّات غرضها توليد خماسيّات فيثاغوريّة, وذلك بتمديد  يمكن استخدام العمليّة 
 الرباعيّات الفيثاغوريّة لتصبح خماسيّات. 

فالرباعيّة الفيثاغوريّة  , , ,a b c e  :تحقّق 

 11  2 2 2 2a b c e   

 ويمكن تمديدها بأربعة طرق لتصبح خماسيّة, على النّحو: 

       , , ,0, , , ,0, , , ,0, , , , 0, , , ,a b c e a b c e a b c e a b c e 

على خماسيّتين ممدّدتين من رباعيّات فيثاغوريّة نحصل على خماسيّة  وبالتّالي بتطبيق العمليّة 
 فيثاغوريّة. 
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فمن أجل الرباعيّتين:    , , , , , , ,a b c e x y z r  بتطبيقيمكن توليد خماسيّات فيثاغوريّة 
بعدّة طرق, وذلك تبعاً لاختلاف طرق تمديد الرباعيّة الفيثاغوريّة إلى خماسيّة فيثاغوريّة,  العلاقة 

 نضع مثلًا:

   

 

, ,0, , , , ,0,

, , , ,

a b c e x y z r

ax by ay bx cz az cy cx bz er

 

     
 

 نحصل من الرباعيّتين: لتمديد وتطبيق العلاقة ابأخذ كلّ طرق 

   , , , , , , ,a b c e x y z r 

 على الخماسيّات الآتية: 

 12   , , , ,ax by cz ay bx az cx bz cy er     

 13  , , , ,ax by ay bx cz az cy cx bz er    

 
 14  , , , ,ax bz ay cz az bx cy cx by er    

 
 15  , , , ,ay bz ax cz bx cy cx az by er     

 
 16  , , , ,ax by ay bx cz cx bz az cy er    

 
 17  , , , ,ax by cz ay bx cy bz az cx er    

 
 18  , , , ,ax cz ay bz bx cy az cx by er    

 
 19  , , , ,ay cz ax bz bx cy az cx by er     

 
 20  , , , ,ax cy bx cz ay cx bz az by er    

 
 21  , , , ,ax cz bx cy ay bz az cx by er    
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 22  , , , ,ax by cz bz cy ay bx az cx er    

 
 23  , , , ,by cz ax bz cy bx az cx ay er     

 
 24  , , , ,bx cy ax cz ay bz az by cx er     

 
 25  , , , ,bx cz ax cy ay cx bz az by er     

 
 26  , , , ,by cz ax bz cy ay cx az bx er     

 
 27  , , , ,ax by cz bz cy cx az ay bx er     

 
طريقة مختلفة,  16فيثاغوريّتين يمكن توليد خماسيّات فيثاغوريّة بـاعيّتين بيعني أنّه انطلاقاً من ر هذا 

 جميعها لها الخامس الفيثاغوري ذاته. 

 نوضّح ذلك من خلال المثال الآتي: 
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 :𝟒 مثال

عند تطبيق العلاقات من  12  إلى 27  على الرباعيتين 2,6,3,7  , 8,1, 4, 9 
 نحصل على الخماسيات: 

 الخماسيّة العلاقة الخماسيّة العلاقة

 12  2,50,32,21,63   20  13,60,2,14,63  

 13  10,38,11,48,63   21  4,45, 22,38,63 

 14  8, 10,59,18,63    22  2,21,50,32,63 

 15  26,4,51,26,63   23  18,37,40,26,63 

 16  10,62,0,5,63   24  51,28, 22, 10,63   

 17  2,50, 21,32,63    25  60,13,2,14,63 

 18  4,26,51,26,63   26  18,37,26, 40,63  

 19  14,40,43,18,63   27  34,21,16, 46,63  

.  التوليد من ثلاثيّات فيثاغوريّة 𝟐

بنفس الطريقة يمكن توليد خماسيّات فيثاغوريّة من ثلاثيّات فيثاغوريّة, فإذا أهملنا إشارة وترتيب 
المركّبات الأربع الأولى في الخماسيّة, فإنّ الثلاثيّتين    , , , , ,a b e x y r  :تولّدان الخماسيّة 

 28   , , , ,ax ay bx by er 
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 :𝟓 مثال

من أجل الثّلاثيّتين  3,4,5 , 5,12,13  نحصل بتطبيق 28  :على الخماسيّة الفيثاغوريّة 

 15 , 36 , 20, 48 , 65 

 

.  توليد ثلاثيّات فيثاغوريّة من ثلاثيّات فيثاغوريّة 𝟑

على كلّ الخماسيّات الفيثاغوريّة التي تمّ توليدها من الثّلاثيّتين  لدى تطبيق العمليّة  , ,a b e

 , , ,x y e  فإنّنا نحصل على خماسيّات فيها مركّبات صفريّة, وبالنّتيجة نحصل على ثلاثيّات
 , وبالتّالي نحصل على توليد لثلاثيّات فيثاغوريّة من ثلاثيّات فيثاغوريّة. فيثاغوريّة

 لتوضيح الأمر, نلاحظ أنّ: 

     0, ,0, , ,0, ,0, 0 , ,0, ,a b e x y r ax by bx ay er    

 الثّلاثيّات الفيثاغوريّة على النّحو:وبالتّالي يمكن تعريف عمليّة مغلقة على 

 29       , , , , , ,a b e x y r ax by bx ay er   

 .[1]وهذه العلاقة مطابقة تماماً لما توصّل إليه إيكارت 

   :𝟔 مثال

 نلاحظ أنّ:

     3,4,5 5,12,13 33 ,56,65  

في الحقيقة بالإضافة إلى العلاقة  29  يمكن برصد كلّ نتائج العمليّة  على الخماسيّات
الممدّدة من الثّلاثيّتين  , ,a b e , , ,x y e أن نعرّف العمليّات المغلقة الآتية على الثّلاثيّات ,

 الفيثاغوريّة: 
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 30       , , , , , ,a b e x y r ax by bx ay er   

 31      , , , , , ,a b e x y r ax by bx ay er    

 32      , , , , , ,a b e x y r ax by ay bx er   

 33      , , , , , ,a b e x y r ax by ay bx er    

.  النتائج الأساسية للبحث  𝟒

تمكّن البحث من تحديد ووصف جميع العناصر داخل البنية الجبرية للخماسيات  .1
فة )*مقلوبالفيثاغورية التي تمتلك عنصراً  (. وُجد أن اً فيما يتعلق بالعملية الثنائية المُعرَّ

 بشكل كامل من بين جميع العناصر في هذه البنية. قلبعنصراً قابلًا لل 16هناك 
" كأداة لوبقكاملًا, قدم البحث مفهوم "شبه الم مقلوباً تمتلك  بالنسبة للعناصر التي لا .2

بديلة. هذا المفهوم أثبت فعاليته في حل أنواع معينة من المعادلات داخل هذه البنية 
 الجبرية, حتى عندما لا يكون العنصر قابلًا للعكس تماماً.

يات رباع من: منهجية لتوليد خماسيات فيثاغورية جديدة انطلاقاً ائق طوّر البحث طر  .3
إلى  اتطريقة مختلفة لتحويل الرباعي 16فيثاغورية موجودة مسبقاً, حيث تم اقتراح 

جراء العمليات عليها لتوليد خماسيات جديدة, جميعها تشترك في نفس القيمة  خماسية وا 
ثلاثيات فيثاغورية موجودة مسبقاً, مما يوسع نطاق وكذلك من  .الفيثاغوري لخامسل

 للتوليد.الطرق المتاحة 
كشف البحث عن أن تطبيق العملية )*( على خماسيات مُولَّدة من ثلاثيات يقود في  .4

حالات معينة إلى الحصول على ثلاثيات فيثاغورية جديدة. أدى هذا الاكتشاف إلى 
 المثير منو . نفسها الفيثاغورية الثلاثيات مجموعة على( ⊙تعريف عملية مغلقة جديدة )

 نسابقو  باحثون قدمها التي العملية مع تتطابق الجديدة العملية هذه أن للاهتمام,
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 كثروالأ الأوسع النظري الإطار هذا خلال من إنتاجها ويعيد صحتها يؤكد مما ,(إيكيرت)
 .للخماسيات عمومية

.  مقترحات والدراسات اللاحقةال 𝟓

رة من ق لتوليد أعداد كبيائيمكن تطوير خوارزميات حسابية فعالة مبنية على هذه الطر   .1
الخماسيات والرباعيات والثلاثيات الفيثاغورية, ودراسة التوزيع الإحصائي للعناصر 

 المُولَّدة.
محاولة تعميم هذا النهج ليشمل "السداسيات الفيثاغورية" وما فوقها, وفحص إمكانية  .2

 .برتعريف عمليات ثنائية ذات خواص مماثلة على هذه المجموعات الأك
شاف الروابط المحتملة بين هذه البنى الجبرية ونظريات أخرى في الرياضيات, مثل استك .3

 نظرية الزمر بمستوى أكثر تجريداً, أو حتى في مجالات تطبيقية.
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  في الخصائص البنيوية لمركب فلوريد السترانسيوم نيكلتأثير إشابة ال

 3، أحمد خضرو2مفيد دياب، 1عمر العبوش

 
 ملخصال

باستخدام  يكلنحُضرت عينات من مسحوق فلوريد السترانسيوم مشابة بتراكيز مختلفة من ال
، جهاز (DTA)وصفت العينات باستخدام جهاز التفاضل الحراري .طريقة تفاعل الحالة الصلبة

. (PL)التألق الضوئي ،(FT-IR)مطيافية الأشعة تحت الحمراء  ،(XRD)الانعراج بالأشعة السينية
دُرست الخصائص البنيوية لعينات  ساعات. 6لمدة  ℃400عند درجة الحرارة تم تلدين العينات 

 (FCC) جوهوفق بنية بلورية مكعبية متمركزة الو أظهرت تبلور  فلوريد السترانسيوم النقية والمشابة.
ي ف وحجم وحدة الخلية تم حساب ثابت الشبكة البلورية. (Fd3mتنتمي إلى المجموعة الفراغية )

مختلفة للعينات تم حساب حجم الحبيبات (. 111والتوجه المفضل له هو )النقي  2SrFمركب 
 .لنيكلنسبة اشابة امع زيادة  يزدادوجد أن حجم الحبيبات البلورية شرر. -باستخدام علاقة ديباي

أظهرت أطياف  .(NiO)تعود لمركب  (%wt 0.5)عند اشابة النيكل بنسبة  ظهور قمم إضافية
وحظ عند لبمختلف النسب،  نيكلالعصابات امتصاص جديدة عند الاشابة ب الاشعة تحت الحمراء
اختفاء عصابات الامتصاص الدالة على ارتباط النيكل بفلوريد  (%wt 0.5)اشابة النيكل بنسبة 

وجود قمة اصدار عند طول  .السترانسيوم وظهور عصابة جديدة تدل على تشكل أكسيد النيكل
𝜆موجة 

𝑒𝑚
= 470 𝑛𝑚  0.45)حيث كان الإصدار الأقوى للتألق عند الاشابة بالنيكل بالنسبة 

wt %)  من أجل إثارة عند الطول الموجي𝜆
𝑒𝑥𝑐

= 200 𝑛𝑚 
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Effect of chromium doping on the structural properties of strontium 

fluoride compound 

 

O. Alaboush1,  M.Diab2, A.Khoudro3 

 
Abstract 

Strontium fluoride powder samples doped with different 
concentrations of nickel were prepared using a solid-state reaction 
method. Strontium fluoride powder samples doped with different 
concentrations of Ni were prepared by solid-state reaction method. The 
samples were characterized by differential temperature analysis (DTA), X-
ray diffraction (XRD), infrared spectroscopy (FT-IR), and 
photoluminescence (PL). The samples were annealed at 400℃ for 6 h. 
The structural properties of pure and doped strontium fluoride samples 
were studied. They showed face-centered cubic (FCC) crystal structure 
belonging to the (Fd3m) space group. The crystal lattice constant and unit 
cell volume of pure SrF2 were calculated and its preferred orientation was 
(111). The grain size of different samples was calculated using Debye-
Scherrer relation. It was found that the crystal grain size increased with 
                                                           
1  PhD student: Department of physics: Faculty of Science-Al-Baath university, Syria 
2  Prof  the physics: Department of physics -Faculty of Science-Al-Baath University, Syria 
3  Prof the physics: Department of physics -Faculty of Science- Tishreen University, Syria 
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increasing Ni doping ratio. The appearance of additional peaks at (0.5 
wt%) Ni doping was attributed to (NiO) compound. The infrared spectra 
showed new absorption bands when doped with nickel at different ratios. 
When doped with nickel at a ratio of (0.5 wt%), the absorption bands 
indicating the association of nickel with strontium fluoride disappeared and 
a new band appeared indicating the formation of nickel oxide. The 
presence of an emission peak at a wavelength of 𝜆

𝑒𝑚
= 470 𝑛𝑚, where 

the strongest emission of fluorescence was when doped with nickel at a 
ratio of (0.45 wt%) for excitation at a wavelength of 𝜆

𝑒𝑥𝑐
= 200 𝑛𝑚. 

 

Keywords: powder, SrF2, solid state reaction, Structural properties, DTA, 
XRD 
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 . مقدمة1
القلوية الأرضييييية من المواد المهمة التي تشييييكل أسيييياسيييياا مهماا في تطبيقات فيزياء تعتبر الفلوريدات 

ا كبيراا من  .[1,2]وعلوم المواد  كثيفييةالمواد ال لقييد جييذبييت الفلوريييدات الأرضييييييييييييييييية القلوييية اهتمييامييا
الباحثين نظراا لخصيييييييائصيييييييها المميزة مثل الأيونات العالية والفوتونات منخفضييييييية الطاقة والمقاومة 

 ترانسيييوميتبلور فلور السيي .]4,3[ لية والتوصيييل الأنيوني بالإضييافة إلى سييلول متقبل الإلكترونالعا
(2SrF في بنية )مع مجموعة فضيييييييييييييياء  يةمكعبالفلوريت الFm3m  مكعبة متقاربة من الكاتيونات

تتكون البلورة من شيييييبكة مكعبة بسييييييطة من  .[5] مع الأنيونات التي تحتل مواقع رباعية السيييييطو 
ستة مواقع بينية أو  ذللينتج عن ثانية.  F- مكعب شبكةشغل كل ت 2Sr+ مع كاتيونات F- أنيون

ة شيييياغرة مسيييياوية لعدد يمواقع مكعبيوجد . (1الشييييكل ) 2Sr+أيون  مكعبات فارغة تحيط بكل منها
  بيني.ال F-عدد كبير من أنيون  استضافة 2SrFبلورة ليمكّن  المشغولة،المواقع الكاتيونية 

فوتون منخفض له ، ضييييييييييوئياا هو عازل وشييييييييييفاف ف(، 11ev) مجال محظور واسييييييييييع 2SrF مللي 
ة يالطاقة، ومعامل انكسيييار منخفض، ومقاومة عالية لاشيييعا  وقوة ميكانيكية جيدة. وله بنية مكعب

 درجيييية، و  152.62g/mol. ووزنييييه الجزيئي 34.277g/cm (، وكثييييافتييييهFcc) وهالوج مركزييييية
 .5.798A [6]، وثابت الشبكة البلورية ℃1477انصهاره 

المكعبات الفارغة المتبقية مهمة جداا لتشيييكيل العيوب والانتشيييار، ولاحتواء الشيييوائب غير المرغوب 
 (1كما هو موضح في الشكل ) [7] فيها مثل العناصر الترابية النادرة

 

 
والذي يوضح أن كل مكعب بسيط من  النقي، SrF2 بنيةرسم تخطيطي ل( 1الشكل )

 .)الآخر فارغ( 2Sr+على أيون  يحتوي F- الشكل الفرعي 
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المعروفة اليوم وله معدل انبعاث إشيييعاعي أقل من جزء من النانو  اضييياتأسييير  الوم 2SrFيعتبر 
-200) المجالثانية ويصيييدر عدة أشيييعة ضيييوئية والأسييير  في مجال الأشيييعة فوق البنفسيييجية في 

. يلعب تعديل خصيييييائص Ps 800-600لأسييييير  المكونات  اضيييييمحلالنانومتر( وله زمن  220
دوراا مهماا في تطوير أجهزة الكشيييييف الضيييييوئية المعتمدة  منشيييييطةبعناصييييير  شيييييابةالبلورات الم فلورة

. ولهذا السيييييبب، تم توجيه الأبحاث منذ سييييينوات على مركبات الفلوريدات الفلورية، يداتعلى الفلور 
 .[8,9] وتعطي انبعاث فوتون متدفق فسفرةة تلل التي لها وخاص

 . أهداف البحث2
 :يهدف هذا البحث إلى

 بنسب مختلفة نيكلإشابة مركب فلوريد السترانسيوم بعنصر ال  -1
 .العينات بنيوياا وضوئياا  خصائصدراسة   -2

 
 مواد وطرق البحث. 3

 الأجهزة والمواد المستخدمة 3 – 1 –
 .0.0001grميزان حساس بدقة  -1
 C°1200. بوتقات خزفية تتحمل درجات حرارة حتى -2
 .هاون عقيق لطحن العيّنات -3
 .C°1100لي  أقصى درجة حرارة( يصل Carbolite) كةالعيّنات من شر  لتلدينفرن  -4
 .Shimadzuوهو من نو   DTA جهاز التحليل الحراري التفاضلي -5
على مصعد  الذي يعمل Philips-PW-1840من طراز  XRDجهاز انعراج الأشعة السينية  -6

𝜆بطول موجه  Co-Kα الكوبالتمن  = 1.7889𝐴∘. 
 .Jascoمن شركة  FT-IR-4100نموذج  الحمراءما تحت  الأشعةجهاز  -7
 .photo-Luminance  (PLFS20)جهاز الفلورة -8
إنتاج شركة:  من  %99.9ميكرو بنقاوة  5بودرة فلوريد السترانسيوم ذات حجم حبيبي أقل من  -9

SIGMA ALDRICH من إنتاج شركة  %99.0بودرة معدن النيكل ذات نقاوة  و الأميركية
TM MEDID  من إنتاج شركة:  %99اسيتون نقي بنسبة وEroulab. 
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 تحضير العينات -3-2

تحضير العينات بطريقة تفاعل الحالة الصلبة. وفقاا لذلل، يتم خلط أوزان المساحيق  تم
نسب تم ادخال شائبة النيكل ب حيث ،المطلوبة لكل عينة للحصول على المركبات المطلوبة للدراسة

 .(3g)وزنية محددة من الوزن الكلي للعينة 
 t%w )0.5, 0.45, 0.4, 0.35, 0.3, 0.25, 0.2, 0.15, (x=0.1 xNi: 2SrF  

 .(1) الجدول ويبين ذلل وفق
 كتل المواد المستخدمة في تحضير العينات من أجل النسب الوزنية (1) الجدول

2SrF Ni X wt% 
2.997 0.003 0.1 
2.9955 0.0045 0.15 
2.994 0.006 0.2 
2.9925 0.0075 0.25 
2.991 0.009 0.3 
2.9895 0.0105 0.35 
2.988 0.012 0.4 
2.9865 0.0135 0.45 
2.985 0.015 0.5 

 
 .تحويلها إلى مساحيق ناعمة جداا يتم طحن هذه المواد في هاون العقيق جيداا ل

تم استخدام الأسيتون للمساعدة في خلط المركبات الصلبة أثناء عملية تحضير العينة بكميات  
 العقيق لضمان الحصول على خليط متجانس هاونتم طحن المواد السابقة وخلطها ب صغيرة نسبياا.

دقيقة تقريباا حتى يجف  15بعد إضافة كمية من الأسيتون لتحسين عملية الخلط المتجانسة له لمدة 
تكررت هذه العملية ثلاث مرات متتالية لكل عينة. بعد ذلل، يجفف الخليط الناتج بتسخينه  الأسيتون.

 .إزالة الرطوبةلمدة كافية لضمان   ℃100 إلى درجة حرارة
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ساعات، وبعد ذلل تم تبريد  6درجة مئوية لمدة  400تم تلدين العينات عند درجة حرارة 
 درجة مئوية / دقيقة. 1العينات تدريجياا في فرن التسخين إلى درجة حرارة الغرفة بمعدل 

 النتائج والمناقشة – 4
 الخصائص البنيوية للعينات المحضرة - 1- 4
 DTA منحني التحليل الحراري التفاضليدراسة  - 1- 1- 4

يبين المنحني المبين في الشكل التالي السلول الحراري للجملة حيث تم المسح ضمن مجال 
 لدراسة التغيرات الحرارية. (0.25)حيث تم اختيار النسبة  (.ºC 1000-0لدرجات الحرارة )

 
 (0.25)بالنيكل بنسبة  فلوريد السترانسيوم المشاب لجملة (DTA)مخطط ( 1الشكل )

ير يشللحرارة،  ة( للعينة المحضرة تأثيرات ناشر DTAيظهر على مخطط التحليل الحراري )
دخول النيكل الى داخل  ( إلىºC 365.7عند درجة الحرارة )الأول الناشر للحرارة حراري التأثير ال

 (ºC 542.1)جة ناشر للحرارة عند الدر ال الثانيالتأثير  ويشير، البنية البلورية لفلوريد السترانسيوم
، بينما يشير التأثير الحراري الثالث الناشر للحرارة عند الدرجة (NiO)أكسيد النيكل إلى تشكل 

(677.3 °C) الى تشكل أكسيد السترانسيوم. 
 بنسب  والمشاب SrF)2( للمركب النقي (XRD)مخططات انعراج الأشعة السينية  – 2- 1- 4

  مختلفة من النيكل.
ولمدة  (C° 400)لمركب فلوريد السترانسيوم النقي والمرمد عند الدرجة  تمت دراسة البنية البلورية

(6h) نيكلوذلل ليطابق العينات المعالجة لاحقاا عند إضافة ال. 
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 لمركب فلوريد السترانسيوم النقي طيف انعراج الأشعة السينية( 2الشكل )

 ة مع بنلبالمقارنلمركب فلوريد السترانسيوم النقي  قرائن ميلر لقمم الانعراجتم تحديد 
وتبين أن  JCPDS (Joint Committee on Powder Diffraction Standards)المعلومات 

 .SrF)962 :-900-(9044المخطط يتطابق مع البطاقة الرجعية 
 .(FCC) وفق بنية بلورية مكعبية متمركزة الوجوه فلوريد السترانسيوم النقيتبلور ي

م تعيين القيمة ت لمركب فلوريد السترانسيوم النقيبالاستفادة من قياسات انعراج الأشعة السينية 
من قانون ( المسافة بين المستويات البلورية) dقيم  بعد حساب 𝑎الوسطية لثابت الشبكة البلورية 

 [:10براغ ]
𝑛𝜆 = 2𝑑. 𝑠𝑖𝑛𝜃                              (1) 

  وبالاعتماد على العلاقة المكعبية في حالة البنية البلورية (a) تم حساب ثابت الشبكة البلورية
 : [12] [11الآتية ]

1

𝑑ℎ𝑘𝑙
2 =

ℎ2 + 𝑘2 + 𝑙2 

𝑎2
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𝑎 = 𝑑√ℎ2 + 𝑘2 + 𝑙2  (2) 
 

 [:13بالعلاقة ]تم حساب حجم وحدة الخلية أيضاا الذي يعطى 
V = 𝑎3                                              (3) 

 
بعد حسيييياب العرض عند منتصييييف الشييييدة العظمى  للعينات Dالتبلور تم اسييييتنتاج حجم 

 :لقمم الانعراج باستخدام علاقة ديباي_شيرر
𝐷 =

0.94𝜆

𝛽 𝑐𝑜𝑠𝜃
    (4) 

تي تم من المعاملات البنيوية ال δالانخلاعات وكثافة  εتم تقدير انفعال الشييبكة البلورية 
 : [14]( 6( و )5)استخلاصها من طيف الانعراج السابق باستخدام العلاقتين 

𝜀 =
𝛽 𝑐𝑜𝑠𝜃

4
                                              (5) 

 
𝛿 =

𝑛

𝐷2
                                                  (6) 

 :حيث أن
 𝑛:  يعطي الحد الأدنى من الانخلاعات عندما يكون مساوياا للواحدعامل. 
 𝛽:  ويؤخذ بواحدة الراديان عند منتصف الشدة العظمىعرض منتصف القمة. 
 𝜃: زاوية براغ. 

  القيم التي تم حسابها. (2يبين الجدول )
 النقي. SrF2لمركب  𝑽و  𝒂و  𝒅𝒉𝒌𝒍و  𝟐𝜽قيم كلٍ من  (2الجدول )

(𝒉𝒌𝒍) 𝟐𝜽(°) 𝒅𝒉𝒌𝒍  (𝑨°) 𝒂(𝑨°) 
(111) 31.248 3.32134 5.753 
(020) 36.207 2.87869 5.757 
(022) 52.020 2.03979 5.769 
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(131) 61.830 1.74107 5.774 
(222) 64.898 1.66715 5.775 
(040) 76.507 1.44474 5.779 

𝒂 = 𝟓. 𝟕𝟔𝟖( 𝑨°) 
𝑽 = 𝟏𝟗𝟏. 𝟗𝟎𝟒(𝑨°)𝟑 

,𝐷 قيم كلٍ من( 3الجدول ) يوضح 𝛽, 𝜀, 𝛿 لمركب فلوريد السترانسيوم النقي: 
 

,𝑫قيم كلٍ من  (3الجدول ) 𝜷, 𝜺, 𝜹 لمركب فلوريد السترانسيوم النقي 
𝟐𝜽 𝜷(°) 𝑫(𝒏𝒎) 𝜺 × 𝟏𝟎−𝟑 𝜹 × 𝟏𝟎𝟏𝟓 

31.248 0.3936 4.436 94.764 50.807 
36.207 0.2952 5.993 70.147 27.839 
52.020 0.2952 6.339 66.325 24.888 
61.830 0.3936 4.980 84.420 40.321 
64.898 0.492 4.050 103.796 60.954 
76.507 0.3936 5.441 77.271 33.781 

𝑫̅ = 𝟓. 𝟐𝟎𝟕𝒏𝒎 , 𝜹 = 𝟑𝟗. 𝟕𝟔𝟓 , 𝜺 = 𝟖𝟐. 𝟕𝟖𝟕 
نيكل المشاب باللمركب فلوريد السترانسيوم مخطط انعراج الأشعة السينة  (2)يبين الشكل 

 .(4h)ولمدة  (C° 400)والمرمد عند الدرجة   (% 0.1)بنسبة 
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 0.1Ni):2(SrFلجملة  طيف انعراج الأشعة السينية( 3الشكل )

 
 Ni)50.1:2(SrFلجملة  طيف انعراج الأشعة السينية( 4الشكل )
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 Ni)20.:2(SrFلجملة  طيف انعراج الأشعة السينية( 5الشكل )

 
 Ni)250.:2(SrFلجملة  طيف انعراج الأشعة السينية( 6الشكل )

 
 Ni)30.:2(SrFلجملة  طيف انعراج الأشعة السينية( 7الشكل )
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 Ni)350.:2(SrFلجملة  طيف انعراج الأشعة السينية( 8الشكل )

 
 Ni)40.:2(SrFلجملة  طيف انعراج الأشعة السينية( 9الشكل )

 
 Ni)450.:2(SrFلجملة  طيف انعراج الأشعة السينية( 10الشكل )
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لم يُلاحظ في الاشكال السابقة تغيير واضح قي القمم سوى انزياحات طفيفة في مواقع القمم 
، كما أن جميع القمم تعود لمركب فلوريد مما يدل على توسع البلورات نحو زوايا الانعراج الأعلى

 .[15]السترانسيوم النقي
( قيم حجم التبلور وثابت الشبكة لمركب فلوريد السترانسيوم المشاب بنسب 4يبين الجدول )

 محتلفة من النيكل.
 

 قيم حجم التبلور وثابت الشبكة لمركب فلوريد السترانسيوم (4الجدول )
𝑫̅(𝒏𝒎) 𝑽(𝑨°)𝟑 𝒂(𝑨°) X wt% 
6.374 191.559 5.765 0.1 
6.999 189.498 5.744 0.15 
7.767 186.764 5.716 0.2 
7.776 184.265 5.690 0.25 
8.381 180.928 5.655 0.3 
8.644 178.492 5.630 0.35 
9.074 176.810 5.612 0.4 
9.672 174.244 5.584 0.45 
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 Ni)50.:2(SrFلجملة  طيف انعراج الأشعة السينية( 11الشكل )

مما  %0.5وذلل عند اشابة النيكل بنسبة  يلاحظ من المخطط الناتج ظهور قمم إضافية
 قرائن ميلر يدل على وجود طور آخر وبالبحث ضمن المركبات المحتمل تشكلها تبين أن

,(50.837,)(43.643)المقابلة للزوايا   (022) (020) (111)قمملل على التوالي   (74.748)
مع  (NiO: 96-101-0094)بما يتطابق مع البطاقة المرجعية  (NiO)الإضافية تعود لمركب 

-SrF2: 96)بقاء القمم الأساسية العائدة لفلوريد السترانسيوم بما يتوافق مع البطاقة المرجعية 
 . وبناء عليه تم دراسة كل طور لوحده(900-9044

 .0.5Ni)2(SrF:لجملة  𝑉و  𝑎 و 𝑑ℎ𝑘𝑙و  2𝜃( قيم كلٍ من 5يبين الجدول )
 (SrF2:0.5Ni)لجملة  𝑽و  𝒂و  𝒅𝒉𝒌𝒍و  𝟐𝜽قيم كلٍ من  (5الجدول )

(𝒉𝒌𝒍) 𝟐𝜽(°) 𝒅𝒉𝒌𝒍  (𝑨°) 𝒂(𝑨°) 
(111) 31.447 3.301 5.717 
(020) 36.328 2.869 5.739 
(022) 52.311 2.029 5.740 
(131) 62.117 1.734 5.750 
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(222) 65.140 1.662 5.756 
(040) 76.717 1.441 5.766 

𝒂 = 𝟓. 𝟕𝟒𝟓( 𝑨°) 
𝑽 = 𝟏𝟖𝟗. 𝟓𝟕𝟖(𝑨°)𝟑 

,𝐷 قيم كلٍ من( 6يوضح الجدول ) 𝛽, 𝜀, 𝛿  0.5:لجملةNi)2(SrF. 
,𝑫قيم كلٍ من  (6الجدول ) 𝜷, 𝜺, 𝜹  لجملة(SrF2:0.5Ni) 

𝟐𝜽 𝜷(°) 𝑫(𝒏𝒎) 𝜺 × 𝟏𝟎−𝟑 𝜹 × 𝟏𝟎𝟏𝟓 
31.447 0.394 4.439 94.718 50.758 
36.328 0.295 5.995 70.122 27.820 
52.311 0.295 6.347 66.243 24.827 
62.117 0.394 4.988 84.294 40.200 
65.140 0.492 4.056 103.656 60.789 
76.717 0.394 5.449 77.160 33.684 

𝑫̅ = 𝟓. 𝟐𝟏𝟐𝒏𝒎 , 𝜹 = 𝟑𝟗. 𝟔𝟖𝟎 , 𝜺 = 𝟖𝟐. 𝟔𝟗𝟗 

ة تظهر الداخلي بدلالة نسبة الاشاب نفعالوبرسم تغير كل من حجم التبلور وكثافة الاتخلاعات والا

 لدينا المخططات التالية:
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 تغير حجم التبلور بدلالة نسبة الاشابة( 12الشكل )

 
 تغير كثافة الانخلاعات بدلالة نسبة الاشابة( 13الشكل )
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 تغير الانفعال الداخلي بدلالة نسبة الاشابة( 14الشكل )

يلاحظ من المخططات السابقة تزايد في حجم التبلور بزيادة نسبة الاشابة بسبب حدوث انزياحات 

وبالتالي ازدياد  (Cosθ)نحو القيم الأعلى مما يؤدي الى تناقص قيمة المقدار  (2θ)طفيفة في قيم 

بعدها لتوافق أعلى نسبة ممكنة لاشابة و  (%0.45)قيمة حجم التبلور، حتى الوصول الى النسبة 

 عند زيادة نسبة النيكل يتشكل طور جديد لأكسيد النيكل. إضافة لطور نقي من فلوريد السترانسيوم.

كذلل يلاحظ انخفاض في قيمة )كثافة الانخلاعات( بما يتناسب مع نسبة الاشابة ويعود السبب 

 في ذلل إلى وجود العلاقة العكسية بين حجم التبلور وكثافة الانخلاعات.

 (%0.45)أما بالنسبة لاجهاد الداخلي فيلاحظ انخفاضه أيضاا بزيادة نسبة الاشابة حتى القيمة 

 بزيادة نسبة الاشابة كما وضحنا سابقاا. (cosθ)بسبب انخفاض قيمة المقدار 

لمركب فلوريد السترانسيوم النقي  (FT-IR)دراسة مطيافية الأشعة تحت الحمراء  – 2- 4
 بنسب مختلفة من النيكل والمشاب

 .يبين الشكل التالي أطياف الأشعة تحت الحمراء للمركبات المحضرة وبنسب اشابة مختلفة
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أطياف الأشعة تحت الحمراء لمركب فلوريد السترانسيوم النقي والمشاب ( 12الشكل )
 بالنيكل بنسب مختلفة

شابة امتصاص جديدة عند الابمقارنة هذه الأطياف مع بعضها يتبين لدينا ظهور عصابات 
 بمختلف النسب وهذه العصابات تدل على تشكل روابط جديدة بين النيكل وفلوريد السترانسيوم، نيكلبال

ضاا على البنية البلورية للمادة والتركيب الكيميائي وأيتعتمد مواقع الحزم والقمم الامتصاصية  حيث
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يلاحظ تغير الطيف واختفاء عصابات  (0.5)بة وعند الاشابة بالنس [.16على مورفولوجيا المادة ]
الامتصاص الدالة على ارتباط النيكل بفلوريد السترانسيوم وظهور عصابة جديدة تدل على تشكل 

 .[15]وهذا ما تطابق مع نتائج انعراج الأشعة السينية السابقة الذكر أكسيد النيكل
السترانسيوم النقي والمشاب بنسب مختلفة لمركب فلوريد  (PL)دراسة التألق الضوئي – 3- 4

 من النيكل
ضمن الأطوال  PLقيست طيوف الفلورة للعينات المحضرة باستخدام جهاز الفلورة الضوئية 

 .900nm-200الموجية 
𝜆تتراو  ضمن المجال حيث تم اثارة العينات بأطوال موجية مختلفة

𝑒𝑥𝑐
= 200 −

500 𝑛𝑚  50بإضافة 𝑛𝑚  وسجل طيف الإصدار لهذه العينات.في كل إثارة 
يبين الشكل التالي طيف التألق لمادة فلوريد السترانسيوم النقية والمثارة عند طول موجة   

𝜆
𝑒𝑥𝑐

= 200 𝑛𝑚. 

 
 

 طيف الفلورة لمركب فلوريد السترانسيوم النقي( 13الشكل )
𝜆من أجل إثارة عند الطول الموجي 

𝑒𝑥𝑐
= 200 𝑛𝑚  كان الإصدار عند عدة أطوال

؛ القمة الأولى لاصدار تعود إلى تألق الزجاج حيث أن العينة 400nmو  358nmموجية أهمها 
 رانسيومستوضعت ضمن خلية حاملة ذات نافذة زجاجية، أما القمة الثانية فتعود لفلورة فلوريد ال

 .الطبيعية
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ن النيكل مبينما يظهر الشكل التالي أطياف التألق للعينات المحضرة بنسب اشابة مختلفة 
جود نلاحظ و ف فلورة لكل عينةالح تفاصيل قمة يوضلت (nm 520-420)وذلل عند تكبير المجال 

𝜆قمة اصدار عند طول موجة 
𝑒𝑚

= 470 𝑛𝑚  حيث كان الإصدار الأقوى للتألق عند الاشابة
 .(% wt 0.45)سبة بالنيكل بالن

 
  طيف الفلورة لمركب فلوريد السترانسيوم المشاب بنسب مختلفة من النيكل (14الشكل )

  :ولحساب الفجوة الطاقية يتم تحديد طول موجة الامتصاص والاصدار كما يلي
 قيم الفجوة الطاقية (7الجدول )

 (ev)الفجوة الطاقية  (nm) طول الموجة 
 6.18 200 اثارة

 3.10 400 اصدار
 2.63 469.5 اصدار
 2.06 600 اصدار

 يمكن تمثيل هذه الانتقالات الالكترونية بالمخطط التالي:
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مخطط الانتقالات الالكترونية لمركب فلوريد السترانسيوم المشاب بالنيكل  (15الشكل )

(0.45 wt%)  من أجل إثارة𝝀
𝒆𝒙𝒄

= 𝟐𝟎𝟎 𝒏𝒎 

 
  لمركب فلوريد السترانسيوم المشاب بنسب مختلفة من النيكل طيف الفلورة (16الشكل )
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 قيم الفجوة الطاقية (8الجدول )
 (ev)الفجوة الطاقية  (nm)طول الموجة  
 4.95 250 اثارة

 3.31 375 اصدار
 3.19 394 اصدار

 

 
مخطط الانتقالات الالكترونية لمركب فلوريد السترانسيوم المشاب بالنيكل  (17الشكل )

(0.45 wt%)  من أجل إثارة𝝀
𝒆𝒙𝒄

= 𝟐𝟓𝟎 𝒏𝒎 
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  طيف الفلورة لمركب فلوريد السترانسيوم المشاب بنسب مختلفة من النيكل (18الشكل )

 قيم الفجوة الطاقية (9الجدول )
 (ev)الفجوة الطاقية  (nm)طول الموجة  
 3.10 400 اثارة

 2.64 470 اصدار
 

 
مخطط الانتقالات الالكترونية لمركب فلوريد السترانسيوم المشاب بالنيكل  (19الشكل )

(0.45 wt%)  من أجل إثارة𝝀
𝒆𝒙𝒄

= 𝟒𝟎𝟎 𝒏𝒎 
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 الاستنتاجات
مخطط التحليل الحراري اعتماداا على  درجة مئوية 400تم تلدين العينات عند درجة حرارة  .1

(DTA )  ساعات 6لمدة. 
 365.7عند درجة الحرارة )الناشر للحرارة  ( DTAمخطط )من  حراريالتأثير يشير ال .2

ºCسيوم.دخول النيكل الى داخل البنية البلورية لفلوريد الستران ( إلى 
أكسيد النيكل إلى تشكل  (ºC 542.1)ناشر للحرارة عند الدرجة ال الثانيالتأثير  يشير .3

(NiO) بينما يشير التأثير الحراري الثالث الناشر للحرارة عند الدرجة ،(677.3 °C)  الى
 .تشكل أكسيد السترانسيوم

فلوريد السترانسيوم النقي يتبلور وفق بنية بلورية مكعبية متمركزة أن  XRDأظهرت نتائج  .4
 .(FCC)الوجوه 

-0.1)الاشابات بالنيكل عند جميع  ي القممفتغيير واضح  XRDمن نتائج لم يُلاحظ  .5
0.45 wt%)  سوى انزياحات طفيفة في مواقع القمم نحو زوايا الانعراج الأعلى مما يدل

 .على توسع البلورات
مما يدل على وجود  (%wt 0.5) ظهور قمم إضافية وذلل عند اشابة النيكل بنسبة .6

 .(NiO)تعود لمركب  طور آخر
 .ناسب مع نسبة الاشابةانخفاض في قيمة )كثافة الانخلاعات( بما يت .7
 .(%wt 0.45)لإجهاد الداخلي بزيادة نسبة الاشابة حتى القيمة اانخفاض   .8
ظهور عصابات امتصاص جديدة  (FT-IR)مطيافية الأشعة تحت الحمراء تبين من  .9

بمختلف النسب وهذه العصابات تدل على تشكل روابط جديدة بين  نيكلعند الاشابة بال
 .السترانسيومالنيكل وفلوريد 

تغير الطيف واختفاء عصابات الامتصاص الدالة على  (FT-IR)مطيافية من  يلاحظ .10
 0.5) عند الاشابة بالنسبة ارتباط النيكل بفلوريد السترانسيوم وظهور عصابة جديدة

wt%). 
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𝜆من أجل إثارة  النقي  𝑆𝑟𝐹2لمركب  (PL)أظهر طيف التألق الضوئي  .11
𝑒𝑥𝑐

=

200 𝑛𝑚 358صدار عند عدة أطوال موجية أهمها إnm  400وnm ؛ القمة الأولى
 لاصدار تعود إلى تألق الزجاج أما القمة الثانية فتعود لفلورة فلوريد السترانسيوم الطبيعية

𝜆من أجل إثارة  بين طيف التألق   .12
𝑒𝑥𝑐

= 200 𝑛𝑚  وجود قمة اصدار عند طول موجة
𝜆

𝑒𝑚
= 470 𝑛𝑚  حيث كان الإصدار الأقوى للتألق عند الاشابة بالنيكل بالنسبة

(0.45 wt %) 
 التوصيات
 استبدال الشائبة بأحد العناصر الأرضية النادرة. .1
 دراسة التألق بجهاز ذو طاقة أعلى. .2
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درجة الحرارة واستخراج المقاومة ل كتابعوالجهد التيار  خصائصتحليل 
 𝐂𝐮/𝐙𝐧𝐎/𝐀𝐥 يشوتك ديودلالمتسلسلة 

 3أ.د عبد الله رستناوي     2.د. عبد الرزاق الصوفيأ      1زينب الحسن

 الملخص
I)التيار -تحليل قياسات الجهدتم في هذا البحث  − V) من  التي أجريت على ديودات شوتكي

27)حرارة  اتدرج عند Cu/ZnO/Alالنمط  − 200 − نظرية  ، اعتماداً على(℃400
I ةالأمامي ميزةالتم تحليل  .(TEالحراري ) بالتأين الانبعاث − V  شوتكي ديود لاستخراج ثوابت

 Cu/ZnO/Al.  حتى الدرجة  زيادة درجة الحرارة مع ازدادحاجز الكمون ارتفاع  أنلوحظ
امل ع بينما ،تيار الإشباع كما وجد أنه على علاقة عكسية معأ بالتناقص، دثم ب ℃200

 وُجد ،ستخراج المقاومة التسلسليةلا Cheungو Cheungطريقة . وبالمقارنة مع المثالية ازداد
 ا ازدادايضو  ،حاجز الكمون وارتفاعتسلسلة مالمقاومة ال تنخفض، ادرجة الحرارة ةيادز مع أنه 

ات ر تمت دراسة تغي ذلك إلى وجود عدم تجانس في ارتفاع الحاجز. يعود سبب .عامل المثالية
تائج مع نطابقة تنتائج موكانت ال( TEالمقاومة المتسلسلة وارتفاع حاجز الكمون حسب نظرية )

 Nordeنظرية بالاعتماد على  الدراسة إجراء تم اضافة لذلك، .Cheung وCheungنظرية 
كثير من أصغر بوالتي كانت حاجز الكمون ارتفاع و  المتسلسلةلمقاومة اعلى قيم  ولحصوتم ال

 حد كبير في قيم عامل المثالية. ( إلىTEنظرية ) توافقو  Cheungو Cheungفي نظرية  قيمال
، نظرية Nordeنظرية ، Cheungنظرية  ،أوكسيد الزنك ،ديود شوتكيلمفتاحية: االكلمات 

Iحاجز الكمون، الميزة ارتفاع عامل المثالية، المقاومة المتسلسلة،  (،TEالانبعاث الحراري ) − V. 
 .دكتور في الفيزياء النووية 3دكتور في فيزياء البلورات والأشعة السينية  2طالبة دكتوراه   1
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Analysis of temperature dependent current and voltage 
characteristics and extraction of series resistance in 𝐂𝐮/𝐙𝐧𝐎/𝐀𝐥 

Schottky diodes 
 
Abstract  
 
In this research, we analyze the current-voltage (I-V) measurements 
performed on Cu/ZnO/Al Schottky diodes at temperatures of 
(27 − 200 − 400℃). Based on the TE theory, the forward bias I − V 
characteristic was analyzed to extract the Schottky diode constants for 
the Cu/ZnO/Al Schottky diode. It was observed that the potential barrier 
increased with increasing temperature up to 200℃.  and then started 
to decrease. It was also found to be inversely related to the saturation 
current, while the ideality factor increased. Compared with Cheung and 
Cheung's method for extracting the series resistance, it was observed 
that the series resistance and potential barrier decreased with increasing 
temperature, and the ideality factor increased. This is attributed to the 
presence of inhomogeneity in the barrier height. The variations of the 
series resistance and potential barrier height were studied according to 
the TE theory, and the results were consistent with those of Cheung 
and Cheung. The study was carried out based on Norde's theory and 
the values of series resistance and potential barrier were obtained which 
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were much smaller than the values in Cheung and Cheung's theory and 
in good agreement with TE theory in ideality factor values. 

Keywords: Schottky diode, zinc oxide, Cheung's theorem, Norde's 
theorem, thermionic emission (TE) theory, ideality factor, series resistance, 
potential barrier, (I − V) characteristic. 

 
 
 . مقدمة1
  في التطبيقات الإلكترونية: أوكسيد الزنك أهمية. 1.1
الإلكترونية الضوئية والإلكترونية  للأهميةالتيار نظراً عن للبحث  مهمة مادة ZnO يعد

ق هذه الأجهزة لتحقي ،مما يجعله مرشحاً مثالياً للديودات الباعثة للضوء فوق البنفسجي، النانوية
واد نصف من الم. ولكن يصعب تصنيع وصلات شوتكي جيدة مناسبة يجب أن تكون تطبيقاتلل

اف كبير والتي يمكن أن تؤدي إلى انحر  والمعدنبين الفيلم الوجه البيني وجود حالات الناقلة بسبب 
,Alاستخدم الباحثون معادن مختلفة مثل ، حيث عن السلوك المثالي Au, Ag, Pt  وPd   لتحقيق

بين  تتراوحكمون هذه على ارتفاعات حاجز شوتكي وصلات شوتكي موثوقة. تحتوي وصلات 
0.6 eV   0.8إلى eV البيني لات عيوب الوجهمما يشير إلى التأثير غير المهم لحا interface) )

كثافة ي فهذه بشدة على الخلل  الوجه البيني. علاوة على ذلك، تعتمد حالات )السطح البيني(
 .[1]الفيلم المزروع وبالتالي على تقنية النمو المستخدمة 

النواقل لأكسيد المعدن في شكل بنيته النانوية نظراً -أنجح أنصافمن  ZnOأكسيد الزنك يعتبر 
لتطبيقاته العديدة في الأجهزة الإلكترونية الضوئية. ترجع العديد من هذه التطبيقات المحتملة لأكسيد 

اسعة تبلغ و حظور( مالمجال )طاقة ال طاقة الفجوة العصابيةالزنك إلى الأسباب التي تجعله يتمتع 
3.37 eV   60عالية تبلغ  إكسيتونوميزة بارزة تتمثل في وجود طاقة meV .وصلة شوتكي  تكون
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الإلكترونية  الألفة التباين بين (I)أمراً حيوياً بين المعدن وأنصاف النواقل، والتي تنشأ بسبب 
النواقل.  –تثبيت مستوى فيرمي لأنصاف  (II)النواقل وتابع عمل المعادن، وكذلك -لأنصاف
ن المعدن ونصف الناقل حاجز شوتكي هو حاجز طاقة يمكن ضبطه عن طريق التحكم فيتشكل بي

بعرض منطقة النضوب ونقل الشحنات عبر الوصلة. عند جهد تحييز ثابت، يُظهر ارتفاع التيار 
والحاجز علاقة أسية، مما يجعل حاجز شوتكي حاسماً لتشغيل أي وصلة من وصلات أنصاف 

 .[2] النواقل

 شوتكي: اتثوابت ديودتحديد  1-2

النواقل، هناك العديد من الثوابت التي يجب أخذها -في تحقيق الأجهزة القائمة على أنصاف
اقل وتجانسه، النو -السطح، تكوين ارتفاع الحاجز بين المعدن وأنصاف في الاعتبار: عملية تحضير

من بين كل  وتعتبر .(𝑅𝑠)والخلع، الجهد المطبق والمقاومة التسلسلية  البيني كثافة حالات الوجه
ة الكهربائية للأجهزة غير مثالية. هناك تقنيات مختلفالميزة يتسبب في أن تكون  هاممعامل  هذه

Iلتقييم الثوابت الكهربائية الرئيسية من قياسات  − V  للتحيز الأمامي مثل طريقةCheung 
نهجاً بديلًا من  Nordeوطريقة  Cheungو Cheungتقدم طريقة . وقانون أوم Cheungو

Iمن قياسات  (𝑅𝑠)قانون أوم لتحديد ارتفاع الحاجز وعامل المثالية و − V  الأمامية، والتي تعد
تحديد ارتفاع و  الثوابت الكهربائية الرئيسية في توصيف وتوفر معلومات مفيدة بشأن طبيعة الديودات

 حاجز الكمون.
I الميزةلا يعطي تحليل  − V عند درجة حرارة الغرفة  الديوداتلهذه  ةوالعكسي ةيلأماما

I الميزة ىبل تعط ،التيار نقلوصفاً تفصيلياً لآلية فقط  − V  في مجال واسع من درجات الحرارة
I الميزةفهماً واضحاً لجوانب آلية نقل التيار وتكوين الحاجز. بشكل عام، تنحرف  − V ةالأمامي 

. لا تزال هناك بعض Cheungو Cheungلطريقة وفقاً  المثالية TEلهذه الأجهزة عن نظرية 
I للميزةالصعوبة في التنبؤ بظاهرة النقل الدقيقة. يوفر التحليل الدقيق  − V عند درجات  للديودات
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النواقل –وطبيعة تكوين الحاجز عند واجهة أنصاف النقلحرارة مختلفة معلومات مفصلة عن عملية 
إن النواقل، ف-ومع ذلك، في حالة وجود جهد حاجز غير متجانس بين المعدن وأنصاف. المعدنية
حاجز يشبه حاجزاً يتكون من بقع أعلى وأسفل يمر التيار من خلالها. وبالتالي، من الممكن  كمون

 .الكمون مع التوزيع الغاوسي لجهد حاجز TEتفسير ذلك من خلال نظرية 
I ة دراسة الميز  تمت ،تحليلفي هذه ال − V شوتكيد لديو لدرجة الحرارة  كتابع ةوالعكسي ةالأمامي 

Cu/ZnO/Al  27)عند درجات حرارة − 200 − سلسلة تممقاومة الال. تم حساب (℃ 400
وارتفاع حاجز شوتكي وعوامل المثالية باستخدام الطرق التقليدية وكذلك الطرق البديلة. تم الحصول 
على ارتباط عادل مع الطرق البديلة والطرق التقليدية في مناطق معينة من المخططات. كان 

 .ZnO [3]المثالية مشكلة مع مواد  TEالانحراف عن آلية نقل 

 . هدف البحث2
  تيار  -جهد الميزةدراسة I − V عند درجات حرارة مختلفة لديود شوتكي. 
  تيار. –دراسة تأثير درجة الحرارة على الميزة جهد 
  حاجز وعامل المثالية وتيار الإشباع وفقاً لنظرية كمون الارتفاع حساب

 الانبعاث الحراري.
  وعامل المثالية وتيار الإشباع وفقاً لنظرية كمون الحاجز حسابCheunge 

   Cheungeو
  وعامل المثالية وتيار الإشباع وفقاً لنظرية كمون الحاجز حسابNorde. 
 .مقارنة النتائج التي حصلنا عليها من النظريات الثلاثة 
  المناسبة والأفضل لدراستنا كديودات شوتكي. الطريقةتحديد 
  

 . مواد وطرق البحث3
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تم كعينة أساسية، ®( Honeywell Riedel-de Haënمن  (ZnO 99.5٪استعمل 
تتم  )وهي طريقةبالبخ  لتحقيق الوصلة الأومي بواسطة طريقة الطلاء Cuعلى  ZnOترسيب فيلم 

ص أولًا حضرت الأقرا باستخدام ضغط الغاز يتم بخ المادة المراد التصاقها على المعدن(. حيث
، غسلت بالماء المقطر وجففت 1.0cm النحاسية بنصف قطر متماثل من أجل جميع العينات

على القرص  50μm بسماكةساعة عند درجة حرارة المخبر. ثم جرى ترسيب الأكسيد  24لمدة 
وصلة حضرت . ]4.5[ غاز النتروجين(المضغوط )بمساعدة الغاز الطلاء بالبخ باستعمال طريقة 

باستعمال ،  ZnOعلى الوجه العلوي من التي تم بخها تقريباً  1μmذات سماكة  Alشوتكي 
 .طريقة البخ الحرارية

I الميزةعلى  تم الحصول − V  باستخدام دارة إلكترونية مؤلفة من مقياس أمبير  ةوالعكسي ةالأمامي
شرح أليات التوصيل للدارة  )تم مقياس فولت ومغذية كهربائية ومجموعة من المقاومات –

 .المذكور في نهاية المقال (1)الملحق  نالقيم مواخذت  (6) كما في الشكل الإلكترونية
 
 
 

 . القسم العملي:4
Iة على الميزة ر دراسة تأثير درجة الحرا 4.1 − V شوتكي  في ديود 𝐂𝐮/𝐙𝐧𝐎/𝐀𝐥: 

I الميزة (1) الشكل يوضح − V النمط شوتكي من لديودات Cu/ZnO/Al  عند درجات
27)حرارة  − 200 − 400 ℃). 
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Iالميزة ( 1) الشكل − V  من النمطلديودات شوتكي Cu/ZnO/Al  عند درجات حرارة
(27 − 200 − 400 K˚) 

I)الميزة تم رسم  − V) النمط لديودات شوتكي من Cu/ZnO/Al  عند درجات حرارة
(27 − 200 − . يُظهر سلوك المنحنيات اعتماداً قوياً على درجة الحرارة وانحرافاً عن (℃400

 .، حيث تبدي الديودات سلوكاً تقويمياً غير خطيشوتكي المثالية تديودا

I ةالأمامي ةز ميالانحناء المقعر للأسفل لمخطط ال إن − V  الشكل)كما هو موضح في 
الناتجة بشكل رئيسي عن  Rs المتسلسلةيرجع بشكل رئيسي إلى المقاومة الفولتية الكبيرة  عند (1)

وتكي لديود شالمادة الأساسية )الركيزة( للديود. وبالتالي، من أجل تقدير الثوابت الكهربائية 
Cu/ZnO/Al  ،قياس  عندبدقةI − V  لةالمتسلسمن خلال أخذ تأثير المقاومة الميزة يجب تحليل 

 .المنطقة بين نصف الناقل والمعدنفي  [5]،[2]الوجه البينييمكن أن تهيمن حالات  .[4] [،3] [،1]
في  𝑅𝑠 اتتأثير الوجه البيني، بينما تظهر وُجِد أن منطقة التحيز الأمامي تخضع لتأثير حالات 

إلى يعزى  الذي تناقص جهد التشغيلنلاحظ ( 1من خلال الشكل ). ةمنطقة التحيز الأمامي العالي
حاجز الكمون مع ازدياد درجة الحرارة، حيث الطاقة الحرارية المكتسبة تساعد ارتفاع انخفاض 

حاجز الكمون بسهولة أكبر، هذا يعني أن ارتفاع ثقوب( على تجاوز –حوامل الشحنة )إلكترونات
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التيار نفسه يمكن تحقيقه بجهد أقل لأن الطاقة الحرارية تساعد على تنشيط حوامل الشحنة وبالتالي 
زيادة عددهم مما يحسن في الناقلية الكهربائية للطبقة نصف الناقلة، وتقلل درجات الحرارة المرتفعة 

 ل من الجهد المطلوب.من مقاومة النقل داخل المادة مما يقل

كما أن الحرارة قد عملت على تدهور الديودات  ،وجهد الانهيار عند تعرض الديودات للحرارة 
 تناقص جهد الانهيار مع ازدياد درجة الحرارة. ما بينهبشكل أكبر وهذا 

 

 
حاجز الكمون اعتماداً على نظرية الانبعاث  دراسة تأثير درجة الحرارة على ارتفاع 4.2

 الحراري:

 .[6[ ،]7] (TEالحراري )بالتأين نظرية الانبعاث لاعتماد على با 

𝐼 =  𝐼𝑠 𝑒𝑥𝑝 (
𝑞(𝑉 − 𝐼𝑅𝑠)

𝑛𝑘𝑇
)   

   𝐼𝑠 = 𝐴𝐴∗𝑇2𝑒𝑥𝑝 (−
𝑞∅𝐵

𝑘𝑇
)                                (1) 

 إلى المعادلة التالية: 

𝐼 ≈ 𝐼𝑠  {𝑒𝑥𝑝 (
𝑞 𝑉

𝑛𝑘𝑇
) − 1} ≈ 𝐼𝑠  {𝑒𝑥𝑝 (

𝑞 𝑉

𝑛𝑘𝑇
)}       (2) 

< 𝑉 من  أجل
3 𝑘𝑇

𝑞
                            

 𝑅𝑠ثابت بولتزمان،  𝑘عامل المثالية،  𝑛الجهد المطبق،  𝑉، الإلكترون شحنة 𝑞حيث 
n لـ  A cm−2  K−2 32المقدر ثابت ريتشاردسون  ∗𝐴، مساحة الديود 𝐴، المتسلسلةالمقاومة  −

ZnO. 
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 ،𝑇  ،درجة الحرارة المطلقة𝐼𝑠  و  الإشباعتيار∅(𝐵) )ويعطى ارتفاع الحاجز )بالفولت ،∅(𝐵) 
 :بالعلاقة

∅(𝐵) =     
(kT )

q

ln(𝐴𝐴∗ 𝑇2)

𝐼𝑠
                         (3) 

  :(1التالي )تعطى قيم حاجز الكمون وفقاً للجدول 

𝐓(𝐊) 𝟑𝟎𝟎 𝟒𝟕𝟑 𝟔𝟕𝟑 
∅𝑩(𝒆𝑽) 0.7756 0.801 0.753 
 .الكمون بدلالة درجة الحرارة( قيم حاجز 1الجدول )

 
 المختلفة. لحرارةات اارتفاع حاجز الكمون بدلالة درج(2)يبين الشكل

 
 ارتفاع حاجز الكمون بدلالة درجات الحرارة المختلفة. (2)الشكل

مقابل درجة الحرارة، عند درجات حرارة  B(I−V)∅مخطط ارتفاع الحاجز (3) يوضح الشكل    
(27 − 200 − أن حاجز الكمون يزداد بازدياد درجة الحرارة حتى الدرجة ، نلاحظ  (℃ 400

. في الظروف المثالية حاجز الكمون يميل للانخفاض أو أن يبقى ثابتاً ثم يبدأ بالتناقص ℃200
مع زيادة درجة الحرارة بسبب الطاقة الحرارية. ولكن في الطبقات السميكة عند التسخين حتى الدرجة 

0.75

0.76

0.77

0.78

0.79

0.8

0.81

0 200 400 600 800

Փ
B

(e
V

)

T(K)

ՓB(eV)



تحليل خصائص التيار والجهد كتابع لدرجة الحرارة واستخراج المقاومة المتسلسلة لديود شوتكي 

𝐂𝐮/𝐙𝐧𝐎/𝐀𝐥 

82 
 

ي جودة التماس بين الألمنيوم وطبقة أوكسيد الزنك باعتبار أن غالباً ما يحدث تحسن ف ℃200
التسخين يزيل الرطوبة والملوثات أو الغازات المحبوسة في التماس ويعزز الارتباط بين الذرات، 
مما يؤدي إلى تقليل العيوب والتداخلات عند التماس. هذا يؤدي إلى زيادة حاجز الكمون حيث قد 

الكمون الظاهري بسبب إعادة الشحنات المحاصرة )مثل العيوب تظهر ظاهرة ارتفاع حاجز 
والمصائد( التي قد تتحرر أو تتوزع مما يؤدي إلى تغيير في ارتفاع الحاجز الظاهري، حيث يتحسن 
التبلور الجزئي أو إعادة ترتيب الذرات في التماس الذي يمكن أن يزيد من حاجز الكمون وبالتالي 

الشحنة المتاحة عبر الحاجز هو السبب المحتمل لزيادة ارتفاع الحاجز  يؤدي ذلك إلى زيادة حوامل
قد تبدأ بعض الظواهر السلبية مثل انتشار  ℃400عند درجة الحرارة الأعلى  .مع درجة الحرارة

Diffusion)مما يؤدي إلى تغير تركيب التماس فتتكون ( ذرات الألمنيوم داخل أوكسيد الزنك ،
تشكل طبقات أوكسيد جديدة أو تحدث تفاعلات كيميائية غير مرغوبة مناطق غير متجانسة أو ت

فزيادة العيوب أو حدوث هذه التفاعلات تعمل على زيادة ارتفاع حاجز الكمون. أيضاً قد يؤدي 
 .[8] التسخين العالي إلى تدهور البنية البلورية أو زيادة المصائد مما يقلل ارتفاع الحاجز

 تيار الإشباع: الحرارة علىدراسة تأثير درجة  4.3
المعادلة  ستخدامبا يتم حساب تيار الإشباع لمعرفة مدى التغيرات الحاصلة عليه بتغير درجة الحرارة

Iالمقاسة  الميزة. من V مع  ln I من مخطط  Is الإشباعيمكن حساب قيمة تيار  ،1)) − V 
  .(1الموضحة في الشكل )

 :مختلفة درجات حرارة عندقيم تيار الإشباع المتعلقة ( 2)الجدول التالي يبين 

𝐓(𝐊) 𝟑𝟎𝟎 𝟒𝟕𝟑 𝟔𝟕𝟑 
𝐈𝐬(μ𝐀) 1.6 

 
0.249 1.649 

 ( قيم تيار الإشباع المتعلقة عند درجات حرارة مختلفة.2الجدول )
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 .بتغير درجة الحرارةCu/ZnO/Al تغيرات تيار الإشباع لديود شوتكي  (3) الشكليوضح 

 

 .مختلفة حرارة اتدرج عند Cu/ZnO/Alتيار الإشباع لديود شوتكي  (3)الشكل

نلاحظ أن ارتفاع حاجز الكمون يرتبط ارتباطاً مباشراً بتيار الإشباع  (3)نلاحظ من خلال الشكل 
فكلما ازداد تيار الإشباع تناقص ارتفاع حاجز الكمون، فهو يتناسب معه عكساً  ،(1)حسب العلاقة 

تمتلك الكواشف أصغر قيمة لارتفاع حاجز  .كل قيمة عظمى لتيار الإشباع ما يفسر أن عندوهذا 
تغير تيار الاشباع بتغير درجة الحرارة حيث تتناقص قيمته مع . كما لاحظنا الكمون وبالعكس

يزداد قليلًا مع تناقص ارتفاع  ℃400 وعند الدرجة ،ويتصف بعدم الخطية ازدياد درجة الحرارة
، 6A−10في هذه الدراسة هو في حدود  Isالعكسي الإشباع إن تيار  .حاجز الكمون عند هذه القيم

مما يشير إلى أنه حتى عند إيقاف تشغيل الديود، يستمر تيار صغير في التدفق عبر الديود مرة 
 ر في بعض التطبيقات حيث يجبأخرى. كلما كان التيار العكسي أكبر، كلما ظهرت مشاكل أكث

 .[8] التيارمراقبة كميات صغيرة من 

 اتدرج عند Cu/ZnO/Al  شوتكي لديودمقارنة تغير تيار الإشباع وعامل المثالية  4.4
 :المختلفة حرارة
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يار ت –ميل الخط البياني للميزة جهد  حسابيمكن الحصول على قيم عامل المثالية من خلال 
 :[10] [،9] العلاقة وذلك باستخدام

𝑛 =
𝑞

(𝐾𝑇 × slope )   
                                         (4) 

تغيرات الحاصلة لعامل المثالية مع تغيرات تيار الإشباع عند درجات ال( التالي 3يوضح الجدول )
 مختلفة. رةحرا

𝐓(𝐊) 𝟑𝟎𝟎 𝟒𝟕𝟑 𝟔𝟕𝟑 
𝐧 10.93 23.17 25.3 

 (3الجدول )
عند درجات  Cu/ZnO/Alتغيرات تيار الإشباع وعامل المثالية لديود شوتكي  (4)الشكل يوضح 

 حرارة مختلفة.ال

 
عند درجات حرارة  Cu/ZnO/Alتغيرات تيار الإشباع وعامل المثالية لديود شوتكي  (4)الشكل

 مختلفة.
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 n، من المتوقع أن يكون (2)نلاحظ ارتباط عامل المثالية وتيار الإشباع وفق العلاقة  
أكبر من هذه القيمة اعتماداً على التأثيرات  ا؛ ومع ذلك، يمكن ملاحظتهصغيرة وقريبة من الواحد
 thermionic) )انبعاث إلكترونات بالحرارة( TEالحراري الانبعاث بالتأين المحتملة حتى لو كانت 

emission)  في تدفق التيار. بالإضافة إلى ذلك، يمكن أن يُعزى الانحراف عن افتراض مهيمن
TE  عادة إلى مجموعة متنوعة من التأثيرات المهيمنة لآلية التوصيل اعتماداً على تيار التوليد وا 

تعتمد على  nفي منطقة الوصلة، وتدفق تيار النفق بسبب الطبقة البينية. وبالتالي، فإن قيم  الاتحاد
ويمكن أيضاً أن تُعزى القيم  .[8]مع زيادة درجة الحرارة  تصاعديلحرارة وهي في اتجاه درجة ا

 البيني( )وهوالسطح ( )(interfaceالبينيإلى عدم تجانس ارتفاع الحاجز عند الوجه  nالعالية لـ 
لى تيارات التسرب ،الوجه بين الطبقة نصف الناقلة والمعدن(  والنقل عبر حوامل الشحنة الأقلية، وا 

< n)العالية. وبما أن قيمة  و/أو  ZnOفترجع على الأرجح إلى وجود عيوب في شبكة  (20 
وجود مصائد عند الوجه البيني. من ناحية أخرى، تُظهر هذه الاختلافات في ارتفاع الحاجز وعامل 

27)الحرارة  اتالمثالية مع درج − 200 − هو  ZnO/Alأن نقل التيار عبر واجهة  (℃400
عملية نشطة بدرجة الحرارة، نظراً لأن ارتفاع الحاجز يتم توزيعه بشكل عشوائي بسبب ظاهرة عدم 
تجانس الحاجز، بالإضافة إلى مساهمة أليات نقل أخرى غير الانبعاث الحراري هذا يؤدي إلى 

 سلوك أكثر تعقيداً وقيم عامل مثالية أكبر.

المقاس يكون أكبر وعامل المثالية أقل عند درجات  الكمون ج أن ارتفاع حاجزكما نستنت
الحرارة المنخفضة. ولكن مع ارتفاع درجة حرارة الكاشف، تكتسب الإلكترونات طاقة حركية أكبر 
للتغلب على ارتفاعات حاجز الكمون العالية مما يؤدي إلى قيم أصغر لارتفاعات الحاجز المقاسة 

 .[12] ،[11] ،[4]بما يتوافق مع المرجع عند ازدياد درجة الحرارة مل المثالية وقيم أعلى لعا
عند  𝐂𝐮/𝐙𝐧𝐎/𝐀𝐥لديود شوتكي  والمقاومة المتسلسلة تحديد حاجز الكمون 4.5

 :Cheungو Cheung وTEدرجات الحرارة المختلفة اعتماداً على نظرية
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لى نظرية ع اً اعتمادوتحديد الثوابت الكهربائية الكهربائية لديودات شوتكي لميزة إن دراسة ا
لة على مدى تأثير المقاومة المتسلس النظرية ظهرحيث لم تُ غير كافي الحراري  بالتأين الانبعاث
 تهم عن طريق نظرية الانبعاثلذلك لابد من دراس، حاجز الكمون وعامل المثاليةارتفاع تغير 

تغيرات ال انتبين لتانال المقاومة المتسلسلة إضافةب Cheungو Cheungبالتأين الحراري ونظرية 
, (𝐵)∅لتحديد  ة.الحاصلة في الثوابت عند وجود المقاومة المتسلسل 𝑛  تم قياس𝑅𝑠  الميزةمن 

I ةالأمامي − V [13] [،10]باستخدام العلاقات التالية: 

( 𝑑𝑉)

𝑑(𝑙𝑛𝐼 ) 
=

(𝑛𝑘𝑇 )

𝑞  
+  𝐼𝑅𝑠                                   (4) 

 𝐻( 𝐼) =  𝑉 − (
(𝑛𝑘𝑇 )

𝑞
) ln (

𝐼

𝐴𝐴∗𝑇2 
)                      (5)  

 𝐻(𝐼)  = 𝑛∅(𝐵𝑒𝑓𝑓)  +   𝐼𝑅𝑠                                         (6) 

 ارتفاع حاجز الكمون لديود شوتكي عند درجات حرارة مختلفة. (5)الشكليبين 

 
 ارتفاع حاجز الكمون لديود شوتكي عند درجات حرارة مختلفة. (5)الشكل 
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ارتفاع حاجز الكمون لديودات  الذي يبين (5)الشكل تم الحصول على  (6) ةباستخدام العلاق
نظرية الانبعاث بالتأين الحراري بعد إضافة المقاومة  مختلفة حسبشوتكي عند درجات حرارة 

لديودات  حاجز الكمونارتفاع  وحساب المقاومة التسلسلية ديحدت عناستطا اخلاله المتسلسلة، ومن
 .ونقطة التقاطعميل الخطوط البيانية السابقة  وذلك من شوتكي

ف نجد حاجز الكمون وهذه القيم سو لارتفاع وبمقارنة القيم التي حصلنا عليها سابقاً  (5)الشكل من 
,   I𝑠على الثوابت المقدرة  𝑅𝑠لمقاومة المتسلسلة وجود تأثير ل، من الواضح اختلاف 𝑛 , ∅(𝐵) .

ن كما نلاحظ أ .مع ارتفاع درجة الحرارة كمون الحاجزقيم ارتفاع حيث أدى وجودها إلى انخفاض 
مكن إهمال ، لا يوبالتالي عامل المثالية قد حافظ على قيم ثابتة بعد إضافة المقاومة المتسلسلة.

I الميزةتكون  Tung (1992،) لوفقاً  .بالجهد المطبق فيما يتعلق 𝑅𝑠انخفاض جهد الـ  − V 
أمامي منخفض ولكنها تصبح غير خطية بشكل ملحوظ  تحييزعند جهد  لوصلة شوتكي خطية
الناتجة من المادة الأساسية  𝑅𝑠 المتسلسلةأمامي أعلى بسبب المقاومة تحييز بطبيعتها عند جهد 

لها تأثير صغير جداً في منطقة التحيز الأمامي المنخفض، إلا أن  𝑅𝑠)الركيزة(. من الواضح أن 
 رةداال وتكون، 𝐼𝑅𝑠لها تأثيراً كبيراً في منطقة التيار الأعلى بسبب الانخفاض الكبير في الجهد 

 . [15] [،14] (6)في الشكل  𝑅𝑠المكافئة لديودات شوتكي ذات المقاومة التسلسلية  الإلكترونية

 

 الدائرة المكافئة لديودات شوتكي ذات المقاومة التسلسلية (6)الشكل 
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(dV ) وذلك برسم Cheungو Cheungبالاعتماد على نظرية 

d(lnI )
 الموضح في الشكل 𝐼مقابل   

وصلة ب (4) معادلةال وذلك من. ة المختلفةر المتسلسلة عند درجات الحرامقاومة لليعطي قيمة  (7)
𝜂𝑘𝑇المخطط عند محور التيار الصفري بـ 

𝑞
البيانات  الدوائر الممتلئةتمثل . 𝑛، يتم تحديد قيمة   

في    𝑅𝑠ةالمتسلسلوجود المقاومة إن  .مطابقتها المنقط )خط الاتجاه(التجريبية بينما يمثل الخط 
 بطبيعته.غير مثالي أداء الديودات يجعل  Cu/ZnO/Al طبقات أوكسيد الزنك

(dV )مخطط (7ل )الشكيبين 

d(lnI )
 عند درجات حرارة مختلفة. Al/ZnOديودات شوتكي ل  Iمقابل   

 

 

عند درجات حرارة  Cu/ZnO/Alلديودات شوتكي  Iمقابل  dV/d ln (I)  مخطط (7)الشكل
 .مختلفة

y = 1.3389x + 0.2828
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 بالاعتماد علىقيم ارتفاع حاجز الكمون والمقاومة المتسلسلة وعامل المثالية  (4) يبين الجدول
 .Cheungو Cheung ونظرية نظرية الانبعاث بالتأين الحراري

𝐓(𝐊) 𝟑𝟎𝟎 𝟒𝟕𝟑 𝟔𝟕𝟑 
∅(𝑩𝒆𝒇𝒇)(𝒆𝑽) 0.993 0.67 0.58 

𝑹𝒔 (𝝁𝛀) 1.338 0.794 0.7142 
𝒏 10.93 23.17 25.3 

 (4)الجدول

عند  Cu/ZnO/Alالمقاومة المتسلسلة وعامل المثالية لديودات شوتكي  اتتغير  (8)الشكل يبين 
 درجات حرارة مختلفة.

 

عند  Cu/ZnO/Alالمقاومة المتسلسلة وعامل المثالية لديودات شوتكي  اتتغير   (8)الشكل
 درجات حرارة مختلفة.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

0

5

10

15

20

25

30

0 200 400 600 800

R
s(
µ
Ω

)

n

T(K˚)

Rs

n



تحليل خصائص التيار والجهد كتابع لدرجة الحرارة واستخراج المقاومة المتسلسلة لديود شوتكي 

𝐂𝐮/𝐙𝐧𝐎/𝐀𝐥 

90 
 

عند  Cu/ZnO/Alتغير المقاومة المتسلسلة وعامل المثالية لديودات شوتكي  (8)الشكل يوضح 
اعتماد المقاومة المتسلسلة بشكل كبير على درجة ( 8) درجات حرارة مختلفة. يظهر من الشكل

الحرارة، حيث نلاحظ تناقص قيمتها مع ازدياد درجة الحرارة، بينما يزداد عامل المثالية وهذا يدل 
ين نصف ب ه البينيالوج المتشكلة عند عيوبالعلى زيادة العيوب داخل بنية نصف الناقل وكذلك 

حسب  (4) . وبالمقارنة مع القيم المحسوبة في الجدول[15]، [18] [،17] [،16] نالناقل والمعد
نظرية الانبعاث بالتأين الحراري بعد إضافة المقاومة المتسلسلة نلاحظ تطابق في القيم مع نظرية 

Cheung وCheung وهذا يدل على دقة النتائج. 

عند  Cu/ZnO/Alتحديد حاجز الكمون والمقاومة المتسلسلة لديود شوتكي  4.6
 :Nordeنظرية  درجات حرارة مختلفة اعتماداً على

 الموصوفة بالعلاقة التالية  [11] [،4] تسلسلة باستخدام دالة نوردمسنحدد قيمة المقاومة ال

𝐹( 𝑉) =
𝑉

𝛾
−

𝑘𝑇

𝑞  
𝑙𝑛 (

𝐼(𝑉)

𝐴𝐴∗𝑇2
)              (7) 

<) γ حيث  n )هو أصغر عدد صحيح )بدون أبعاد( مقاساً بالطريقة التقليدية. 

𝐼 لميزةاباستخدام القيم المقاسة  − 𝑉 اختلاف، يظهر𝐹( 𝑉)   كدالة لجهد التحيز المطبق𝑉  في
 وفقاً لطريقة نورد، يتم تحديد قيمة ارتفاع الحاجز بواسطة( 9) الشكل

 ∅(𝐵𝑒𝑓𝑓) = F( V0 ) +
 V0

γ
−

kT 

q
                           (8) 

Vالتي تحدث عند   F( V)هي النقطة الدنيا لـ  F( V0 )حيث  = V0   . 

    :باستخدام العلاقة التالية  Cu/ZnO/Al لديودات𝑅𝑠  تحديد قيمة تم

𝑅𝑠 = (
𝑘𝑇(𝛾 − 𝜂 )

𝑞 𝐼𝑚𝑖𝑛
)                                         (9) 
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أدنى قيمة لها كما   𝐹( 𝑉)حيث تمتلك V0هو الحد الأدنى للتيار المطابق للجهد    𝐼𝑚𝑖𝑛 حيث
 .(9) هو موضح أيضاً في الشكل

 مختلفة. عند درجات حرارة Cu/ZnO/Alحاجز الكمون لديودات شوتكي  ارتفاع (9)الشكل يبين 

 

 عند درجات حرارة مختلفة. Cu/ZnO/Alحاجز الكمون لديودات شوتكي ارتفاع  (9)الشكل 

ة وعامل المثاليالأصغري  رحاجز الكمون والتياارتفاع وقيمة  الأصغري لكمونا (5) يبين الجدول
 عند درجات حرارة مختلفةوالمقاومة المتسلسلة 

T(K) 𝐕𝟎 (𝐕) 𝐈𝐦𝐢𝐧 (𝛍𝐀) 𝐅(𝐕𝟎)(𝐕) n (∅(𝐁𝐞𝐟𝐟))(𝐞𝐕) 𝐑𝐬 (𝛍𝛀) 

300 0.2 0.01 0.54 10.93 0.53 0.181 

473 0.2 0.07 0.502 23.17 0.507 0.306 
673 0.2 0.1 0.47 25.3 0.45 0.181 

 موت-المقاسة أقل من قيمة شوتكي الكمون ارتفاع حاجز قيم كانت جميع (5)من خلال الجدول 
 المرتبطة به تؤثر على هوحالات الوجه البيني، مما يشير إلى أن بنية eV 1.0المتوقعة البالغة 
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مة في هذه النظرية حساب قي لا نستطيعوخصوصاً وفق لنظرية نورد، ولكن  .[19] شوتكيحاجز 
على الرغم  ،Cheungو Cheung عامل المثالية دون نظريتي الانبعاث بالتأين الحراري ونظرية

من أن قيمة ارتفاع حاجز الكمون هنا تعتبر الأفضل حسب نورد من باقي القيم المحسوبة وفق 
والمقاومة  كما لاحظنا أن قيم ارتفاع حاجز الكمون .(4) ، كم ورد في الجدولالنظريات السابقة

يمكن أن يعزى الأداء الضعيف لديودات . مع ازدياد درجة الحرارة حسب نوردة تناقصم المتسلسلة
شوتكي المصنعة إلى عدة عوامل، مثل عدم التساوي على سطحها العلوي، والمقاومة العالية على 

 M/S، انخفاض الجهد عبر وصلة الوجه البينيالتوالي، والتوزيع غير المتساوي للشحنات في 
ة التركيب. علاوة على ذلك ووجود عيوب وتيارات تسرب ناتجة عن مستويات عالية من إعاد

، تعمل كمراكز تشبه الجهات  ZnOوبالتالي، قد تكون شواغر الأكسجين موجودة على سطح 
 .[8] المودع ZnOإلى بنية   Alالمانحة، مما يؤدي إلى تسرب كبير في نفق التيار من

ة المحضرة باستخدام الطرق الكيميائية في الهواء تنتج طبق الطبقاتعلاوة على ذلك، فقد تبين أن 
التي تم الحصول عليها لجميع العينات أعلى  𝑛كانت قيم  ، لذلكعازلة تؤثر على ارتفاع الحاجز

يشير هذا إلى أن سلوك ديود شوتكي غير مثالي ويمكن أن يعزى إلى المقاومة و  بكثير من الوحدة
  .]20[ النواقل–بينية وانخفاض الجهد عبر الوصلة المعدنية/أنصافالمتسلسلة وتوزيعات الشحنة ال

التي تم  لةالمتسلسمقاومة القمنا بتلخيص قيم جميع الثوابت مثل ارتفاع الحاجز، وعامل المثالية و 
إن تحليل الانبعاثات الحرارية  Nordeوطريقة  Cheung وطريقةالحصول عليها بالطريقة التقليدية، 

من  رأكبمقاومة المتسلسلة الوعامل المثالية و في الحاجز يعطي ارتفاع  Cheung وطريقةالتقليدية 
  .Nordeطريقة 

 النتائج و مناقشتها 5.
  تمت دراسة الميزةI − V للحرارة، لاحظنا تأثير واضح  الديوداتض يتعر  عند

 لدرجة الحرارة على الميزة.
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  استنتجنا أن الانحناء المقعر في الميزة يعود إلى المقاومة المتسلسلة لذلك اقترحنا
 ن تتم الدراسة بأكثر من طريقة.أ
 الحراري غير كافية لديودات شوتكي حيث لم تعطي تصور  التأين طريقة الانبعاث

 كمون وعامل المثالية.حاجز ال في ارتفاع كامل عن تغيرات
  ة ثم ينخفض وبالتالي يُظهر ر مع ازدياد درجة الحراون ارتفاع حاجز الكميزداد

27) عند  لحرارةادرجة تغير سلوك غير خطي مع  − 200 − 400 ℃) 
  6−10هو من رتبة  الديوداتتيار الإشباع لأغلبA بازدياد درجة  ويتناقص مع

 الحرارة ويتصف بعدم الخطية.
  نا الإشباع حيث لاحظط بين عامل المثالية وتيار ارتباتوصلنا إلى وجود علاقة

 .حرارةمع ازدياد درجة ال زيادة في عامل المثالية يقابلها تناقص في تيار الإشباع
  لم  ،ي غير كافي لمثل الديودات المحضرةر الحرابالتأين تبين أن نظرية الانبعاث

الية كمون وعامل المثحاجز الة على تغير ارتفاع لتظهر تأثير المقاومة المتسلس
 .الانبعاث وذلك بعد إضافة المقاومة المتسلسلةا من تطبيق نظرية لابد نلذلك كا

 بدراسة نظرية Cheunge وCheungeونظرية الانبعاث بالتأين الحراري بإدخال 
اومة والمقكمون حاجز الارتفاع قيم ة لاحظنا تناقص لتأثير المقاومة المتسلس

 عند ازدياد درجة الحرارة.المتسلسلة 
   وجدنا تطابق في القيم المحسوبة بنظرية الانبعاث بالتأين الحراري ونظرية

Cheunge و. Cheung 
 كمون باستخدام طريقة حاجز الارتفاع المقاومة المتسلسلة و  ناحسبNorde، 

 المتسلسلة. المقاومةو  كمون الحاجز قيم كل من ارتفاع فلاحظنا تناقص في



تحليل خصائص التيار والجهد كتابع لدرجة الحرارة واستخراج المقاومة المتسلسلة لديود شوتكي 

𝐂𝐮/𝐙𝐧𝐎/𝐀𝐥 

94 
 

 أن أفضل القيم هي التي حصلنا عليها من نظرية  إلى توصلناNorde  ولكن
بسبب عدم القدرة على حساب عامل المثالية ووجود العامل الذي يسبب انحراف 

 .Cheungنظريتي الانبعاث ونظرية عن القيم المطلوبة تم الاعتماد على 
  طريقة أن إلى  توصلناCheung هي الطريقة ونظرية الانبعاث بالتأين الحراري 

المثلى لدراسة ديودات شوتكي بحالة التي يكون فيها عامل المثالية كبير، أما 
طريقة نورد فهي متبعة بالحالة التي يكون فيها عامل المثالية مساوي أو أصغر 

 .1من
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 دراسة في المجموعات المولدة الصغرى لزمرة تبديلية
 

 3عدنان الطيبانيد.     2إيمان الخوجة د.    1هيفاء صويص

 

 الملخص
 

ستتلال  وتعدد الابمفهوم  التوليد مفهومولدة لزمرة تبديلية، وارتباط م مجموعات  يعدُّ البحث عن 
أنواع الاستتتتتتتتتلال  من اللهتتتتتتتايا الهامة ،ي نثرية الزمر، حيث تتتستتتتتتتتت الزمرة التبديلية التي تمل  

 هذه الورقة قمنا بدراستتتتتتتتتةمجموعة مولدة خصتتتتتتتتاةصتتتتتتتتا  هامة تميزها عن الزمر التي لا تما لها. ،ي 
زمرة الأعداد  ،يوذل  استتتتتتتتتتتتتتلال  Sومفهوم المجموعات المولدة الصتتتتتتتتتتتتدرل لزمرة تبديلية مفهوم

لدة صتتتتتتتتتتتتتدرل ، تما قمنا بإيجاد مجموعات مو و،ي الزمر الدوارة المنتهية nالصتتتتتتتتتتتتتحيحة بالملا  
،هتتتتتتتتتتال  عن إيجاد  حرا  لها، حيث إن هذه المجموعات لا تشتتتتتتتتتتت  أستتتتتتتتتتتاستتتتتتتتتتتا  للزمر التبديلية الحرة 

 .الأعداد الصحيحةصدرل لزمرة مجموعات مولدة 

 
 
 

مجموعة مولدة صتتتتدرل، مجموعة مستتتتتتللة، مجموعة مستتتتتتللة خطيا ، مجموعة الكلمات المفتاحية.
S.مستتللة، الأستا ، الأستا  الحر 
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A Study of Minimal Generating Sets of an Abelian Group 

  
 
Haifaa Swies 1   Dr. Eaman Al-Khouja 2    Dr. Adnan Al-Taybani 3 

 
Abstract 

 
The aim of this paper is to study minimal generating sets of an abelian 

group and S  independent sets, in addition to examining the effect of the 
concept of independence, in its various forms, on the generating set of 
the abelian group, since an abelian group that has a generating set has 
important properties that distinguish it from non-isomorphic ones. We also 
studied minimal generating sets of ( , )n   and finite cyclic groups. 
Additionally, we found minimal generating sets of free abelian groups; 
however, these sets don’t form a free basis. Finally, we determine minimal 
generating sets of ( , ) . 
 
Key Words: Minimal generating set, Independent set, linearly 
Independent set, Basis, Free Basis. 
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 مقدمــــة.
منها من  غير خاليةتعد مستألة التعبير عن عناصر بنية جبرية بدلالة عناصر مجموعة جزةية 

 ر تبير ،ي الرياهيات عموما  و،ي الجبر على وجه الخصوص، ويعد وذات أ هامةالمستاة  ال
لبنى من ا الزمرة والحللة وغيرهات المولدة لمختلف البنى الجبريةالبحث عن أصدر المجموعات 

من أبرز [، 4و] [3[ و]2[ و]1،ي ] P. Ruzickaو M. Hrbek، والتي درستت من قب الجبرية
[ 4]،ي  P. Ruzickaو M. Hrbekقام  2015في عام ،، الدراستات وأحد ها ،ي هذا المجا 

 تزمر الفت  والزمر عديمة الفت  بدراستة المجموعات المولدة الصدرل لأنواع من الزمر التبديلية
 بأنواعهلإشارة إلى أن مفهوم الاستتلال  جدر اتحيث  ،استتلال Sمفهوم وذل  من خال  طرح 

، ة المختلفةالمولدة للبنى الجبري ،ي توصيف المجموعات لعت دورا  هاما  توحالاته الخاصة ه اتتعميمو 
وبشت  خاص ،ي الزمر التبديلية، وقد قمنا ،ي هذه الملالة بدراستة  ال ة أنواع من المجموعات وهي 

بينا ، حيث مستتللةS والمجموعة المستتللة خطيا  بالإها،ة إلى المجموعة التستتللة المجموعة الم
العالقة بين هذه المجموعات تما قمنا بدراستة المجموعات المولدة همن حالات الاستتلال  الستابلة 

قمنا  ، حيثمستتللةS حستت تعريفها وبشت  خاص المجموعة المولدة الصدرل والتي تتون
لتتون  nبتوصيف طبيعة العالقة بين عناصر مجموعة جزةية من زمرة الأعداد الصحيحة بالملا 

، أتبر مجموعة مولدة صدرل لها، ،هال  عن تحديد قدرة لهذه الزمرة مولدة صدرلمجموعة 
بناء  على  nبالإها،ة إلى تعين المجموعات المولدة الصدرل للزمرة الدوارة المنتهية والتي مرتبتها 

،هال  عن ذل  قمنا بإيجاد مجموعات ، nالتما   بين هذه الزمرة وزمرة الأعداد الصحيحة بالملا  
ديلية الحرة انطالقا  من أستا  حر لها وذل  بطريلتين مختلفتين حيث إنَّ مولدة صدرل للزمرة التب

، ،هال  عن العديد من لزمرةحرا  ل ا  المجموعة المولدة الصدرل ،ي هذه الحالة لا تشت  أستاست
 المبرهنات والنتاةج الهامة المرتبطة بمفهوم المجموعة المولدة لزمرة والمجموعات المستتللة بأنواعها.
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 أساسية. برهناتتعاريف وم -1
نعرض ،ي هذه الفلرة بعض المفاهيم الأستتتتتتتتاستتتتتتتتية المتعللة بالزمر والمجموعات المولدة لزمرة، 

 والبداية مع التعريف الآتي:

 [.3تعريف. ]
)لتتن , )G   َّزمرة ولنفرض أنS  جزةيتتتة غير ختتتاليتتتة منمجموعتتتةG ، عن نلو  عنتتتدةتتتذ
 .نفستتتتها Gهي  Sتحوي Gزمرة جزةية منر تانت أصتتتد إذا Gإنها مولدة للزمرة Sالمجموعة

G،إننا نعبر ذل  بالشت  Gمولدة للزمرة Sإذا تانت المجموعة S. 

 [.3تعريف. ]
)لتتن  , )G    نلو  عن الزمرةزمرة، عنتتتتدةتتتتذG  ي تإنهتتتتا منتهيتتتتة التوليتتتتد إذا وجتتتتد،G 

لاا ،إن الزمرةهامولدة ل منتهية غير خالية مجموعة جزةية  غير منتهية التوليد. G، وا 

 [.3. ]11..مبرهنة
)لتتن  , )G    َّزمرة ولنفرض أنS   مجموعتتتتة جزةيتتتتة غير ختتتتاليتتتتة منGدةتتتتذ ،تتتتإنَّ ، عنتتتت
G S إذا و،لط إذا تان ت  عنصتتتتر x G عناصتتتتر مجموعة جزةية منتهية  يتتت بدلالة

 .Sعناصر المجموعة  من

 [.3. ]تعريف
)لتتن  , )G   نلو  عن الزمرةزمرة، عندةذ G عنصر إنها دوارة إذا وجدa G  َّيحلق أن 

{ }G a َّونلو  ،ي هذه الحالة إن ،G زمرة دوارة مولدة بالعنصتتتتتتتتتتتتتترa   ونتتت اختصتتتتتتتتتتتتتتارا
G a. 

 [.3. ]2.1.مبرهنة
)لتتن  , )G   مرتبتهازمرة دوارة n  ومولدة بالعنصتتتتتتتتتتتتتترa  َّولنفرض أنk Z ، عندةذ

kG،إنَّ  a  إذا و،لط إذا تان gcd , 1n k . 
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 [.6. ]3.1.مبرهنة
a زمرة و Gلتتن  G عنصتتتتتتتتتتتتتتر مرتبتتته n َّولنفرض أن ،, ,k r s Z تتإنَّ  عنتتدةتتذ، 

 :اللهايا الآتية صحيحة
1-  ,gc n kk d

aa . 

2- 
 gcd ,

k n
ao

n k
. 

3- r sa a  عندما و،لط عندما   gcd , gcd ,n r n s. 

 [.6,3. ]4.1مبرهنة.
لتتن  

1

n

i i
G


ن زمرة تتو لالشتتترط الازم والتا،ي ، عندةذ ،إنَّ منتهيةالدوارة الزمر أستتتترة من ال 

1الجداء المباشتتتتر  2 ... nG G G    دوارة هو أن تتون :1iG و :1jG أولية ،يما  ا  أعداد
iلأج  ت  بينها وذل   j  َّ1 حيث إن ,i j n . 

 [.3. ]5.1مبرهنة.
) تنتل , )   1ولنفرض أنَّ زمرة الأعداد الصتتحيحة 2, ,..., kn n n صتتحيحة موجبة ا  أعداد 
1وأنَّ  2gcd( , ,..., )kn n n d 1،إنَّ  عندةذ 2, ,..., kn n n d . 

 [.6,3. ]6.1.مبرهنة
G نفرض أنَّ لو ، دوارةزمرة  Gلتتن  a:عندةذ اللهيتان الآتيتان صحيحتان ،  

Gغير منتهية ،إن  Gإذا تانت -1  Z. 
nG،إن  nمنتهية من المرتبة Gإذا تانت -2 Z. 

 [.6,4,3. ]7.1.مبرهنة
)لتتن  , )G  ولنفرض أنَّ زمرة تبتتتديليتتتة ،( ) { ; ( ) }G x G o x    ، َّعنتتتدةتتتذ ،تتتإن 
) المجموعة )G  تشت  زمرة جزةية من الزمرةG. 
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 [.6,4,3تعريف. ]
)لتتن  , )G   الجزةيتتة الزمرة تتتدعىزمرة تبتتديليتتة، عنتتدةتتذ ( )G  الجزةيتتة من  بزمرة الفتتت

ذا تتتانتتت Gالزمرة  )، وا  )G G   َّعنتتدةتتذ نلو  إنG  ذا تتتان ، و زمرة ،تتت ا  G e  
 .()عديمة الفت  أنها زمرة ،ت  حرة Gنلو  عن الزمرة 

 [.6,3تعريف. ]
)لتتن  , )G    ،1لنفرض أنزمرة تبتتتتديليتتتتة{ }n

i iX x    من الزمرة مجموعتتتتة جزةيتتتتةG 
لأج  أي مجموعة إذا تان  قلةمستإنها  X المجموعة عننلو  عندةذ عناصرها مدايرة للصفر، 

}1جزةية  }n

i i    1وتحلق 0n

i i ix   0ينتج أنi ix    1لأج  ت i n . 
 .إذا لم تتن مستتللة مرتبطةإنها  Xونلو  عن المجموعة

 [.6,3تعريف. ]
)لتتن  , )G    ،لنفرض أنزمرة تبتتتتديليتتتتةX   من الزمرة مجموعتتتتة جزةيتتتتة غير ختتتتاليتتتتةG 

ت ت  مجموعة إنها مستتتتتتتتتتللة إذا تان Xعناصتتتتتتتترها مدايرة للصتتتتتتتتفر، عندةذ نلو  عن المجموعة 
 إنها مرتبطة إذا لم تتن مستتللة. Xونلو  عن المجموعة منها مستتللة. ومنتهية خالية غيرجزةية 

 [.3. ]8.1.برهنةم
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG ، عندةذ تتون
 مستتللة إذا و،لط إذا تانت X المجموعة

x X
X x


. 

 [.3تعريف. ]
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبتتتديليتتتةX  من مجموعتتتة جزةيتتتة غير ختتتاليتتتة ومنتهيتتتةG 

Gتان إذا G للزمرة أستتتتتتتتتاستتتتتتتتتا   Xلو  إنَّ عندةذ ن ،عناصتتتتتتتترها مدايرة للصتتتتتتتتفر X  وتانت
 مستتللة. Xالمجموعة 
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 [.3تعريف.]
)لتتن  , )G    ،لنفرض أنزمرة تبتتتتديليتتتتة 

1

n

i i
X x


   من الزمرة مجموعتتتتة جزةيتتتتةG 

لأج  أي مجموعة جزةية إذا تان  مستتتتتتتتتتتللة خطيا   X عندةذ نلو  إنَّ المجموعة 
1

n

i i



 

1وتحلق  0n

i i ix   0ينتج أنi    1لأجتت  تتت i n . ونلو  عن المجموعتتة X 
 .خطيا   إذا لم تتن مستتللة إنها مرتبطة خطيا  

 [.3تعريف.]

)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG  عندةذ نلو ،
إنها مستتتتتتتتتتتتتتتتللة خطيا  إذا تانت ت  مجموعة جزةية غير خالية ومنتهية منها  Xعن المجموعة 
 إنها مرتبطة خطيا  إذا لم تتن مستتللة خطيا . Xونلو  عن المجموعة مستتللة خطيا .

 
 .1.9.مبرهنة

)لتتن  , )G  لنفرض أنو ، عتتديمتتة الفتتت  زمرة تبتتديليتتةX  من مجموعتتة جزةيتتة غير ختتاليتتة
G المجموعة  تتون، عندةذ عناصتتتتتتترها مدايرة للصتتتتتتتفرX مستتتتتتتتتللة  تتان و،لط إذا مستتتتتتتتتللة إذا

 خطيا .

 واهح. البرهان.

 .1.10.مبرهنة
)لتتن , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  منمجموعة جزةية غير خالية G،  عندةذ اللهايا

 الآتية صحيحة:
0إذا تان  -1 X  إنَّ المجموعة،X . تتون مرتبطة خطيا 
 مستتللة. ،إنها تتونمستتللة خطيا   X إذا تانت -2
 مرتبطة.هية مجموعة جزةية غير خالية ومنت حوت إذا و،لط إذامرتبطة  Xتتون  -3
 حوت مجموعتتة جزةيتتة غير ختتاليتتة ومنتهيتتة مرتبطتتة إذا و،لط إذامرتبطتتة خطيتتا   X تتون -4

 .خطيا  
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 .مرتبطة ،إنها تتون مرتبطة خطيا   X تانت إذا -5

 البرهان.
 واهح. -1
مدايرة للصتتتفر،  X،إنَّ عناصتتتر المجموعة  مستتتتتللة خطيا  عندةذ Xلنفرض أنَّ المجموعة  -2

1أيتتتتتتا  تتتتتتتانتتتتتتت العنتتتتتتاصتتتتتتتتتتتتتتر  من جهتتتتتتة أخرل 1{ } ,{ }n n

i i i ix X   Z   َّوالتي تحلق أن 

1

0
n

i i

i

x


  َّ0 ،تتتإنi    1لأجتتت  تتتت i n   َّ0وبتتتالتتتتالي ،تتتإنi iv    لأجتتت  تتتت

1 i n   وهذا يبين أنَّ المجموعة ،X مستتللة. 
 واهح.  -4 -3
مجموعتتتتة جزةيتتتتة منتهيتتتتة ولتتن   Xعنتتتتدةتتتتذ توجتتتتد ،ي مرتبطتتتتة  Xلنفرض أنَّ المجموعتتتتة  -5

1{ }n

i ix X  1 بالتالي توجد العناصتتتتتتتتتتتتتترو  ،مرتبطة{ }n

i i  Z  َّتحلق أن 
1

0
n

i i

i

x


 

1عندةذ يوجد  i n   َّ0 يحلق أنi iv   َّ0وبالتالي ،إنi وهذا يبين أنَّ المجموعة ، 
1{ }n

i ix    وبالتالي ،إنَّ  ،مرتبطة خطيا X   مرتبطة خطيا. 

 نتيجة.
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبتتديليتتةX  من مجموعتتة جزةيتتة غير ختتاليتتة ومنتهيتتةG 

مستتللة ،لي  بالهرورة أن تتون مستتللة  Xالمجموعة  تانت إذا ، عندةذعناصرها مدايرة للصفر
ذاو  خطيا ،  .خطيا  ،لي  بالهرورة أن تتون مرتبطة مرتبطة Xالمجموعة  تانت ا 

 [.6,4,3تعريف. ]
)لتتن  , )G   ،عندةذ نلو  عن الزمرة زمرة تبديليةG  إذا وجد ،ي إنها حرةG  مجموعة

،ي هذه الحالة أستاستا  حرا   Xالمجموعة  ، وندعومستتللة خطيا  ومولدة لها Xجزةية غير خالية 
 .Gللزمرة 
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 نتيجة.
)لتتن  , )G   ،عندةذ إذا تان زمرة حرةX  أستتتتتتتتاستتتتتتتتا  حرا  للزمرةG  هو أستتتتتتتتا  لها، لتن،

 العت  غير صحيح بالهرورة.

 .[6,3]. 11.1.مبرهنة
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنو زمرة تبتتديليتتةX  من مجموعتتة جزةيتتة غير ختتاليتتةGدةتتذ ، عنتت

xإذا و،لط إذا تان ت  عنصتتتتر Gللزمرة  ا  حر  ا  أستتتتتاستتتتت Xالمجموعة تشتتتتت   G  يتتت بدلالة
 وبطريلة وحيدة. Xعناصر مجموعة جزةية منتهية من عناصر المجموعة 

 [.6,3. ]12.1.مبرهنة
)لتتن  , )G   ،الزمرة  تتونعندةذ زمرة تبديليةG تانت مجموعا  مباشتتتتتتتترا   و،لط إذا حرة إذا

 منها.لزمر  جزةية دوارة غير منتهية 

 .[6,3]. 13.1مبرهنة.
)لتتن  , )G   ،ولنفرض أنَّ زمرة تبديلية حرة,X Y  مختلفين لها، عندةذ حرين أستتتتتتتتتاستتتتتتتتتين

)،إنَّ  ) ( )card X card Y. 

 ملاحظة.
)لتتن  , )G   ،ولنفرض أنَّ زمرة تبتتديليتتة,X Y   أستتتتتتتتتتتتتتتتاستتتتتتتتتتتتتتتين مختلفين لهتتا، عنتتدةتتذ لي

)بالهرورة أن يتون  ) ( )card X card Y هال  عن ذل  إذا تان، ،X  أستاستا   للزمرةG ،
xأيا  تان عندةذ  G  َّإن،x  يتتت بدلالة عناصتتتتتتتتتتتتتتر مجموعة جزةية منتهية من عناصتتتتتتتتتتتتتتر

 لتن لي  بالهرورة أن تتون هذه التتابة وحيدة. Xالمجموعة 

 .1.14.مبرهنة
)لتتن  , )G  ولنفرض أنَّ زمرة تبديلية حرة ، X  أستاستا  حرا  للزمرةG عندةذ أيا  تان ،

x, العنصرين y X  َّإن، ,x y y x . 
 

 واهح. البرهان.



 دراسة في المجموعات المولدة الصغرى لزمرة تبديلية
 

108 
 

 .المجموعة المولدة الصغرى لزمرة تبديلية -2
نعرض ،ي هذه الفلرة مفهوم المجموعة المولدة الصدرل لزمرة تبديلية وأهم المبرهنات المتعللة 

 :توص  لها، والبداية مع التعريف الآتيالبهذا المفهوم، ،هال  عن النتاةج التي تم 

 [.5,1تعريف. ]
)لتتن , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG  عندةذ نلو ،

إذا تان مستتللة Sإنها  Xعن  \x X x  وذل  أيا  تانx X. 

 .2.1مبرهنة.
)لتتن , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG َّعندةذ ،إن ، 

X  تتونS إذا و،لط إذا تانت ت  مجموعة جزةية غير خالية ومنتهية منها مستتتتتتتتتتتتتتتتللةS

 .مستتللة

 واهح. البرهان.

 .2.2مبرهنة.
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG ، عندةذ تتون

 اللهيتان الآتيتان متتا،ةتين:
 مستتللة.S هي Xالمجموعة  -1

 أيتا  تتانتت -2   
1 1

,
n n

i ii i
x X

 
 Z  َّوالتي تحلق أن

1

0
n

i i

i

x


  َّ1 ،تإنi   

1لأج  ت   i n . 

 البرهان.
(2) (1).  َّلنفرض أن X هي Sوأنَّ  مستتتتتتتتتتتتتتتتللة 

1

n

i i
x X


،  لتتن 

1

n

i i



Z 

 تحلق أنَّ 
 

1

0i

n

i

i

x


    1أنتتته يوجتتتد دليتتت   ولنفرض جتتتدلا j n   1 إنَّ  بحيتتتثj   ،
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}\ نجد أنَّ عندةذ  }j jx X x  المجموعة يناقض تون وهذاX  هيSومنه مستتتتتتتتتتتتتتتتللة ،
1iبالتالي الفرض الجدلي خاطئ و      1لأج  ت i n . 

(1) (2). 

 عنصتتتتتر مستتتتتتتللة وبالتالي يوجدSليستتتتتتت  X لنفرض جدلا  أنَّ و  محللة، (2)لنفرض أنَّ 
x X  َّبحيث إن  \x X x  1وجد يومنه 1{ } ,{ }n n

i i i ix X   Z أنَّ  بحيث 

 

1

i

n

i

i

x x


  وبالتالي: 

    

1 1

( 0)
n n

i

i

i i i

i

x xx x 
 

      

Sهي  Xالمجموعتتتة بتتتالتتتتالي الفرض الجتتتدلي ختتتاطئ و ومنتتته  .(2) وهتتتذا ينتتتاقض الفرض

 مستتللة.

 نتيجة.
)لتتن , )G   ،لنفرض أنَّ زمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG َّعندةذ ،إن ،

X  تتونS إذا و،لط إذا تحلق الشرط:مستتللة 

xأيتتتتا  تتتتتان  X  1 وتتتتتانتتتتت العنتتتتاصتتتتتتتتتتتتتتر 1{ } ,{ }n n

i i i ix X   Z   َّالتي تحلق أن 

 

1

i

n

i

i

x x


  َّ1،إن{ }n

i ix x . 

 .2.3مبرهنة.
)لتتن , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG عندةذ إذا تانت ،

 مستتللة.Sمستتللة ،إنها تتون  Xالمجموعة 

 البرهان.
جدلا   لنفرضوبالتالي ،إن جميع عناصرها مدايرة للصفر،  مستتللة Xأنَّ المجموعة  لنفرض

xوبالتالي يوجد مستتتتللةSليستتتت  Xأنَّ المجموعة  X  َّبحيث إن\{ }x X x  ومنه
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يتتتتتتوجتتتتتتتد    
1 1

, \{ }
n n

i ii i
Xx x

 
 Z  نَّ إ بتتتتتتحتتتتتتيتتتتتتتث  

1

j

n

j

j

x x


   وبتتتتتتتالتتتتتتتتتتتتتتالتتتتتي

1

0
n

j j

j

x x


   ، إنَّ المجموعة بماX 0 ،إنَّ  مستتتتتتتتتتتللةj jx    1لت j n   و

0x  0 ومنهx  المجموعة بالتالي الفرض الجدلي خاطئ و . ومنه وهذا تناقضX  هي
S.مستتللة 

 نتيجة.
)لتتن , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةGإنَّ  ، عندةذ،: 

 مستتللة.Sمستتللة خطيا  ،إنها تتون  Xإذا تانت المجموعة  -1
 مستتللة.مستتللة ،لي  بالهرورة أن تتون Sهي  Xإذا تانت المجموعة  -2
0إذا تان  -3 X  إنَّ المجموعة،X ليستت S.مستتللة 
gأيا  تان  -4 G المجموعة ،إن { }g هي S.مستتللة 

 [.3,2,1تعريف. ]
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX  من مجموعة جزةية غير خاليةG  عندةذ نلو ،

Gتان و مستتللة S إذا تانت Gللزمرة  مجموعة مولدة صغرى Xإنَّ  X. 

 .2.4مبرهنة.
)لتتن  , )G   لنفرض أن، (حرة)زمرة تبديليةX   للزمرة( )أستاستا  حرا   أستاستاG عندةذ ،إن ،

X  مجموعة مولدة صدرل للزمرةG. 

 والنتيجة الأخيرة. .2.3 ينتج مباشرة عن المبرهنة. البرهان.

 نتيجة.
)لتتن  , )G   ،)لنفرض أنزمرة تبديلية )حرةX  منمجموعة جزةية غير خاليةG عندةذ ،

:  ،إنَّ
 .G،إنها تتون مولدة صدرل للزمرة  Gأستاستا  )أستاستا  حرا ( للزمرة  Xإذا تانت  -1
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أستاستا  )أستاستا  حرا ( ،لي  بالهرورة أن تتون G مولدة صدرل للزمرة مجموعة  X إذا تانت -2
 .Gللزمرة 

.1مثال.  

)إنَّ  , )  نَّ حرةزمرة تشتتتتتتتت  أستتتتتتتتاستتتتتتتتا  حرا  لها وبالتالي ،هي مجموعة  {1}المجموعة  ، وا 
من جهة أخرل نالحث أنَّ المجموعة ، مولدة صتتتدرل 6,10,15  تشتتتت  مجموعة مولدة صتتتدرل 

xأيا  تان  نالحث أنه ، ،هال  عن ذل ولا تشت  أستاستا  حرا  لها  :  ،إنَّ
( )10 ( )15 ( 4 )6

( )10 ( )15 ( )6

x x x x

x x x x

   

   
 

 .2مثال.
الزمرة  نعلم أنَّ  15 ,U   رل مجموعة مولدة صد {7,8} ، إنَّ زمرة تبديلية غير دوارةهي

هي تشت  أستاستا  للزمرة وبالتالي  {7,11}إنَّ من جهة أخرل أستاستا  لها، ليستت لتنها  15Uللزمرة 
 .لهامجموعة مولدة صدرل 

 نتيجة.
)لتتن  , )G   ،لنفرض أنزمرة تبديليةX مجموعة مولدة صتتتتتتتتتتتتتتدرل للزمرة Gأيا  دةذ ، عن

xتان  G  َّإن،x  يتتت بدلالة عناصتتتتر مجموعة جزةية منتهية من عناصتتتتر المجموعةX 
 .لتن لي  بالهرورة أن تتون هذه التتابة وحيدة

 .2.5مبرهنة.
)لتتن  , )G   َّزمرة تبتتديليتتة، ولنفرض أنX  مجموعتتة جزةيتتة غير ختتاليتتة منG عنتتدةتتذ ،

هو أن تتون Gمجموعة مولدة صتتتتتتتدرل للزمرة  Xالشتتتتتتترط الالزم والتا،ي حتى تتون المجوعة 
X  مولدة للزمرة مجموعةG مولدة للزمرة ،علية وأن لا تحوي مجموعة جزةيةG. 

 .البرهان
( ) تتنلX  مجموعة جزةية غير خالية منG،  َّولنفرض أنX  مجموعة مولدة صتتتتتتتتتتتتتتدرل
1X. لنفرض جتتدلا  أنتته توجتتد مجموعتتة جزةيتتةGللزمرة  X  َّ1تحلق أنX G عنتتدةتتذ ،
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xعنصتتتتتتتتتتتتتتر يوجتتتتد X   َّ1بحيتتتتث إنx X 1، عنتتتتدةتتتتذ \{ }x X X x  َّأي إن ،
\{ }x X x  وهذا يبين أنَّ المجموعةX  ليستتتتتتتت مولدة صتتتتتتدرل للزمرةG لأنها ليستتتتتتتت ،

S َّ1مستتتتتللة وهذا تناقض، وبالتالي الفرض الجدلي خاطئ، أي إنX  ليستتتتت مولدة للزمرةG ،
 .Gمولدة للزمرة  ،عليةلا تحوي أي مجموعة جزةية  Xوبالتالي المجموعة 

( ) تتنلX  مجموعة جزةية غير خالية منG،  َّولنفرض أنX  مجموعة مولدة للزمرةG 
x، وبتتتتتتالتتتتتتتالي أيتتتتتتا  تتتتتتتانGتولتتتتتتد الزمرة  ولا تحوي أي مجموعتتتتتتة جزةيتتتتتتة ،عليتتتتتتة X   َّتتتتتتإن،

\{ }x X x وبالتالي المجموعةX هيSمستتتتللة، وبالتالي المجموعةX  مولدة صتتدرل
 .Gللزمرة 

 .2.6مبرهنة.
)لتتن  , ) , ( , )G G   َّزمرتين تبديليتين، ولنفرض أن :f G G يا ، عندةذ إذا تما ال  زمر

)،إن  Gمجموعة مولدة صتتتتتتتتتتدرل للزمرة  X تانت )f X لزمرةهي مجموعة مولدة صتتتتتتتتتتدرل ل 
 G. 

 .البرهان
f: ليتن G G تما ال  زمريا  من الزمرة  G  إلى الزمرة  Gنفرض أنَّ ول X  مجموعة

Gبما أنَّ  عندةذ، Gللزمرة مولدة صدرل X  َّإن،( )G f X. 

)لنفرض جدلا  أنَّ المجموعة  )f X  ليستتSعنصر يوجد عندةذ ،إنه مستتللة
 y Xf  َّيحلق أن( ) /{ }y f X y عناصر وجدوبالتالي ت 

1 1{ } ,{ } ( ) /{ }n n

i i i iy f X y   Z إنَّ  حيث 
1

in

i

i

y y





،  يوجد تما أنه

1{ } ,n

i ix X x X    َّتحلق أن( )i iy f x   1لأج  ت  وذل i n   أنَّ و
( )y f x ، و:  بالتالي ،إنَّ

   
11 1

)( ) (
i in n n

i

i

i i

i

i

i

y f x y f x f x

 


 

 
     

 
  
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 :وهذا يتا،ئ أنَّ 

1

0
n

i

i

if x x


 
   
 

 

 ،تإنَّ   زمريتا  متا ال  ت fوبمتا أنَّ 
1

0
n

i

i

ix x


    وبتالتتالي
1

i

n

i

i

x x


  َّوبمتا أنX هي

S1،إنَّ  مستتتتتتتتتتتتللة{ }n

i ix x   َّ1وبالتالي ،إن{ }n

i iy y  وبالتالي ،إنَّ الفرض ناقض وهذا ت
المجموعة الجدلي خاطئ و  f X هي Sأي إنَّ مستتتتتتتللة ، f X  مجموعة مولدة صتتتتتدرل

 .G  للزمرة 

 .2.7مبرهنة.
)لتتن  , ) , ( , )G G   َّزمرتين تبديليتين، ولنفرض أن X  مجموعة مولدة صتتتتتتتتتتتتتتدرل للزمرة

G   َّوأنY   متتتتجتتتتمتتتتوعتتتتتتتة متتتتولتتتتتتتدة صتتتتتتتتتتتتتتتتتتدتتتترل لتتتتلتتتتزمتتتترةG عتتتتنتتتتتتتدةتتتتتتتذ ،تتتتتتتإن التتتتمتتتتجتتتتمتتتتوعتتتتتتتة ،
   {0} {0}Z X Y   زمرة الجداء المباشرمولدة صدرل ل G G. 

 .لبرهانا
Gمولتتتتتتتدة للزمرة   Zواهتتتتتتتتتتتتتتح أنَّ المجموعتتتتتتتة  G ليتن .( , )x y Z   َّحيتتتتتتتث إن

,x X y Y    َّعتتتتنتتتتتتتدةتتتتتتتذ طتتتتتتتالتتتتمتتتتتتتا أن,X Y   متتتتجتتتتمتتتتوعتتتتتتتاتS َّمستتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتلتتتتلتتتتتتتة ،تتتتتتتإن
\{ } , \{ }x X x y Y y :وبالتالي ، 

   ( ,0) {0} \{( ,0)} ,(0, ) {0} \{(0, )}x X x y Y y    
)ومنه ،إنَّ  , ) \{( , )}x y Z x y وبالتالي ،Z  هي مجموعةS.مستتللة 

  



 دراسة في المجموعات المولدة الصغرى لزمرة تبديلية
 

114 
 

 .عات المولدة الصغرى لبعض الزمر التبديلية الشهيرةالمجمو  -3

،ي هذه الفلرة ستتتتتتتنلوم بدراستتتتتتتة وجود المجموعات المولدة الصتتتتتتدرل لزمرة الأعداد الصتتتتتتحيحة 
مجموعات مولدة صتتدرل للزمر التبديلية دراستتتة وجود ، ،هتتال  عن هتتمن عدة حالات nبالملا  

الحرة بحيث لا تشتتتتت  أستتتتتاستتتتتا حرا  لها، بالإهتتتتا،ة لعدد من المبرهنات والنتاةج الهامة، والبداية مع 
 :المبرهنة الآتية

 .3.1مبرهنة.
)عددا  صحيحا  موجبا ، ولنفرض أنَّ  nو عددا  أوليا  p ليتن , )np

Z  زمرة الأعداد الصحيحة 
npمجموعة مولدة صدرل للزمرة  X، ولنفرض أنَّ npبالملا 

Z  إنَّ عندةذ،( ) 1Card X 

. 

 .البرهان
npليتن

x Z وأولي مع  عنصرا  مدايرا  للصفرp إنَّ ، عندةذ، np
Z x هال  عن، ،

}ذل  المجموعة  }x هيSإنَّ  مستتللة وبالتالي، { }x  مجموعة مولدة صدرل للزمرةnp
Z. 

npللزمرة مجموعة مولدة صدرل  Xأنَّ  جدلا   لنفرض
Z  َّوأن( ) 1Card X   َّعندةذ ،إن

0 X ،:ونميز حالتين 

}0،إنَّ عندةذ  0xوليتن  pأولي مع  Xإذا تان أحد عناصر المجموعة  الحالة الأولى: }x 
npمجموعة مولدة صدرل للزمرة 

Z  وهذا يناقض تون المجموعةX  مولدة صدرل للزمرةnp
Z

. 

هو اللاستم المشتر   dولنفرض أنَّ  pليستت أولية مع  Xت  عناصر المجموعة  الحالة الثانية:
np، وبالتالي ،إنَّ Xالأتبر لعناصر المجموعة 

X d Z  َّمن جهة أخرل إن ،p  يلستم
d  وبالتاليnp

X d Z  ، تون المجموعة وهذا يتناقض معX  صدرل مجموعة مولدة
npللزمرة 

Z. 
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)،إنَّ  pZمجموعة مولدة صدرل للزمرة  Xمما ستبق نجد أنَّه إذا تانت ) 1Card X . 

 نتيجة.
)عددا  صحيحا  موجبا ، ولنفرض أنَّ  nو عددا  أوليا  p ليتن , )np

Z   زمرة الأعداد الصحيحة
}المجموعة  تتون ، عندةذnpبالملا  }a  مولدة صدرل للزمرةnp

Z تان  و،لط إذا إذاnp
a Z 

 .pأوليا  مع 

 .3.2مبرهنة.
p, ليتن qن وأوليا نعددا,n m َّعددان صحيحان موجبان، ولنفرض أن( , )n mp q

Z   زمرة
nالأعداد الصحيحة بالملا  mp q َّولنفرض أن ،X  مجموعة مولدة صدرل للزمرةn mp q

Z  عندةذ
 :اللهايا الآتية صحيحة

1- ( ) 2Card X . 
,تن لت -2 n mp q

a b Z عندةذ تتون المجموعة ،{ , }a b مولدة صدرل للزمرة n mp q
Z و،لط  إذا

a,تان إذا  b  ليستا أوليان معp q وgcd( , )d a b  أوليpq. 
,تنتل -3 n mp q

a b Z ، َّولنفرض أن( ) , ( )n mo a p o b q  المجموعة عندةذ تتون
 ,X a b مولدة صدرل للزمرة n mp q

Z. 

 .البرهان
nليتن -1 mp q

x Z   مع  ا  أوليعنصراpq َّعندةذ ،إن ، n mp q
Z x  هال  عن ذل، ،

}المجموعة  }x هيS َّمستتللة وبالتالي ،إن{ }x  مجموعة مولدة صدرل للزمرةn mp q
Z. 

nنعلم أنَّ  m n mp q p q
Z Z Z   وبالتالي يوجد: n m n mp q p q

f Z Z Z  تما ال  زمريا  من
n الزمرة mp q

Z Z  إلى الزمرةn mp q
Z ، َّولنفرض أن,X Y مجموعات مولدة صدرل للزمر

,n mp q
Z Z عندةذعلى الترتيت ، ( ) ( ) 1Card X Card Y  3.1. وذل  حستت المبرهنة ،

تما أنَّ    {0} {0}Z X Y    مولدة صدرل للزمرةn mp q
Z Z المبرهنة  وذل  حستت
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) نالحث أنَّ و ، 2.6 ) 2Card Z ، لمجموعة،إنَّ ا 52.حستت المبرهنة  ومنه( )f Z مولدة
nصدرل للزمرة mp q

Z ، َّن )وا  ( )) 2Card f Z . 

nلنفرض جدلا  أنَّ الزمرة  mp q
Z  تمل  مجموعة مولدة صدرل

1X  َّتحلق أن 

1( ) 2Card X   وبالتالي ،إنَّ الزمرةn mp q
Z Z  1تمل  مجموعة مولدة صدرلZ  َّتحلق أن 

1( ) 2Card Z   َّوذل  لأن n m n mp q p q
Z Z Z ، وهذا غير ممتن وبالتالي إذا تانت 

1X 
n مجموعة مولدة صدرل للزمرة mp q

Z  َّ1،إن( ) 2Card X . 

2-    المجموعة لنفرض أن{ , }a b مولدة صدرل للزمرة n mp q
Z عندةذ تتون المجموعة ،

{ , }a bمولدة للزمرة n mp q
Z  َّوبالتالي ،إنgcd( , )d a b أولي معpq،  لنفرض جدلا  أن واحد

a,على الأق  من  b  أولي معpq  وليتنa  عندةذ n mp q
b a Z   وبالتالي المجموعة

{ , }a b  ليستتS مستتللة، وبالتالي,a b  أوليان معpq. 
   ليتن, n mp q

a b Z  أنَّ لنفرض و ,a b  ليستا أوليان معpqوgcd( , )d a b  أولي
pq عندةذ ،{ , }n mp q

Z a b d  لنفرض جدلا  أنَّ المجموعة ،{ , }a b  ليستتS مستتللة
}ولنفرض أنَّ  }a b  َّومنه ،إن: 

{ } { } { , } n mp q
a b a b Z   

}المجموعة وهذا تناقض، ومنه ،إنَّ  pqأولي مع bوهذا يعني أنَّ  , }a b هيS مستتللة، وهذا
}المجموعة  يبين أنَّ  , }a b  مولدة صدرل للزمرةn mp q

Z. 

)لنفرض أنَّ  -3 ) , ( )n mo a p o b q  َّبما أن . { , } :1a b  تلب  اللستتتتتتتتتتتتمة على ت  من
,n mp q   َّتتتتإن،{ , }n mp q

Z a b َّمن جهتتتتة أخرل بمتتتتا أن . gcd ( ), ( ) 1o a o b    َّتتتتإن،
{ } { } {0}a b  َّوهتذا يبين أن ،{ } { }n mp q

Z a b   ومنته ،تإنَّ المجموعتة{ , }a b 
}، ،إن المجموعة 2.3المبرهنة.مستتتتتتتتتللة، وحستتتتتتتتت  , }a b  هيSمما ستتتتتتتتبق نجد أنَّ مستتتتتتتتتللة ،

}المجموعة  , }a b  مولدة صدرل للزمرةn mp q
Z. 
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 .3.3مبرهنة.
, لتتن ,p q rأعدادا  أولية مختلفة و, ,n m t  َّأعدادا  صحيحة موجبة، ولنفرض أن

( , )n m tp q r
Z   زمرة الأعداد الصحيحة بالملاn m tp q r َّولنفرض أن ،X  مجموعة مولدة
nصدرل للزمرة  m tp q r

Z :عندةذ اللهايا الآتية صحيحة 
1- ( ) 3Card X . 
,ليتن  -2 n m tp q r

a b Z عندةذ تتون المجموعة ،{ , }a b مولدة صدرل للزمرة n m tp q r
Z  إذا

a,و،لط إذا تان  b  ليستا أوليان معpqrوgcd( , )d a b  أوليpqr. 
,ليتن -3 , n m tp q r

a b c Zعندةذ إذا تان ،( ) , ( ) , ( )n m to a p o b q o c r    إن،
المجموعة , ,X a b c مولدة صدرل للزمرةn m tp q r

Z. 

  البرهان.
nنعلم أنَّ  -1 m t n m tp q r p q r

Z Z Z   وبالتالي يوجد: n m t n m tp q r p q r
Z Zf Z    تما ال  زمريا

nمن الزمرة  m tp q r
Z Z  إلى الزمرةn m tp q r

Z َّولنفرض أن ،,X Y  مجموعات مولدة صدرل
n,للزمر m tp q r

Z Z  على الترتيت، عندةذ( ) 1Card Y   و ،3.1وذل  حستت المبرهنة
( ) 2Card X  1، وبالتالي ،إنَّ 3.2وذل  حستت المبرهنة( ) 3Card X . 

2-    لنفرض أن المجموعة{ , }a b مولدة صدرل للزمرة n m tp q r
Z عندةذ تتون المجموعة ،

{ , }a b  مولدة للزمرةn m tp q r
Z  وبالتالي ،إنgcd( , )d a b  أوليpqr َّلنفرض جدلا  أن ،

a,واحد على الأق  من  b أولي معpqr وليتنa عندةذn m tp q r
b a Z   وبالتالي

a,المجموعة b  ليستتS مستتللة، وبالتالي,a b  أوليان معpqr. 

   ليتن, n m tp q r
a b Z  َّولنفرض أن,a b  ليستا أوليان معpqr وgcd( , )d a b 

}، عندةذ pqrأولي  , }n m tp q r
Z a b d  لنفرض جدلا  أنَّ المجموعة ،{ , }a b  ليستت

S َّمستتللة ولنفرض أن{ }a b  َّومنه ،إن: 
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{ } { } { , } n m tp q r
a b a b Z   

}المجموعة  وهذا تناقض، ومنه ،إنَّ  pqrأولي مع bوهذا يعني أنَّ  , }a b هيS ،مستتللة
}وبالتالي تتون المجموعة  , }a b  مولدة صدرل للزمرة مجموعةn m tp q r

Z. 

)لنفرض أنا  -3 ) , ( ) , ( )n m to a p o b q o c r   َّبما أن . { , , } :1a b c  تلب  اللستمة
,على ت  من  ,n m tp q r  َّإن،{ , , }n m tp q r

Z a b c َّمن جهة أخرل بما أن .
 gcd ( ), ( ), ( ) 1o a o b o c   َّإن،{ } { } { } {0}a b c  َّوهذا يبين أن ،

{ } { } { }n m tp q r
Z a b c    ومنه ،إنَّ المجموعة{ , , }a b c  مستتللة، وحستت

}، ،إن المجموعة 2.3المبرهنة. , , }a b c  هيS مستتللة، مما ستبق نجد أنَّ المجموعة{ , , }a b c 
nمولدة صدرل للزمرة  m tp q r

Z. 

 .3.4مبرهنة.
)لتتن , )nZ    زمرة الأعداد الصحيحة بالملاn  َّحيث إنn  يلب  اللستمة على عددين

عندةذ اللهايا الآتية . nZجزةية من الزمرة مجموعة X، ولنفرض أنَّ أوليين مختلفين على الأق 
 صحيحة:

إذا تانت  -1 1 2,X x x عندةذ تتون المجموعةX  مولدة صدرل إذا و،لط إذا تان
1 2gcd( , )x x d  أولي معn 1و 2,x x  ليستت أولية معn. 

إذا تانت  -2 1 2, ,..., mX x x x  َّ2حيث إنm  َّولنفرض أن ،ix X  َّحيث إن
1 i n 1،  وأن 1 1gcd( ,..., , ,..., )i i m ix x x x d  عندةذ تتون المجموعة ،X  مولدة

1صدرل إذا و،لط إذا تان  2gcd( , ,..., )mx x x d  أولي معn 1و 2, ,..., mx x x  ليستت
1لت   ixلا يلستم idوتان  nأولية مع  i n . 

 البرهان.
1-   لنفرض أن المجموعةX  مولدة صدرل للزمرةnZ 1، عندةذ تتون المجموعة 2{ , }x x 

1وبالتالي ،إن  nZمولدة للزمرة  2gcd( , )d x x  أوليn  لنفرض جدلا  أنَّ واحد على الأق ،
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من 
1 2,x x   أولي معn وليتن

1x 1عندةذ 2 nx x Z  وبالتالي المجموعة ,a b 
مستتللة، وبالتالي Sليستت

1 2,x x  أوليان معn. 
   1ليتن 2, nx x Z  َّ1ولنفرض أن 2,x x  ليستا أوليان معn 1و 2gcd( , )d x x  أولي
nZ، عندةذ  nمع  d لنفرض جدلا  أنَّ المجموعة ،

1 2{ , }x x ليستتS مستتللة ولنفرض
1أنَّ  2{ }x x  َّ1ومنه ،إن 2 1 2{ } { } { , } nx x x x Z    َّوهذا يعني أن

2x  أولي
1، ومنه ،إنَّ وهذا تناقض nمع  2,x x هيS 1مستتللة، وبالتالي تتون المجموعة 2{ , }x x 

 .nZمولدة صدرل للزمرة 

2-  لنفرض أن المجموعةX  مولدة صدرل للزمرةnZ َّولنفرض جدلا  أن ،d  لي  أولي
nZو بما أنَّ  nمع  X d   وهذا غير ممتن ومنهd   أولي معn من جهة أخرل ،

n،إن   nأوليا  مع  ixوليتن  Xإذا تان أحد عناصر المجموعة  iZ x  وهذا يناقض
 مستتللة.Sهي X تون المجموعة 
iومنه  ixيلستم idلنفرض جدلا  أنَّ  ix d وبالتالي i ix X x  وهذا يناقض تون

1لت   ixلا يلستم idمستتللة وSهي  Xالمجموعة i n . 

    أنَّ بماd أولي معn َّإن، ،nX d Z  ت  عناصر  بما أنَّ ، من جهة أخرل
لنفرض جدلا  أنَّ ، nZلا تحوي عنصرا  مولد للزمرة  X،إنَّ  n ليستت أولية مع Xالمجموعة 
ix مستتللة أي إنه يوجدSليستت Xالمجموعة  X َّبحيث إن i ix X x  َّومنه ،إن

i ix dيوجد  ، عندةذZ  بحيثi ix d  وهذا يناقض تونid  لا يلستمix ،
 Xوبالتالي المجموعة  مستتللةS هي Xوبالتالي الفرض الجدلي خاطئ، أي إنَّ المجموعة

 .nZصدرل للزمرة مجموعة مولدة 
 

،ي حالة تان  nZالمجموعات المولدة الصدرل للزمرة  أنَّ  نالحثمن المبرهنات الستابلة، 
2n  ،ة الصدرل مولد مجموعةأتبر قدرة ممتنة ل ،ي المبرهنة الآتية نبين ليستت متستاوية اللدرة

2nحيث  nZللزمرة  : 
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 .3.5مبرهنة.
Z)لتتن الزمرة  , )n    زمرة الأعداد الصحيحة بالملاn وX  مجموعة جزةية من الزمرة

nZ1.  ولنفرض أن 2

1 2 ... t

tn p p p
 

 1 إنَّ  حيث 2, ,..., tp p p و أعداد أولية مختلفة
1 2, ,..., t   ، إذا تانت المجموعة عندةذ أعداد صحيحة موجبة تماماX  مولدة صدرل للزمرة

nZ  إن،( )card X t. 

 البرهان. 
نَّ  nZمولدة صدرل للزمرة  X لنفرض أن المجموعة 1 وا  2

1 2 ... t

tn p p p
 

 إنَّ  حيث 
1 2, ,..., tp p p 1و أعداد أولية مختلفة 2, ,..., t   ، ستنورد البرهان  أعداد صحيحة موجبة تماما

 :tبالاستتلراء حستت 

t{1,2,3}نجد أنَّ المبرهنة صحيحة لأج   3.3، 3.2، 3.1حستت المبرهنات  . 

1t ج لألنفرض أن المبرهنة صحيحة  -   11، أي لنفرض أنه لأج 2

1 2 1... t

tn p p p
  

  إنه،
 :،إنَّ  nZمولدة صدرل للزمرة  Xإذا تانت المجموعة

( ) 1card X t  

1لأج   - 2

1 2 ... t

tn p p p
 

 ، َّنعلم أن: 
11

1 1... t t
t t

n P P p
Z Z Z  



  
 :وبالتالي يوجد

11
1 1...

:
t t

t t
nP P p

f Z Z Z  


 

11تما ال  زمريا  من الزمرة 
1 1... t t

t tP P p
Z Z  



  إلى الزمرةnZ َّ1، ولنفرض أن,X Y  مجموعات
مولدة صدرل للزمر

11
1 1...

,
t t

t tP P p
Z Z  



)على الترتيت، عندةذ   ) 1Card Y   وذل  حستت
)1و ،3.1المبرهنة  ) 1Card X t  وبالتالي ،إنَّ الاستتلراةي وذل  حستت الفرض ،
( )Card X t. 

 .3مثال.
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لتتن  16 ,Z   416زمرة الأعداد الصحيحة بالملا 2 ، وبالتالي أي مجموعة مولدة
صدرل للزمرة 

16Z .تتون مؤلفة ،لط من عنصر واحد 

 .4مثال.
لتتن  210 ,Z   210زمرة الأعداد الصحيحة بالملا 2 3 5 7    ، وبالتالي أي

مجموعة مولدة صدرل للزمرة 
210Z   تتون مؤلفة ،لط من أربع عناصر على الأت ر، ،على ستبي

 الم ا ، ت  مجموعة من المجموعات الآتية:

   

     1 2

70,42,30,105 10,21,35

105,2 22,33 13

X Y

Z Z E

 

  

 

تتون مجموعة مولدة صدرل للزمرة  210 ,Z ونالحث أنه لأج  المجموعة ،X :  أنَّ
(70) 3, (42) 5, (30) 7, (105) 2o o o o    

المجموعة أما  35,21,15,45 ، ليستت مولدة صدرل لأن لتنها هي مولدة
gcd(21,15,35) 1  45يلستم. 

 .5مثال.
لتتن  60 ,Z   260زمرة الأعداد الصحيحة بالملا 2 3 5   َّت  مجموعة من . إن 
 :المجموعات

 15,20,12X  ، 12,5Y   ، 35,21Z  

: X، ونالحث أنه لأج  المجموعة 60Zمولدة صدرل للزمرة  مجموعة هي  أنَّ
(15) 4, (20) 3, (12) 5o o o   
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.3.6مبرهنة.  

2nزمرة دوارة منتهية مرتبتها Gلتتن   مولدة بالعنصرa G:  ، ولنفرض أنَّ
 1 2, ,..., mX x x x 

مجموعة مولدة صدرل للزمرة
nZ عندةذ  ،إنَّ المجموعة ، 1 2, ,..., mx x x

a a a  مولدة صدرل
 .Gللزمرة

 البرهان.
بما أنَّ    :1 :1nZ G إنه يوجد، : nf Z G   تما ال  زمريا  من الزمرةnZ  إلى

)، معر،ا  بالشت  :Gالزمرة  ) rf r a   وذل  لتnr Z ، ولنفرض أنا
 1 2, ,..., mX x x x مجموعة مولدة صدرل للزمرةnZ َّوبما أن ،( ) ( )f X f X 

1 يتون 2

1 2( , ,..., ) , ,..., mx x x

mf x x x a a a،   ولما تانت المجموعةX  مجموعة مولدة
،إن المجموعة   nZصدرل للزمرة  1 2, ,..., mx x x

a a a مولدة صدرل للزمرةG  و ذل  حستت
 .2.5المبرهنة 

 .3.7مبرهنة.
)لتتن  , )  زمرة الأعداد الصحيحة، ولتتن 1 2, ,..., mX x x x  مجموعة من الأعداد

1الصحيحة الموجبة تماما ، ولنفرض أنَّ  2gcd( , ,..., ) 1mx x x   َّوأن
1 2 1 1gcd( , ,..., , ,..., ) 1i i m ix x x x x d      لأجix X  َّ1حيث إن i m  ،

عندةذ  تتون المجموعة  1 2, ,..., mX x x x  مولدة صدرل للزمرة( , ). 

 البرهان.
1بما أنا  2gcd( , ,..., ) 1mx x x   َّإن،XZ ،  ولنفرض جدلا  أنَّ المجموعةX 

ix مستتللة عندةذ  يوجدSليستت  X يحلق أنا i ix X x  َّ1حيث إن i m  ،
iومنه ،إنَّ  ix dيوجد ، عندةذZ  بحيثi ix d   بالتالي

1 2gcd( , ,..., ) 1m ix x x d   1هذا يناقض تونid الفرض الجدلي خاطئ  أي  ، وبالتالي
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صدرل للزمرة مجموعة مولدة  X، مما ستبق نجد أن المجموعة مستتللةSهي مجموعة   Xإن
Z. 

 .3.7مبرهنة.
p,وليتن  Xالمجموعة علىزمرة تبديلية حرة  Gلتتن  q  عددين أوليين مختلفين. عندةذ

Z،إنا  pX qX  مجموعة مولدة صدرل للزمرةG. 

 .البرهان
p,بما أنَّ  q عددين ،إنه يوجد عددين أوليين مختلفين ,    َّ1بحيث إنp q  

x، وبالتالي أيا  تان  X   َّإن،( ) ( )x px qx   َّالمجموعة ، ومنه نجد أنZ  مولدة
 .Gللزمرة

1تان أيا   2,x x X  َّإن،
1 2px qx و

1 2qx px  وذل  لأنَّ المجموعةX  مستتللة
zمستتللة عندةذ ،إنه يوجد عنصرSليستت  Zخطيا ، لنفرض جدلا  أنَّ المجموعة Z  يحلق

}/أنَّ  }z Z z عناصر:مجموعات جزةية منتهية من ال وجدوبالتالي ت 

{ } ,{ }i i I i i Iz Z    

إنَّ  حيث
i i

i I

z z


 و{ }i i Iz z  ، تما أنه يوجد, ix X x X  :  بحيث إنَّ

, ;i i iz x z x i I     

نَّ  ,وا  { , } ;i p q i I     َّبما أن ،/{ }z Z z  َّإن،{ }i i Ix x :وبالتالي ، 

( ) 0i i i

i I

x x  


   

,0مستتللة خطيا ، ،إنَّ  Xوبما أنَّ  0 ;i i i I       َّ0وهذا يتا،ئ أنp   أو
0q   َّوهذا غير ممتن، وبالتالي ،إنَّ الفرض الجدلي خاطئ أي إن /{ }z Z z  المجموعةو

Z هيS مستتللة. ومما ستبق نجد أنَّ المجموعةZ  مجموعة مولدة صدرل للزمرةG. 
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.6مثال.  

2)ج  الزمرة لأ , )  َّالمجموعة نعلم أن  2 2,3 العددين لأج  ا  حرا  لها،تشت  أستاست 
 ،إنَّ  4,6 .هي مجموعة مولدة صدرل 

 .3.8مبرهنة.
لتتن  ,G    زمرة تبديلية حرة على المجموعةX ولتتن .

1 2, ,..., kp p p أعداد أولية 

لنفرض أن . و م نى م نى ،يما بينها
1

k

i

i

n p


 إن المجموعة،: 

1

;
k

i i

n
M x x X

p

 
  

 
 

 .Gهي مجموعة مولدة صدرل للزمرة

 .البرهان

 لنفرض أنَّ 
1

k

i

i

n p


 المجموعة  ولنعرفN  بالشت: 

1

k

i

i i

n
N n

p


 
  
 

 

 من الواهح أن 1 2gcd , ,..., 1kn n n   1بالتالي يوجد,..., k  Z  بحيث
1

1
k

i i

i

n




. 
yلأج  ت  من جهة أخرل ،إنه  G توجد عناصر{ } ,{ }j j J J j Jx X     تحلق

أنَّ 
j J

j jy x


:وبالتالي ، 

1 1

1
k k

i i i j i J

i i j J

y y n y n x  
  

 
    

 
  

y ،إنا  ومنه M َّالمجموعة، وهذا يبين أنM مولدة للزمرة التبديلية الحرةG. 
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مستتللة، عندةذ ودون المستا  بعمومية المستألة Sليستت  Mلنفرض جدلا  أنَّ المجموعة
1nلنفرض  أنه لأج   N يوجد عنصرz X  َّ1بحيث إن 1\{ }n z M n z وبالتالي ،

 توجد مجموعات جزةية منتهية:

   
11

1\{ },
i ki k

i j i jj J j J
n x M n z 

  

 
  

:  تحلق أنَّ

 1

,1

i j i j

j J i k

n z n x
  

  

 وهنا نميز الحالتين:

}إذا تان  أولًا. }j j Jz x  َّعندةذ ،إن ، 1

,1

0i j i j

j J i k

n z n x
  

   وبما أن ،

1مستتللة خطيا  ،إنَّ  Xالمجموعة 0n  .وهذا تناقض 

}إذا تان  ثانياً. }j j Jz x  َّعندةذ ،إن ، 1

,1

i j i j

j J i k

n z n x
  

  : تتتت بالشت 

    1

,1 ,1

0

j

i j i j i j i

j J i k j J i k
x z

n x n z n z 
     



    

 وبالتالي:

  1

,1 ,1

[ ] 0

j

i j i j i j i

j J i k j J i k
x z

n x n n z 
     



 
   
 

  

 :مستتللة خطيا  ،إنَّ  Xوبما أن المجموعة

1

,1

[ ] 0i j i

j J i k

n n
  

  

: وبالتالي  ،إنَّ
 

1

,1

i j i

j J i k

n n
  

  
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ولما تان  1gcd ,..., 1kn n   إن، 2 3 1gcd , ,..., 1kn n n p  ،نَّ وهذا تناقض لأ
1p 

 عدد أولي.
نجد  مما ستبق. و مستتللةSهي  Mوبالتالي المجموعة الفرض الجدلي خاطئ مما ستبق نجد أنَّ 

 .Gللزمرة  هي مجموعة مولدة صدرل Mأن 
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